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𝑅بیزی پارامتر قابلیت اطمینان،  براورددر این مقاله  :چکیده = 𝑃(𝑋 < 𝑌)، های سانسور  درتوزیع رایلی دو پارامتری، تحت نمونه

متغیرهای تنش،    کهاین گیرد. در حالت اول، با فرض  گردد. این مسئله در سه حالت مختلف مورد مطالعه قرار میفزاینده پیوندی بررسی می 

𝑋 ،و مقاومت ،𝑌بیزی   ردبراوند، اپارامترهای مقیاس غیرمشترک هستند و تمام این پارامترها نامعلوم  ر دو دارای پارامتر مکان مشترک و، ه

𝑅 بیز دارای فرم بسته نیست، لذا با دو روش لیندلی و  براوردکه در این حالت جا شود. از آن بررسی میMCMC شود. در تقریب زده می

اس غیرمشترک و نامعلوم  متغیرهای تنش و مقاومت دارای پارامتر مکان مشترک معلوم و پارامترهای مقی کهاین حالت دوم، با فرض 

بیزی   براوردترها متفاوت و نامعلوم هستند، همه پارام کهاینگردد. در حالت سوم، با فرض محاسبه می 𝑅بیزی دقیق برای  براوردهستند، 

𝑅 روش تقریبی بهMCMC د. در نهایت، با استفاده از  ن شودست آورده می نیز به  ها فواصل باور بیزی شود. در تمامی روش محاسبه می

 گردند. گرهای مختلف با هم مقایسه می براوردو، عملکرد  سازی مونت کارلشبیه
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 مقدمه  -۱

ای مطرح  طور گستردهاصطلاح تنش از نیمه دوم قرن بیستم به

طور مداوم  به هااشخاص و محصول  طور کلی همهبه گردید.

تحت نوعی تنش قرار دارند و واضح است که همیشه قدرت و 

  . اخیراً رابطه بین  یستپذیر نتوانایی غلبه بر این تنش امکان 

تنش و میزان مقاومت اشخاص و یا محصول و سیستم در  

های علوم از جمله صنعت، پزشکی،  بسیاری از شاخه 

 رار گرفته است.پزشکی و داروسازی مورد بحث و بررسی قروان 

مسئله  ترین مسائل در نظریه قابلیت اطمینان، یکی از جالب 

میزان پایایی و اعتمادپذیری سیستم و یا محصول است.  

استنباط درباره پارامتر   عبارت دیگر، مسئله مورد علاقه به

𝑅مقاومت، -تنش = 𝑃(𝑋 < 𝑌) است. متغیرهای ،𝑋  و𝑌  

  بنا بر اینشوند. مقاومت شناخته میعنوان تنش و ترتیب بهبه

میزان پایایی و اعتمادپذیری سیستم و یا محصول را   𝑅پارامتر 

در یک سیستم اگر میزان تنش وارد شده از    کند.گیری میاندازه 

  براورد افتد. در علم آمار باشد، سیستم از کار می تربیش مقاومت 

𝑅 شود.م میگرا و بیزی انجا ، بر اساس دو دیدگاه فراوانی     

مقاومت را در  -های تنشبسیاری مدل هامقاله کهاین رغم علی

ای سانسور شده،  هاند، اما در نمونههای کامل مطالعه کردهداده 

در بسیاری از  . این پارامتر نشده است براوردتوجه زیادی به 

ربوط  کلینیکی مهای مربوط به طول عمر، آزمایش  هایهلعمطا 

شناسی، تحلیل بقا و دیگر زیست هایها، تحقیقسمبه تاثیر دوز 

د که  ن وجود دارهایی حالتهای کاربردی علم آمار زمینه

هایی از مقادیر ممکن متغیر تصادفی مورد مطالعه،  قسمت

اند یا همه واحدهای نمونه  محدود و همه مشاهدات ثبت نشده 

  صورتقات بهها گاهی اواند. این محدودیتبه نتیجه نرسیده 

داشتن مواد آزمایش  منظور نگهگر و به اختیاری توسط آزمایش 

ها، حفظ زمان و هزینه در نظر  جهت استفاده در دیگر آزمایش 

شود و در مواردی نیز ماهیت آزمایش طوری است که گرفته می

شود.  خود به خود باعث از دست دادن واحدهای آزمایشی می

ی  طور تصادفی به عنوان مثال، ممکن است یک واحد آزمایشبه

ای  بینی نشدهدلایل پیشخراب شود یا شخص تحت آزمایش به

از هایی که قبل به دادهگیری کند. از ادامه همکاری کناره 

های  داده شوند،  ها از آزمایش حذف میمشاهده زمان شکست آن 

 های کاربردی، یتعدر بسیاری از موق  .گویندسانسور شده می 
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زمانی،  های مالی یا محدودیت دلایل مختلف مانند طرحبه    

   های سانسور شده مواجه هستند.دادهمحققان با  

از   IIو نوع  Iهای نوع های سانسور مختلف، طرحدر میان طرح

صورت زیر  توانند بههای سانسور هستند که میترین طرحاساسی

آزمایش طول عمر تا   ،Iتوصیف شوند. در طرح سانسور نوع 

یابد و نیز  ادامه می 𝑇رسیدن به یک زمان از پیش تعیین شده 

آزمایش طول عمر تا رسیدن به یک   ،IIدر طرح سانسور نوع 

ه یافته و بعد از آن  ها ادامتعداد از پیش تعیین شده شکست

شود. از ترکیب این دو نوع طرح، طرح  آزمایش متوقف می

آید. در این طرح سانسور، آزمایش  دست می سانسور پیوندی به

∗𝑇طول عمر در زمان  = min{𝑋𝑛:𝑁 , 𝑇} رسد که پایان میبه ⁡

واحد تحت   𝑁امین زمان شکست در بین  𝑋𝑛:𝑁 ،𝑛در آن، 

   یک زمان از پیش تعیین شده است.  𝑇آزمایش است و نیز  

های آزمایشی سالم  گر تصمیم داشته باشد که واحد اگر آزمایش 

را در نقاطی غیر از نقاط پایانی آزمایش از ادامه بررسی کنار  

های سانسور فوق استفاده  یک از طرحتواند از هیچبگذارد، نمی

ها اجازه حذف یا خروج واحدهای  ح کدام از این طر کند. هیچ

دهند.  آزمایشی را در نقاطی غیر از نقاط انتهایی آزمایش نمی

لازم به ذکر است این اجازه زمانی مطلوب است که در مطالعه  

آوری اقلام در طی مراحل مختلف  فرایند طول عمر، جمع 

که کاهش زمان آزمایش و  آزمایش مدنظر باشد. همچنین وقتی

طور همزمان  اقل تعدادی طول عمر بزرگ به مشاهده حد 

منظور حفظ برخی واحدهای آزمایشی  خواسته شود و نیز به

که دستیابی به اقلام آزمایشی خیلی مشکل یا  ویژه زمانی )به

های  قیمت هستند(، در نظر گرفتن حذف اقلام خیلی گران 

هایی  ذکر شد حالت  طور که قبلاًی پسندیده است. همان میان

همچون شکست تصادفی واحدهای آزمایشی یا از دست دادن  

ارتباط با اشخاص تحت مطالعه از جمله مواردی است که از  

ناپذیر  دست دادن اقلام در نقاطی غیر از نقاط پایانی را اجتناب 

پردازان و کسانی که در این زمینه کار نماید. این دلایل نظریهمی

   .نمودت سانسور فزاینده متمایل  کنند را به سممی

واحد تحت   𝑁کنیم که برای تشریح این طرح، فرض می

اند. بلافاصله بعد از اولین شکست،  آزمایش طول عمر قرار گرفته

𝑅1 شوند، بعد از دومین  واحد تحت بررسی از آزمایش خارج می

شوند و   واحد تحت بررسی از آزمایش خارج می 𝑅2شکست، 

𝑅𝑛ام، همه 𝑛یب، در زمان شکست همین ترتبه = 𝑁 − 𝑅1 −

⋯− 𝑅𝑛−1 − 𝑛  طور تصادفی از آزمایش  واحد تحت بررسی، به

,𝑅1)شوند. در این حالت طرح سانسور را با خارج می … , 𝑅𝑛)   و

مقادیر مرتب شده حاصل از این طرح را با  

{𝑋1:𝑛:𝑁 , … , 𝑋𝑛:𝑛:𝑁} تر که برای جزئیات بیش  .دهیمنشان می

 توان مراجعه نمود. می   ]1[  به بالاکریشنان و آگاروارااین سانسور  

از ترکیب طرح سانسور پیوندی و سانسور فزاینده، طرح سانسور  

گردد که این طرح توسط  حاصل می( HPC) فزاینده پیوندی

 .معرفی شده است  ]2[کاندو و جوآردر  

این ساختار، فرض کنید تعداد کل   تربیش برای بررسی   

، طرح سانسور مورد نظر  𝑁واحدهای تحت آزمایش برابر 

,𝑅1)صورت هب … , 𝑅𝑛)  و𝑇∗ = min{𝑋𝑛:𝑛:𝑁 , 𝑇}   ،است

𝑋1:𝑛:𝑁که طوری به < ⋯ < 𝑋𝑛:𝑛:𝑁   یک نمونه از طرح سانسور

𝑇فزاینده و  > یک مقدار ثابت از پیش تعیین شده است.   0

𝑋𝑛:𝑛:𝑁واضح است که اگر   < 𝑇   باشد آزمایش در زمان𝑋𝑛:𝑛:𝑁  

صورت  ه رسد و نمونه در دسترس ببه اتمام می

{𝑋1:𝑛:𝑁 , … , 𝑋𝑛:𝑛:𝑁}  است. در غیر اینصورت، اگر𝑋𝐽:𝑛:𝑁 <

𝑇 < 𝑋𝐽+1:𝑛:𝑁  باشد آزمایش در زمان𝑇  ونه  شود و نمتمام می

𝑋1:𝑛:𝑁}صورت در دسترس به , … , 𝑋𝐽:𝑛:𝑁}   خواهد بود. در

طور نمادین و برای سهولت، نمونه سانسور فزاینده  ادامه، به

,𝑋1}پیوندی را با  … , 𝑋𝐽} سانسور تحت طرح  

{𝑁, 𝑛, 𝑇, 𝐽, 𝑅1, … , 𝑅𝐽} تابع  ]2[دهیم. از مرجع نشان می ،

 آید: دست میصورت زیر بههب  HPCهای  درستنمایی نمونه

𝐿(𝜃) ∝∏𝑓(𝑥𝑖)[1 − 𝐹(𝑥𝑖)]
𝑅𝑖[1 − 𝐹(𝑇)]𝑅𝐽

∗

𝐽

𝑖=1

, 

𝑅𝐽که در آن
∗ = 𝑁 − 𝐽 − ∑ 𝑅𝑖

𝐽
𝑖=1     .است 

پارامتر قابلیت اطمینان برای   براوردطور که اشاره شد در همان

های سانسور شده، کارهای بسیار محدودی صورت گرفته داده 

  ]6[و  ]۵[، ]4[،  ]3[توان به مراجع است که در این میان می

 اشاره نمود.  

ن در  های مورد توجه محققایکی از توزیع دانیم طور که می همان

  𝑋تصادفی باشد. متغیر حوزه قابلیت اطمینان توزیع رایلی می

دارای توزیع رایلی دو پارامتری با پارامترهای مکان و مقیاس  

تابع چگالی احتمال و تابع  دارای ، است هرگاه، 𝜆و  𝜇ترتیب، به

 صورت زیر باشد: ترتیب بهتوزیع تجمعی به

𝑓(𝑥) = 2𝜆(𝑥 − 𝜇)𝑒−𝜆(𝑥−𝜇)
2
, 𝑥 > 𝜇, 

𝐹(𝑥) = 1 − 𝑒−𝜆(𝑥−𝜇)
2
, 𝑥 > 𝜇. 
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در ادامه این مطالعه متغیر تصادفی با توزیع رایلی دو پارامتری  

𝑋است را با نماد  𝜆و  𝜇که دارای پارامترهای  ∼ 𝑡𝑅(𝜇, 𝜆)  

 دهیم.نشان می

قابلیت   در این مقاله، هدف اصلی استنباط بیزی پارامتر   

(،  HPCبر مبنای طرح سانسور فزاینده پیوندی ) 𝑅اطمینان 

، دارای توزیع رایلی 𝑌و  𝑋که متغیرهای تنش و مقاومت، زمانی 

دو پارامتری هستند، است. در این راستا، مسئله در سه حالت  

شود که هر  گردد. در هر سه حالت فرض می مختلف بررسی می 

قیاس  دو متغیر تصادفی تنش و مقاومت دارای پارامترهای م

متفاوت و نامعلوم هستند. علاوه بر این، در حالت اول با فرض  

شود.  مشترک و نامعلوم بودن پارامتر مکان مسئله بررسی می

همچنین در حالت دوم با فرض مشترک و معلوم بودن پارامتر  

مکان و در حالت سوم با فرض متفاوت و نامعلوم بودن پارامتر  

 گیرد.  مورد مطالعه قرار می مکان هر دو متغیر تصادفی، مسئله  

های اول و  دقیق بیزی در حالت  براورددلیل عدم دسترسی به

کار  شود. با به استفاده می MCMCسوم، از تقریب لیندلی و 

های مختلف بیزی با  براوردسازی مونت کارلو، ردن روش شبیهب

، طول فاصله باور و درصد همگرایی مورد  MSEمعیارهای 

تر در این مقاله به موارد  عبارت دقیقگیرند. بهمی ارزیابی قرار 

 شود: طور مشخص و کامل پرداخته میزیر به

مقاومت بر اساس طرح سانسور   -های تنشاستنباط مدل  .أ

 :  (HPC)جدید  

-های تنشدر این مطالعه، سانسور فزاینده پیوندی در مدل 

های این نوع سانسور این  شود. از ویژگی مقاومت بررسی می

های سانسور  که این نوع طرح شامل بسیاری از طرح  است

خیلی بزرگ باشد سانسور   𝑇عنوان نمونه، اگر شود. به می

𝑅1خیلی بزرگ و   𝑇فزاینده، اگر  = 𝑅2 = ⋯ = 𝑅𝑛−1 = 0  

𝑅𝑛و  = 𝑁 − 𝑛  سانسور نوع دوم و همچنین اگر𝑇  خیلی

𝑅1 بزرگ، = 𝑅2 = ⋯ = 𝑅𝑛 = 𝑁و  0 = 𝑛  های  باشد داده

 شود. کامل حاصل می 

 یابی:براوردروش   .ب

یابی کلاسیک به بررسی  براوردهای برمبنای روش  هامقاله اغلب   

از روش بیزی   اند. در این مقالهمقاومت پرداخته-های تنشمدل 

این پارامتر استفاده شده است. همچنین بنا به   براوردبرای 

های متعددی مانند تقریب  ها و تقریبشرایط مختلف روش 

 شده است. محاسبه  و روش بیز دقیق    MCMCلیندلی و روش  

 های مختلف پارامترها: بررسی حالت  .ت

های محدود  را تحت حالت  𝑅پارامتر  براورد هامقاله اغلب   

اند. در این مطالعه  )پارامتر مکان مشترک( مورد بررسی قرار داده 

ها برای پارامترها در نظر گرفته  سعی شده است که تمام حالت 

از: پارامتر مکان مشترک و نامعلوم،   اندعبارت ها شود. این حالت 

  پارامتر مکان مشترک و معلوم و تمام پارامترها غیر مشترک و

مورد   تربیش نامعلوم. لازم به ذکر است که معمولاً حالت سوم 

 توجه محققان نظریه قابلیت اطمینان است. 

بیز با فرض   براورد 2ادامه مقاله دارای روند زیر است: در بخش   

شود. همچنین  پارامتر مکان مشترک و نامعلوم محاسبه می

 3بیز با فرض پارامتر مکان مشترک و معلوم در بخش  براورد

تحت  𝑅بیز برای پارامتر  براورد  4آید. در بخش دست میبه

شود. یک  متفاوت و نامعلوم بودن کلیه پارامترها محاسبه می 

مان انجام  ی بررسی اهداف برا  ۵سازی در بخش مطالعه شبیه

بندی از این مطالعه  ، یک جمع 6شده است. سرانجام در بخش 

 شود. ارائه می 

با پارامتر مشترک و  𝑹استنباط بیزی پارامتر  -2

 𝝁نامعلوم 

𝑋اگر فرض کنیم که  ∼ 𝑡𝑅(𝜇, 𝜆)  و𝑌 ∼ 𝑡𝑅(𝜇, 𝛼)   ،است

دارای تابع چگالی احتمال و تابع توزیع تجمعی  𝑋که طوریبه

دارای تابع چگالی احتمال و   𝑌و نیز  𝐹𝑋(𝑥)و  𝑓𝑋(𝑥)ترتیب به

گاه  هستند، آن   𝐹𝑌(𝑦)و  𝑓𝑌(𝑦)ترتیب تابع توزیع تجمعی به 

 با:  وضوح پارامتر قابلیت اطمینان برابر استبه

 𝑅 = 𝑃(𝑋 < 𝑌) = ∫ (∫ 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥)𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝑦
𝑦

𝜇

∞

𝜇
 

⁡⁡⁡⁡⁡= ∫ 𝐹𝑋(𝑦)𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝑦
∞

𝜇

 

⁡⁡⁡⁡⁡= ∫ (1 − 𝑒−𝜆(𝑦−𝜇)
2
)2𝛼(𝑦 − 𝜇)𝑒−𝛼(𝑦−𝜇)

2
𝑑𝑦

∞

𝜇

 

⁡⁡⁡⁡⁡= ⁡1 −⁡
𝛼

𝛼 + 𝜆
⁡⁡∫ 2(𝛼 + 𝜆)𝑒−(𝛼+𝜆)(𝑦−𝜇)

2
⁡𝑑𝑦

∞

𝜇

 

⁡⁡⁡⁡⁡= 1 −
𝛼

𝛼 + 𝜆
=

𝜆

𝛼 + 𝜆
. 

 

بیز و فاصله باور بیزی   براورددر ادامه این بخش به بررسی 

  𝜇 و𝜆 ،⁡𝛼که تحت تابع زیان مربعات خطا، زمانی  𝑅پارامتر 

 ترتیب: دارای توابع چگالی پیشین به 

𝜋1(𝜆) ∝ 𝜆𝑎1−1𝑒−𝑏1𝜆,⁡⁡⁡𝜆, 𝑎1, 𝑏1 > 0, 

𝜋2(𝛼) ∝ 𝛼𝑎2−1𝑒−𝑏2𝛼 ,⁡⁡⁡𝛼, 𝑎2, 𝑏2 > 0, 
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𝜋3(𝜇) ∝ 1,⁡⁡⁡0 < 𝜇 < 𝑡1, 

جاکه از آنلازم به ذکر است که شود. هستند، پرداخته می

ترین  کنند مناسبمقادیر مثبت را اختیار می 𝛼و  𝜆پارامترهای 

ها توزیع گاما است.  توزیع برای توصیف چگالی پیشین آن

پیشین منجر به توابع چگالی پسین  همچنین انتخاب این توزیع 

گردد.   شود، که این امر باعث راحتی محاسبات میمزدوج می 

مکانی با مقادیر مثبت است،   یک پارامتر 𝜇علاوه بر این چون 

ترین گزینه برای تابع چگالی پیشین آن توزیع  لذا مناسب 

𝑈(0, 𝑡1)   است. باید توجه نمود که با نامعلوم بودن هر سه

چنین  یشین مزدوج وجود ندارند و در های پپارامتر، توزیع 

های ماتریس  های کامل همه درایهمواقعی حتی برای نمونه 

حتی پیشین   بنا بر ایننتظار متناهی نیستند. اطلاع فیشر مورد ا

 جفری برای این حالت وجود ندارد. 

,𝑋1}کنیم که بر این مبنا، فرض می … , 𝑋𝐽1}  و{𝑌1, … , 𝑌𝐽2} 

ترتیب   های سانسور بهبا طرح HPCدو نمونه تصادفی 

{𝑁, 𝑛, 𝑇1, 𝐽1, 𝑅1, … , 𝑅𝐽1}  و{𝑀,𝑚, 𝑇2, 𝐽2, 𝑆1, … , 𝑆𝐽2}  

توان  را می 𝜇 و 𝜆 ،𝛼باشند. تابع درستنمایی پارامترهای 

 صورت زیر نوشت: به

𝐿(𝜆, 𝛼, 𝜇) ∝ (∏𝑓(𝑥𝑖)[1 − 𝐹(𝑥𝑖)]
𝑅𝑖[1

𝐽1

𝑖=1

− 𝐹(𝑇1)]
𝑅𝐽1
∗

) 

× (∏𝑓(𝑦𝑗)[1 − 𝐹(𝑦𝑗)]
𝑆𝑗[1

𝐽2

𝑗=1

− 𝐹(𝑇2)]
𝑆𝐽2
∗

). 

 های مشاهده شده برابر است با: مبنای داده  تابع درستنمایی بر

𝐿(𝑑𝑎𝑡𝑎|𝜆, 𝛼, 𝜇) ∝ 𝜆𝐽1𝛼𝐽2∏(𝑥𝑖 − 𝜇)

𝐽1

𝑖=1

∏(𝑦𝑗 − 𝜇)

𝐽2

𝑖=1

 

× 𝑒−𝜆
(∑ (𝑅𝑖+1)(𝑥𝑖−𝜇)

2𝐽1
𝑖=1 +𝑅𝐽1

∗ (𝑇1−𝜇)
2)

 

× 𝑒
−𝛼(∑ (𝑆𝑗+1)(𝑦𝑗−𝜇)

2𝐽2
𝑗=1 +𝑆𝐽2

∗ (𝑇2−𝜇)
2)
. 

حال بر مبنای نمونه سانسور مشاهده شده، تابع چگالی پسین  

 صورت زیر است: ه توام ب

(۱)  
𝜋(𝜆, 𝛼, 𝜇|𝑑𝑎𝑡𝑎)
∝ 𝐿(𝑑𝑎𝑡𝑎|𝜆, 𝛼, 𝜇)𝜋1(𝜆)𝜋2(𝛼)𝜋3(𝜇). 

بیز   براورد( واضح است که در این حالت 1با توجه به رابطه )

را به دو  آن  بنا بر اینفرم بسته نمایش داده شود. تواند به نمی

از تقریب لیندلی و روش  اند عبارتروش مختلف تقریبی که 

MCMC  ،نماییم.می  براورد 

 تقریب لیندلی    2-۱

  براورد دست آوردن های تقریبی برای بهترین روشیکی از مهم

تواند  معرفی شده است. این روش می ]7[بیزی توسط لیندلی 

 صورت زیر توصیف شود.  به

،  𝑼(𝛉)بیز  براوردباشد.  𝜽تابعی از پارامتر  𝑼(𝛉)فرض کنیم 

 تحت تابع زیان مربعات خطا، برابر است با:  

𝐸(𝑢(𝜃)|𝑑𝑎𝑡𝑎) =
∫𝑢(𝜃)𝑒ℓ(𝜃)+𝜌(𝜃)𝑑𝜃

∫𝑒ℓ(𝜃)+𝜌(𝜃)𝑑𝜃
, 

لگاریتم تابع  𝜌(θ)لگاریتم تابع درستنمایی و  ℓ(𝜃)که در آن 

تقریب لیندلی   بنا بر ایناست.  𝜃چگالی پیشین 

𝐸(𝑢(𝜃)|𝑑𝑎𝑡𝑎)  صورت زیر است: به 

𝐸(𝑢(𝜃)|𝑑𝑎𝑡𝑎) = 𝑢 +
1

2
∑∑(𝑢𝑖𝑗2 + 𝑢𝑖𝜌𝑗)𝜎𝑖𝑗

𝑗𝑖

 

+
1

2
∑∑∑∑ℓ𝑖𝑗𝑘𝜎𝑖𝑗𝜎𝑘𝑝𝑢𝑝|𝜃⁡=𝜃̂

𝑝𝑘𝑗𝑖

, 

𝜃 که در آن = (𝜃1, … , 𝜃𝑚) ،𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑝 = 1,… ,𝑚 ،𝜃  

𝜃 ،𝑢ماکسیمم درستنمایی پارامتر    براورد = 𝑢(𝜃)  ،𝑢𝑖 =
𝜕𝑢

𝜕𝜃𝑖
  ،

𝑢𝑖𝑗 =
𝜕2𝑢

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
 ،ℓ𝑖𝑗𝑘 =

𝜕3ℓ

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘
 ،𝜌𝑗 =

𝜕𝜌

𝜃𝑗
است.   

,𝜎𝑖𝑗 ،⁡(𝑖همچنین،  𝑗) امین درایه در ماتریس معکوس[−ℓ𝑖𝑗]  

𝜃باشد. در حالت سه پارامتری می = (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3)ها در  ، جمع

 شوند: تر زیر نتیجه میصورت سادهرابطه اخیر به

𝐸(𝑢(𝜃)|𝑑𝑎𝑡𝑎) = ⁡𝑢 + 𝑢1𝑑1 + 𝑢2𝑑2 + 𝑢3𝑑3 

+𝑑4 + 𝑑5 +
1

2
[𝐴(𝑢1𝜎11 + 𝑢2𝜎12 + 𝑢3𝜎13⁡) 

+𝐵(𝑢1𝜎21 + 𝑢2𝜎22 + 𝑢3⁡𝜎23⁡) 

+𝐶(𝑢1𝜎31 + 𝑢2𝜎32 + 𝑢3𝜎33)], 
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𝜃̂وسیله ه که این رابطه را باید ب = (𝜃̂1, 𝜃̂2, 𝜃̂3) براورد ، که  

𝜃ماکسیمم درستنمایی  = (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) دست آورد.   است  به

 : در رابطه فوق

𝑑𝑖 = 𝜌1𝜎𝑖1 + 𝜌2𝜎𝑖2 + 𝜌3𝜎𝑖3,⁡⁡⁡𝑖 = 1,2,3, 

𝑑4 = 𝑢12𝜎12 + 𝑢13𝜎13 + 𝑢23𝜎23, 

𝑑5 =
1

2
(𝑢11𝜎11 + 𝑢22𝜎22 + 𝑢33𝜎33), 

داریم:  و همچنین
 

𝐴 = ℓ111𝜎11 + 2ℓ121𝜎12 + 2ℓ131𝜎13 

+2ℓ231𝜎23 + ℓ221𝜎22 + ℓ331𝜎33, 

𝐵 = ℓ112𝜎11 + 2ℓ122𝜎12 + 2ℓ132𝜎13 

+2ℓ232𝜎23 + ℓ222𝜎22 + ℓ332𝜎33, 

𝐶 = ℓ113𝜎11 + 2ℓ123𝜎12 + 2ℓ133𝜎13 

+2ℓ233𝜎23 + ℓ223𝜎22 + ℓ333𝜎33. 

لگاریتم تابع درستنمایی   پارامتری  در حالت توزیع رایلی دو

 آید: شرح زیر بدست می هب

ℓ(λ, α, μ) ∝ 𝐽1 log(𝜆) + 𝐽2 log(𝛼) 

+∑log(𝑥𝑖 − 𝜇)

𝐽1

𝑖=1

+∑log(𝑦𝑗 − 𝜇)

𝐽2

𝑗=1

 

−𝜆(∑(𝑅𝑖 + 1)(𝑥𝑖 − 𝜇)2

𝐽1

𝑖=1

+ 𝑅𝐽1
∗ (𝑇1 − 𝜇)2) 

−𝛼 (∑(𝑆𝑗 + 1)(𝑦𝑗 − 𝜇)
2

𝐽2

𝑗=1

+ 𝑆𝐽2
∗ (𝑇2 − 𝜇)2), 

ترتیب به بهα و  𝜆  های ماکسیمم درستنماییبراورد بنا بر این

 شوند: فرم زیر محاسبه می 

𝜆̂(𝜇) = 𝐽1 {∑(𝑅𝑖 + 1)(𝑥𝑖 − 𝜇)2

𝐽1

𝑖=1

+ 𝑅𝐽1
∗ (𝑇1 − 𝜇)2}

−1

, 

𝛼̂(𝜇) = 𝐽2 {∑(𝑆𝑗 + 1)(𝑦𝑗 − 𝜇)
2

𝐽2

𝑗=1

+ 𝑆𝐽2
∗ (𝑇2 − 𝜇)2}

−1

, 

 شود: از حل معادله غیر خطی زیر حاصل می   𝜇̂و همچنین 

𝜕ℓ

𝜕𝜇
= −∑

1

𝑥𝑖 − 𝜇

𝐽1

𝑖=1

−∑
1

𝑦𝑗 − 𝜇

𝐽2

𝑗=1

 

+2𝜆 {∑(𝑅𝑖 + 1)(𝑥𝑖 − 𝜇)2

𝐽1

𝑖=1

+ 𝑅𝐽1
∗ (𝑇1 − 𝜇)2} 

+2𝛼 {∑(𝑆𝑗 + 1)(𝑦𝑗 − 𝜇)
2

𝐽2

𝑗=1

+ 𝑆𝐽2
∗ (𝑇2 − 𝜇)2}. 

,𝜃1)با قرار دادن  𝜃2, 𝜃3) = (𝜆, 𝛼, 𝜇)  و𝑢 = 𝑅 =
𝜆

𝛼+𝜆
  ،

 داریم:

𝜌1 =
𝑎1 − 1

𝜆
, 𝜌2 =

𝑎2 − 1

𝛼
, 𝜌3 = 0, 

ℓ11 = −
𝐽1
𝜆2
, ℓ22 = −

𝐽2
𝛼2

, ℓ12 = ℓ21 = 0, 

ℓ13 = 2∑(𝑅𝑖 + 1)(𝑥𝑖 − 𝜇)

𝐽1

𝑖=1

+ 2𝑅𝐽1
∗ (𝑇1 − 𝜇), 

ℓ23 = 2∑(𝑆𝑗 + 1)(𝑦𝑗 − 𝜇)

𝐽2

𝑗=1

+ 2𝑆𝐽2
∗ (𝑇2 − 𝜇), 

ℓ33 = −2𝜆 (∑(𝑅𝑖 + 1)𝑥𝑖

𝐽1

𝑖=1

+ 𝑅𝐽1
∗ 𝑇1) 

−2𝛼 (∑(𝑆𝑗 + 1)𝑦𝑗

𝐽2

𝑗=1

+ 𝑆𝐽2
∗ 𝑇2) 

+∑
1

(𝑥𝑖 − 𝜇)2

𝐽1

𝑖=1

+∑
1

(𝑦𝑗 − 𝜇)
2

𝐽2

𝑗=1

, 

 آید. هچنین:  دست میبه  ℓ𝑖𝑗بوسیله    𝜎𝑖𝑗که در آن 

ℓ111 =
2𝐽1
𝜆3

, ℓ222 =
2𝐽2
𝛼3

,

 
ℓ133 =⁡−2∑(𝑅𝑖 + 1)𝑥𝑖

𝐽1

𝑖=1

− 2𝑅𝐽1
∗ 𝑇1,

 ℓ233 = −2∑(𝑆𝑗 + 1)𝑦𝑗

𝐽2

𝑗=1

− 2𝑆𝐽2
∗ 𝑇2

 ℓ333 = −2∑
1

(𝑥𝑖 − 𝜇)3

𝐽1

𝑖=1

− 2∑
1

(𝑦𝑗 − 𝜇)
3

𝐽2

𝑗=1

,

 
ℓ𝑖𝑗𝑘و نیز سایر  =  : بنا بر اینباشند،  می  0

𝑑𝑖 = 𝜌1𝜎𝑖1 + 𝜌2𝜎𝑖2,⁡⁡⁡𝑖 = 1,2,3, 

𝑑4 = 𝑢12𝜎12, 𝑑5 =
1

2
(𝑢11𝜎11 + 𝑢22𝜎22), 

𝐴 = ℓ111𝜎11 + ℓ331𝜎33,     

𝐵 = ℓ222𝜎22 + ℓ332𝜎33, 

𝐶 = 2ℓ133𝜎13 + 2ℓ233𝜎23 + ℓ333𝜎33. 
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u3همچنین  = 𝑢𝑖3و    0 = 𝑖برای    0 = 1, 2,  و    3

𝑢11 =
2𝛼

(𝛼 + 𝜆)3
⁡ , 𝑢22 =

−2𝜆

(𝛼 + 𝜆)3
⁡ , 𝑢12 =

𝛼 − 𝜆

(𝛼 + 𝜆)3
, 

  𝑅بیز  براوردباشند. در نتیجه، تحت تابع زیان مربعات خطا، می

 برابر است با:   

(2)  

𝑅̂𝐿𝐵 = 𝑢 + 𝑢1𝑑1 + 𝑢2𝑑2 + 𝑑4 + 𝑑5 

+
1

2
[𝐴(𝑢1𝜎11 + 𝑢2𝜎12⁡) + 𝐵(𝑢1𝜎21 + 𝑢2𝜎22⁡) 

+𝐶(𝑢1𝜎31 + 𝑢2𝜎32)]. 

,𝜆̂)باید توجه کرد که همه پارامترها در مقادیر  𝛼̂, 𝜇̂) ،براورد  

,𝜆)ماکسیمم درستنمایی   𝛼, 𝜇) اند. ، محاسبه شده 

 MCMCروش    2-2

(، توابع چگالی احتمال  1در این روش با استفاده از رابطه )

صورت زیر  توانند بهبعد از ساده کردن، می 𝜇و  𝜆 ،αپسین 

 شوند: دست آورده  به

𝜆|𝛼, 𝜇, 𝑑𝑎𝑡𝑎 ∼ 𝛤(𝐽1 + 𝑎1, 𝑏1 + 𝑉(𝜇)), 

𝛼|𝜆, 𝜇, 𝑑𝑎𝑡𝑎 ∼ 𝛤(𝐽2 + 𝑎2, 𝑏2 + 𝑈(𝜇)), 

𝜋(𝜇|𝜆, 𝛼, 𝑑𝑎𝑡𝑎) ∝ 

∏(𝑥𝑖 − 𝜇)

𝐽1

𝑖=1

∏(𝑦𝑗 − 𝜇)

𝐽2

𝑗=1

𝑒−𝜆𝑉(𝜇)−𝛼𝑈(𝜇), 

 که در آن: 

(3)  

𝑉(𝜇) =∑(𝑅𝑖 + 1)(𝑥𝑖 − 𝜇)2

𝐽1

𝑖=1

+ 𝑅𝐽1
∗ (𝑇1 − 𝜇)2, 

𝑈(𝜇) =∑(𝑆𝑗 + 1)(𝑦𝑗 − 𝜇)
2

𝐽2

𝑗=1

⁡+ 𝑆𝐽2
∗ (𝑇2 − 𝜇)2. 

,𝜇 ،𝜋(𝜇|𝜆شود که تابع چگالی پسین ملاحظه می 𝛼, 𝑑𝑎𝑡𝑎)  ،

تولید نمونه تصادفی   بنا بر اینیک توزیع شناخته شده نیست، 

هستینگز با توزیع پیشنهادی  -از آن باید به روش متروپولیس

صورت  الگوریتم گیبز پیشنهادی به بنا بر ایننرمال انجام شود. 

 شود: زیر ارائه می

,𝜆(0))با مقادیر اولیه    -1 𝛼(0), 𝜇(0))  .شروع کنید 

𝑡قراردهید    -2 = 1. 

را از   𝜇(𝑡)هستینگز -با استفاده از روش متروپولیس -3

𝜋(𝜇|𝜆(𝑡−1), 𝛼(𝑡−1), 𝑑𝑎𝑡𝑎)   با توزیع پیشنهادی

𝑁(𝜇(𝑡−1),  صورت زیر تولید کنید:به  (1

.)𝑊از   را 𝑤𝑡الف:  |𝜇(𝑡−1), 1) = 𝑁(𝜇(𝑡−1), و نیز  (1

𝑢    را از𝑈(0,1)  .تولید کنید 

𝑢ب: اگر   < min(1, 𝛿)    آنگاه𝜇𝑡 = 𝑤(𝑡)   :قرار دهید که 

𝛿 =
𝜋(𝑤𝑡|𝑑𝑎𝑡𝑎)

𝜋(𝜇(𝑡−1)|𝑑𝑎𝑡𝑎)

𝑊(𝜇(𝑡−1)|𝑤𝑡 , 1)

𝑊(𝑤𝑡|𝜇(𝑡−1), 1)
, 

 در غیر اینصورت به مرحله الف بازگردید.

4- 𝜆(𝑡)  را از 𝛤(𝐽1 + 𝑎1, 𝑏1 + 𝑉(𝜇(𝑡−1)))    کنید.تولید 

۵- 𝛼(𝑡)    را از𝛤(𝐽2 + 𝑎2, 𝑏2 + 𝑈(𝜇(𝑡−1)))   .تولید کنید 

𝑅𝑡مقدار    -6 =
𝜆(𝑡)

𝛼(𝑡)+𝜆(𝑡)
 را محاسبه کنید.   

𝑡قرار دهید   -7 = 𝑡 + 1 . 

 مرتبه تکرار نمایید.   𝑇را به تعداد    3-7های  گام  -8

،  𝑅بیزی پارامتر  براوردکار بردن این الگوریتم، با به بنا بر این

 تحت تابع زیان مربعات خطا، برابر است با:  

(4)  𝑅̂𝑀𝐶 =
1

𝑇
∑𝑅𝑡

𝑇

𝑡=1

 

توان یک فاصله باور  همچنین با استفاده از این ساختار می

HPD  1)100در سطح − 𝜂)%   با استفاده از روش چن و

 . ارائه نمود  ]7[شائو  

با پارامتر مشترک و  𝑹استنباط بیزی پارامتر  -3

 𝝁معلوم 

تحت تابع زیان مربعات   𝑅در این بخش استنباط بیزی پارامتر 

های پیشین گامای مستقل  دارای توزیع ⁡𝛼و  𝜆که خطا، زمانی 

صورت، بر مبنای نمونه سانسور  شود. در این هستند، بررسی می

 مشاهده شده، تابع درستنمایی برابر است با: 

𝐿(𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝜇|𝜆, 𝛼) ∝ 𝜆𝐽1𝛼𝐽2𝑒−𝜆𝑉(𝜇)−𝛼𝑈(𝜇) 

 تابع چگالی پسین توأم بصورت زیر است:   بنا بر این

(۵)  𝜋(𝜆, 𝛼|𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝜇) ∝ 𝐿(𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝜇|𝜆, 𝛼)𝜋1(𝜆)𝜋2(𝛼) 
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∝ 𝜆𝐽1𝛼𝐽2𝑒−𝜆𝑉(𝜇)−𝛼𝑈(𝜇)𝜆𝑎1−1𝑒−𝑏1𝜆𝛼𝑎2−1𝑒−𝑏2𝛼 

∝ 𝜆𝐽1+𝑎1−1𝛼𝐽2+𝑎2−1⁡𝑒−𝜆(𝑏1+𝑉(𝜇))−𝛼(𝑏2+𝑈(𝜇)) 

=
(𝜆(𝑏1 + 𝑉(𝜇)))

𝐽1+𝑎1
(𝛼(𝑏2 + 𝑈(𝜇)))

𝐽2+𝑎2

𝛼𝜆Γ(𝐽1 + 𝑎1)Γ(𝐽2 + 𝑎2)
 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡× 𝑒−𝜆(𝑏1+𝑉(𝜇))−𝛼(𝑏2+𝑈(𝜇)), 

  براورد اند. حال ( بیان شده3در رابطه ) 𝑈(𝜇)و  𝑉(𝜇)که در 

تحت تابع زیان مربعات خطا از حل انتگرال زیر   𝑅بیزی پارامتر 

 آید:دست می به

𝑅̂𝐵 = ∫ ∫
𝜆

𝛼 + 𝜆
𝜋(𝜆, 𝛼|𝑑𝑎𝑡𝑎, 𝜇)𝑑𝜆𝑑𝛼

∞

0

.
∞

0

 

𝑢1های یک به یک حال تبدیل =
𝜆

𝛼+𝜆
𝑢2و   = 𝛼 + 𝜆   را در

0صورت نظر بگیرید. در این < 𝑢1 < 𝑢2و  1 > 𝜆و  0 =

𝑢1𝑢2   است و ژاکوبین(𝑢1, 𝑢2)  برابر𝐽(𝑢1, 𝑢2) = 𝑢2  

 توان نوشت: صورت زیر میهرا ب  𝑅̂𝐵رابطه    بنا بر اینشود.  می

𝑅̂𝐵 =
(𝜆(𝑏1 + 𝑉(𝜇)))

𝐽1+𝑎1
(𝛼(𝑏2 + 𝑈(𝜇)))

𝐽2+𝑎2

𝛼𝜆Γ(𝐽1 + 𝑎1)Γ(𝐽2 + 𝑎2)
 

⁡× ∫ ∫ 𝑢1
𝐽1+𝑎1(1 − 𝑢1)

𝐽2+𝑎2−1𝑢2
𝑤−1

∞

0

1

.

 

× 𝑒−𝑢2{𝑢1(𝑏1+𝑉(𝜇))+(1−𝑢1)(𝑏2+𝑈(𝜇))}𝑑𝑢2𝑑𝑢1 

=
(1 − 𝑧)𝐽1+𝑎1

Β(𝐽1 + 𝑎1, 𝐽2 + 𝑎2)
 

×∫ 𝑢1
𝐽1+𝑎1(1 − 𝑢1)

𝐽2+𝑎2 ⁡(1 − 𝑢1𝑧)
−𝑤⁡𝑑𝑢1

1

0

, 

𝑧که در آن  = 1 −
𝑏1+𝑉(𝜇)

𝑏2+𝑈(𝜇)
𝑤و   = 𝐽1 + 𝑎1 + 𝐽2 + 𝑎2  

هایپرجئومتریک  است. انتگرال نمایش داده شده همان سری 

است، که توسط بسیاری از نرم افزارها مانند متلب قابل محاسبه  

 باشد: می

⁡2𝐹1(𝛼,𝛽;𝛾,𝜆) = 

1

Β(𝛽, 𝛾 − 𝛽)
∫ 𝑡𝛽−1(1 − 𝑡)𝛾−𝛽−1(1 − 𝑡𝑧)−𝛼𝑑𝑡
1

0

. 

 ، براورد بیز]8[کار بردن ایده کیزیلاسلان و نادار  بنا بر این با به 

 صورت زیر محاسبه نمود:توان بهدقیق را می

(6)  

𝑅̂𝐵 = 

{
𝐸 ×⁡2𝐹1(𝑤, 𝐽1 + 𝑎1 + 1;𝑤 + 1, 𝑧) |𝑧| < 1

𝐹 ×⁡2 𝐹1(𝑤, 𝐽2 + 𝑎2; 𝑤 + 1,
𝑧

1 − 𝑧
) 𝑧 < −1,

 

 :که در آن

𝐸 =
(1 − 𝑧)𝐽1+𝑎1(𝐽1 + 𝑎1)

𝑤
, 𝐹 =

𝐽1 + 𝑎1

𝑤(1 − 𝑧)𝐽2+𝑎2
, 

1)100  ، یک فاصله باور بیزی در سطح  لذا .است − 𝜂)%  

,𝐿)صورت  به 𝑈)  شود که در آن ساخته می𝐿    و𝑈   بایستی

 ترتیب در روابط زیر صدق نمایند: به

(7)  ∫ 𝑓𝑅(𝑅)𝑑𝑅 =
𝜂

2

𝐿

0

, ∫ 𝑓𝑅(𝑅)𝑑𝑅 = 1 −
𝜂

2

𝑈

0

, 

کارگیری روش تغییر  ه ( و ب۵که در نهایت با استفاده از رابطه ) 

 صورت زیر محاسبه نمود:را به  𝑓𝑅(𝑅)توان  متغیر می

𝑓𝑅(𝑅) = 

(1 − 𝑧)𝐽1+𝑎1𝑅𝐽1+𝑎1−1(1 − 𝑅)𝐽2+𝑎2−1(1 − 𝑅𝑧)−𝑤

Β(𝐽1 + 𝑎1, 𝐽2 + 𝑎2)
. 

 

 در حالت کلی  𝑹استنباط بیزی پارامتر   -4

𝑋در این بخش، فرض کنید که  ∼ 𝑡𝑅(𝜇1, 𝜆)  و𝑌 ∼

𝑡𝑅(𝜇2, 𝛼)  صورت پارامتر قابلیت اطمینان باشند، در این𝑅 

 شود:صورت انتگرالی زیر محاسبه میهب

𝑅 = 1 − ∫ 2𝛼(𝑦 − 𝜇2)𝑒
−𝜆(𝑦−𝜇1)

2−𝛼(𝑦−𝜇2)
2
𝑑𝑦

∞

𝜇2

. 

تحت تابع زیان   𝑅در این بخش به استنباط بیزی پارامتر 

دارای   𝜆 ،𝛼توابع چگالی پیشین   کهمربعات خطا، زمانی 

دارای توابع   𝜇2و  𝜇1های گامای مستقل، و پارامترهای توزیع

شود. مشابه  چگالی پیشین ناآگاهی بخش هستند، پرداخته می 

توان  را نمی 𝑅بیزی پارامتر  براوردجاکه ، از آن 2-2بخش 

 MCMCصورت فرم بسته نمایش داد، با استفاده از  روش هب

دهیم. با توجه به تابع چگالی  ارائه می براوردتقریبی برای این 

ترتیب برابر  به 𝜇2و  𝜆 ،𝛼 ،𝜇1پسین توأم، توابع چگالی پسین 

 هستند با:

𝜆|𝜇1, 𝑑𝑎𝑡𝑎 ∼ 𝛤(𝐽1 + 𝑎1, 𝑏1 + 𝑉(𝜇1)), 
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𝛼|𝜇2, 𝑑𝑎𝑡𝑎 ∼ 𝛤(𝐽2 + 𝑎2, 𝑏2 + 𝑈(𝜇2)), 

𝜋(𝜇1|𝜆, 𝑑𝑎𝑡𝑎) ∝∏(𝑥𝑖 − 𝜇1)𝑒
−𝜆𝑉(𝜇1)

𝐽1

𝑖=1

, 

𝜋(𝜇2|𝛼, 𝑑𝑎𝑡𝑎) ∝∏(𝑦𝑗 − 𝜇2)𝑒
−𝛼𝑈(𝜇2)

𝐽2

𝑗=1

. 

شود برای تولید یک نمونه تصادفی از  طور که ملاحظه میهمان

,𝜋(𝜇1|𝜆توابع چگالی احتمال پسین  𝑑𝑎𝑡𝑎)  و

𝜋(𝜇2|𝛼, 𝑑𝑎𝑡𝑎) هستینگز استفاده  -باید از روش متروپولیس

صورت زیر ارائه  الگوریتم گیبز پیشنهادی به بر این بناگردد. 

 شود: می

,𝜆(0))با مقادیر اولیه   .1 𝛼(0), 𝜇1(0), 𝜇2(0))  .شروع کنید 

𝑡قرار دهید   .2 = 1. 

را از   𝜇1(𝑡)هستینگز -با استفاده از روش متروپولیس .3

𝜋(𝜇1|𝜆(𝑡−1), 𝑑𝑎𝑡𝑎)   با توزیع پیشنهادی

𝑁(𝜇1(𝑡−1),  تولید کنید.  (1

را از   𝜇2(𝑡)هستینگز -با استفاده از روش متروپولیس .4

𝜋(𝜇2|𝛼(𝑡−1), 𝑑𝑎𝑡𝑎)   با توزیع پیشنهادی

𝑁(𝜇2(𝑡−1),  تولید کند.  (1

5. 𝜆(𝑡)    را از𝛤 (𝐽1 + 𝑎1, 𝑏1 + 𝑉(𝜇1(𝑡−1)))  .تولید کنید 

6. 𝛼(𝑡)    را از𝛤 (𝐽2 + 𝑎2, 𝑏2 + 𝑈(𝜇2(𝑡−1)))  .تولید کنید 

 کنید:صورت زیر محاسبه  هرا ب 𝑅𝑡  مقدار .7

𝑅𝑡 = 1 −∫ 2𝛼(𝑡)(𝑦 − 𝜇2(𝑡))⁡
∞

𝜇2(𝑡)

⁡ 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡× ⁡𝑒−𝜆(𝑡)(𝑦−𝜇1(𝑡))
2
−𝛼(𝑡)(𝑦−𝜇2(𝑡))

2

𝑑𝑦, 

𝑡قرار دهید   .8 = 𝑡 + 1. 

 مرتبه تکرار نمایید.  𝑇را به تعداد    3-8های  گام .9

، تحت تابع زیان مربعات خطا برابر  𝑅بیزی پارامتر  براوردلذا 

 است با:  

(8)  𝑅̂𝑀𝐶 =
1

𝑇
∑𝑅𝑡.

𝑇

𝑡=1

 

 در سطح  HPDتوان بر این اساس، یک فاصله باور  همچنین می

100(1 − 𝜂)%    ارائه نمود.   ]9[با استفاده از روش چن و شائو 

 سازیمطالعات شبیه  -5

گرهای مختلف بیزی، تحت  براورددر این بخش، عملکرد 

سازی مونت کارلو  ، را با استفاده از روش شبیهHPCهای طرح 

سازی مونت کارلو کاربردهای  نماییم. روش شبیهبررسی می

ای حاصل  های نقطهبراوردفراوانی در نظریه احتمال دارد. 

ای  های فاصلهبراوردو  (MSE) برحسب میانگین مربعات خطا

برحسب میانگین طول فواصل و درصد همگرایی با هم مقایسه 

اند.  مرتبه تکرار حاصل شده 3000شوند. تمامی نتایج با می

تلف مورد بررسی  سانسور مخ طرح 3همچنین در این مطالعه، 

 از:    اندعبارتها  د که این طرح شوقرار  داده می 

𝑅1:   1طرح   = ⋯ = 𝑅𝑛−1 = 0, 𝑅𝑛 = 𝑁 − 𝑛 

𝑅1:  2طرح   = 𝑁 − 𝑛, 𝑅2 = ⋯ = 𝑅𝑛 = 0 

𝑅1  :  3طرح   = ⋯ = 𝑅𝑛 =
𝑁−𝑛

𝑛
 

علاوه بر آن، استنباط بیزی با استفاده از دو توزیع پیشین  

 گیرد:زیر مورد بررسی قرار می  صورته متفاوت ب

𝑎1:  1پیشین   = 𝑏1 = 𝑎2 = 𝑏2 = 0  

𝑎1:  2پیشین   = 𝑎2 = 1, 𝑏1 = 𝑏2 = 0.1 

مشترک و نامعلوم، مقادیر   𝜇در حالت اول، با فرض پارامتر 

,𝜆)پارامتر  𝛼, 𝜇) = دست آوردن نتایج برای به (2,2.5,1)

  MSEاند. تحت شرایط بالا، مقادیر کار گرفته شده سازی بهشبیه

گرهای بیزی با استفاده از تقریب لیندلی و روش  براوردبرای 

MCMC ( به4( و )2از روابط )اند.  دست آمدهترتیب به

% محاسبه  9۵در سطح اطمینان  HPDر همچنین فواصل باو

از   گزارش شده است. 1اند. نتایج حاصل شده، در جدول شده 

،  MSEشود که بهترین عملکرد، برحسب ، ملاحظه می1جدول 

(  2 بخش )توابع چگالی پیشینبه توابع چگالی پیشین آگاهی 

دست آمده به روش  بیزی به براوردتعلق دارد. علاوه بر این، 

MCMC   نسبت به روش لیندلی، در حالت کلی دارای عملکرد

  HPDشود که فواصل باور بهتری است. همچنین، ملاحظه می 

بخش )توابع چگالی پیشین  بر اساس توابع چگالی پیشین آگاهی

ی  تربیشتر و درصد همگرایی ( دارای طول فواصل کوتاه 2

به توابع چگالی پیشین   هستند و لذا بهترین عملکرد را نسبت

عنوان  همچنین به ( دارند.1بخش )توابع چگالی پیشین ناآگاهی 

برای   𝑛شود که با افزایش ، ملاحظه می1یک حقیقت، از جدول 

𝑁   و𝑇   ثابت، و با افزایش𝑇    برای𝑁    و 𝑛    ثابت، مقادیرMSE  و

طول فواصل باور کاهش یافته و مقادیر درصد همگرایی به دلیل  

ها افزایش  ، در تمامی حالتتربیش های هدر دسترس بودن داد

 یابد.  می
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 سازی با پارامتر مکان مشترک و نامعلوم.. نتایج شبیه1جدول 

Prior 2 Prior 1 

C.S (𝑁, 𝑛, 𝑇) Lindley MCMC Lindley MCMC 

MSE C.P Length MSE MSE C.P Length MSE 

016۵/0  902/0  3922/0  0099/0  0172/0  900/0  4061/0  0103/0 (1و1)   

(40و10و7/0)  
0210/0  907/0  3931/0  0110/0  021۵/0  902/0  4043/0  011۵/0 (2و2)   

0140/0  908/0  39۵6/0  0096/0  0161/0  903/0  4117/0  0100/0 (3و3)   

043۵/0  904/0  3788/0  0314/0  0۵24/0  901/0  3887/0  0322/0 (1و2)   

0147/0  91۵/0  3864/0  0094/0  0161/0  91۵/0  4019/0  0097/0 (1و1)   

(40و10و9/0)  
0138/0  916/0  3902/0  0084/0  0168/0  91۵/0  402/0  0087/0 (2و2)   

0129/0  920/0  3948/0  0092/0  0133/0  918/0  4078/0  0093/0 (3و3)   

0374/0  920/0  3708/0  0270/0  04۵4/0  91۵/0  3769/0  0276/0 (1و2)   

0163/0  930/0  389۵/0  009۵/0  019۵/0  929/0  4042/0  0098/0 (1و1)   

(60و10و9/0)  
01۵2/0  924/0  3906/0  009۵/0  0179/0  922/0  4039/0  0098/0 (2و2)   

0117/0  922/0  0392/0  0082/0  0139/0  921/0  40۵۵/0  0083/0 (3و3)   

0373/0  931/0  36۵9/0  0323/0  04۵3/0  930/0  3717/0  0331/0 (1و2)   

0067/0  942/0  2919/0  0046/0  0076/0  940/0  2979/0  0047/0 (1و1)   

(60و20و9/0)  
0071/0  940/0  2873/0  00۵3/0  0079/0  939/0  2977/0  00۵4/0 (2و2)   

0064/0  944/0  2904/0  00۵0/0  0069/0  942/0  2974/0  00۵1/0 (3و3)   

03۵3/0  940/0  2۵62/0  0243/0  0422/0  939/0  2۵98/0  02۵1/0 (1و2)   

 

مشترک و معلوم، مقادیر   𝜇در حالت دوم، با فرض پارامتر 

,𝜆)پارامتر  𝛼, 𝜇) = آوردن نتایج دست برای به (3,2.5,2)

برای   MSEاند. تحت شرایط بالا، مقادیر سازی فرض شده شبیه

(  6براوردگر دقیق بیزی و فاصله باور بیزی با استفاده از روابط )

  2اند. نتایج حاصل شده، در جدول دست آمدهترتیب به( به7و )

شود که بهترین  ، ملاحظه می2ارائه شده است. از جدول 

بخش  ه توابع چگالی پیشین آگاهی، بMSEعملکرد، برحسب 

( تعلق دارد. علاوه بر این، براورد دقیق  2 )توابع چگالی پیشین

شود  بیزی در این حالت محاسبه شده است، که ملاحظه می

بخش  فواصل باور بیزی بر اساس توابع چگالی پیشین آگاهی

تر و درصد  ( دارای طول فواصل کوتاه 2)توابع چگالی پیشین 

 تری هستند و لذا بهترین عملکرد را نسبت بهشهمگرایی بی

(  1بخش )توابع چگالی پیشین توابع چگالی پیشین ناآگاهی

 شود که با افزایش، ملاحظه می 2دارند.  علاوه بر این از جدول 

𝑛  برای𝑁  و𝑇  ثابت، و با افزایش𝑇  برای𝑁  و 𝑛  ثابت، مقادیر

MSE  باور کاهش یافته و مقادیر درصد  و طول فواصل

تر، در تمامی های بیش هبه دلیل در دسترس بودن داد  همگرایی  

 یابد. ها افزایش میحالت

 

متفاوت و نامعلوم، مقادیر   𝜇2و  𝜇1در حالت سوم، با فرض 

,𝜆)پارامتر  𝛼, 𝜇1, 𝜇2) = دست آوردن  برای به  (3,2.5,2,1)

اند. این حالت برای محققان نظریه  سازی لحاظ شده نتایج شبیه

  ای است، زیرا در بسیاری از قابلیت اطمینان دارای اهمیت ویژه 

شرایط کاربردی فرضیه مشترک بودن پارامترها بسیار ضعیف  

 ترین حالت مورد بررسی است. تحتاست و لذا این حالت مهم

براوردگرهای بیزی با استفاده از رابطه   MSEشرایط بالا، مقادیر 

 در سطح HPDاست. همچنین فواصل باور  دست آمده( به8)

 گزارش  3جدول اند. نتایج حاصل شده، در محاسبه شده  9۵%

شود که  مشابه جداول قبل مشاهده می  3شده است. از جدول 

، به توابع چگالی پیشین  MSEبهترین عملکرد، برحسب 

 ( تعلق دارد. علاوه بر این،2 بخش )توابع چگالی پیشینآگاهی

 بیزی در این حالت محاسبه شده است.  MCMCبراورد 

 بر اساس توابع  HPDشود که فواصل باور  ملاحظه می همچنین،  

 ( دارای طول2بخش )توابع چگالی پیشین  چگالی پیشین آگاهی 

تری هستند و لذا بهترین  تر و درصد همگرایی بیش کوتاه  فواصل

بخش )توابع  عملکرد را نسبت به توابع چگالی پیشین ناآگاهی 

                           ( دارند. 1چگالی پیشین 
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 سازی با پارامتر مکان مشترک و معلوم.نتایج شبیه .2جدول 

Prior 2 (Exact) Prior 1 (Exact) 
C.S (𝑁, 𝑛, 𝑇) 

C.P Length MSE C.P Length MSE 

924/0  3946/0  0067/0  923/0  4067/0  0109/0 (1و1)   

(40و10و7/0)  
92۵/0  3944/0  0061/0  919/0  40۵1/0  010۵/0 (2و2)   

90۵/0  3964/0  0068/0  902/0  4072/0  0117/0 (3و3)   

903/0  37۵8/0  02۵2/0  901/0  37۵9/0  031۵/0 (1و2)   

919/0  393۵/0  0064/0  91۵/0  4037/0  0116/0 (1و1)   

(40و10و9/0)  
92۵/0  393۵/0  00۵۵/0  924/0  4044/0  009۵/0 (2و2)   

93۵/0  394۵/0  0064/0  934/0  40۵7/0  0110/0 (3و3)   

929/0  3733/0  0198/0  92۵/0  3736/0  0299/0 (1و2)   

926/0  39۵1/0  0061/0  924/0  4060/0  010۵/0 (1و1)   

(60و10و9/0)  
92۵/0  394۵/0  0063/0  924/0  4042/0  0108/0 (2و2)   

924/0  3942/0  0062/0  923/0  40۵3/0  0106/0 (3و3)   

934/0  3700/0  0304/0  933/0  3707/0  0378/0 (1و2)   

947/0  2919/0  004۵/0  944/0  2970/0  0061/0 (1و1)   

(60و20و9/0)  
948/0  2921/0  0041/0  944/0  2970/0  00۵۵/0 (2و2)   

946/0  2922/0  0040/0  943/0  2969/0  00۵3/0 (3و3)   

946/0  2606/0  0209/0  946/0  2612/0  0321/0 (1و2)   

 

  𝑇و  𝑁برای  𝑛شود که با افزایش علاوه بر این  ملاحظه می 

و طول   MSEثابت، مقادیر 𝑛 و  𝑁برای  𝑇ثابت، و با افزایش 

فواصل باور کاهش یافته و مقادیر درصد همگرایی به دلیل در 

ها افزایش  تر، در تمامی حالتهای بیش ه دسترس بودن داد 

 بد. یامی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سازی در حالت کلینتایج شبیه .3جدول 

Prior 2 (MCMC) Prior 1 (MCMC) 
C.S (𝑁, 𝑛, 𝑇) 

C.P Length MSE C.P Length MSE 

901/0  3933/0  0080/0  900/0  4083/0  0111/0 (1و1)   

(40و10و7/0)  
917/0  3948/0  00۵6/0  912/0  4114/0  0078/0 (2و2)   

906/0  3944/0  0080/0  900/0  40۵3/0  011۵/0 (3و3)   

913/0  3729/0  0279/0  911/0  3801/  0320/0 (1و2)   

924/0  3922/0  0066/0  923/0  4048/0  0090/0 (1و1)   

(40و10و9/0)  
919/0  394/0  0048/0  91۵/0  4076/0  0076/0 (2و2)   

922/0  393۵/0  0074/0  921/0  40۵0/0  010۵/0 (3و3)   

93۵/0  3۵32/0  0212/0  933/0  3719/0  0281/0 (1و2)   

937/0  3946/0  0064/0  931/0  4062/0  0089/0 (1و1)   

(60و10و9/0)  
936/0  393/0  0073/0  930/0  403۵/0  0104/0 (2و2)   

926/0  3811/0  00۵8/0  921/0  403/0  0071/0 (3و3)   

917/0  3668/0  024۵/0  91۵/0  374/0  0316/0 (1و2)   

943/0  2923/0  0043/0  942/0  2973/0  00۵1/0 (1و1)   

(60و20و9/0)  
94۵/0  2892/0  0043/0  940/0  29۵6/0  00۵0/0 (2و2)   

943/0  2923/0  0042/0  939/0  298۵/0  00۵0/0 (3و3)   

944/0  2۵77/0  0203/0  940/0  2۵98/0  0271/0 (1و2)   
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 گیرینتیجه-6

که متغیرهای  در این مقاله، تحت سانسور فزاینده پیوندی، زمانی 

تنش و مقاومت دارای توزیع رایلی دو پارامتری هستند، براورد  

دست آمده است. در حقیقت  به 𝑅بیزی پارامتر قابلیت اطمینان 

  ایم. حالت اول، ما مسئله را در سه حالت مختلف بررسی کرده 
𝑋که ، وقتی𝑅ای بیزی ای و فاصلهبراورد نقطه ∼ 𝑡𝑅(𝜇, 𝜆)   و

𝑌 ∼ 𝑡𝑅(𝜇, 𝛼)   است، بدست آورده شده است. در این حالت

تقریبی   باشد، به دو روشچون براورد بیزی دارای فرم بسته نمی

محاسبه شده است. همچنین با استفاده از   MCMCلیندلی و 

برای   ٪9۵در سطح  HPDیک فاصله باور  MCMCروش 

پارامتر   کهاسبه شده است. در حالت دوم، وقتیمح 𝑅پارامتر 

معلوم است، براورد دقیق بیزی و همچنین فاصله   𝜇مشترک 

بدست آورده شده   𝑅برای پارامتر  ٪9۵باور بیزی در سطح 

𝑋که است. در حالت سوم، وقتی ∼ 𝑡𝑅(𝜇1, 𝜆)  و𝑌 ∼

𝑡𝑅(𝜇2, 𝛼) روش   است، براورد تقریبی بیزی با استفاده از

MCMC  و فاصله باورHPD  پارامتر   برای  ٪9۵بیزی در سطح

 مینان محاسبه شده است. قابلیت اط

سازی مونت کارلو براوردهای مختلف  کار بردن روش شبیههبا ب

، طول فاصله باور و درصد همگرایی مورد  MSEبیزی با معیار 

تر بودن  اند. در ارزیابی مدل پیشنهادی، کمارزیابی قرار گرفته

تر بودن  تر بودن طول فاصله باور و بیش ، کوتاه MSEمقدار 

 یی بیانگر مطلوب بودن روش براوردیابی است. درصد همگرا
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