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 هزینهو  طمینانقابلیت اسازی له بهینه مسئ بر اساس موازی  -سرییک سیستم   یحاطر

 

 الهام بصیری

 استادیار آمار، دانشگاه کوثر بجنورد، گروه ریاضیات و کاربردها 

دهیم اغلب مایل . وقتی سیستمی را مورد استفاده قرار میاست  مهندسیقابلیت اطمینان یکی از مباحث مهم در فرایند طراحی  :  چکیده  

های با قابلیت اطمینان بالاتر از ارزش بیشتری برخوردار هستند. از به تعیین قابلیت اطمینان این سیستم هستیم. واضح است که سیستم

این برای افزایش قابلیت اطمینان سیستم    بر  به ساختار و قابلیت اطمینان اجزای آن بستگی دارد. بنا  هر سیستم  طرف دیگر قابلیت اطمینان

های  یک سیستم لازم است تا هزینهاجزای  قابلیت اطمینان  افزایش    رای ب  علاوه بر این،توان قابلیت اطمینان اجزای آن را بهبود بخشید.  می

موازی به تعیین میزان افزایش مورد نیاز برای قابلیت اطمینان -این پژوهش با در نظر گرفتن یک سیستم سری آن نیز در نظر گرفته شود.  

می سیستم  بهاجزای  پیش  گونهپردازد  از  مقدار  از  افزایش  این  از  حاصل  هزینه  و  برسد  حداکثر  به  سیستم  کل  اطمینان  قابلیت  که  ای 

 بندی از نتایج مقاله بیان شده است. بیشتر نشود. در ادامه، یک مثال عددی برای بررسی نتایج ارائه شده است. در انتها هم جمع  ای شدهتعیین

 سازی، قابلیت اطمینان، هزینهموازی، بهینه-یستم سری س  ها:کلیدواژه

 مقدمه-۱

  یافته فزایش  ا  در تولید محصولات  رقابتدر دنیای صنعتی امروز  

برای    .است تلاش  در  صنعتی  قابلیت  تولیدکنندگان  افزایش 

و   هزینهتولیدات  یکی    .هستندها  کاهش  اطمینان  از قابلیت 

مشخصه مهم میترین  شمار  به  تولیدات  کیفی   قابلیت آید.  های 

را   ، احتمال آن است که یک محصول هدف خاص خودطمینانا

راضی نحو  به  معین  زمان  یک  انجامکنندهبرای   دهد. ای 

میعلاقه اطمینان  قابلیت  نظریه  به  به  مندان    ]4[و    ]1[توانند 

 مراجعه کنند.

یک تابع محوری در مبحث قابلیت اطمینان جهت تعیین خواص 

عمر طول  اطمینان،   Tمتغیر  قابلیت  بقا    تابع  تابع  که  یا  است 

احتمال بیان ازکارافتادگی  گر  یا  خرابی  مشخص  عدم  زمان    tتا 

 :شودتعریف میرابطه زیر و به صورت  است
𝑅(𝑡) = 𝑃(𝑇 ≥ 𝑡),      𝑡 ≥ 0. 

 

تشکیل  سیستم متعددی  قطعات  و  اجزا  از  معمولاً  های صنعتی 

 تعیین شده برای یک اساس یک ساختار از پیش اند که برشده
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هر کدام از اجزا به    اند وهدف معین در کنار یکدیگر قرار گرفته

دهند. ای را انجام میطور مستقل یا وابسته به دیگر اجزا، وظیفه

های سری، موازی و توان به سیستمها میترین سیستم از معروف

ساختار   1شکل  ( اشاره کرد.  سری-و موازی   موازی -مختلط )سری 

 دهد. موازی را نمایش می-یک سیستم سری
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توان به موازی می-های سری عنوان یک مثال از کاربرد سیستمبه

اشاره کرد. در پژوهش انجام شده    ]۵[پژوهش حیدری و شهرخی  

سازی برنامه نگهداری و تعمیرات یک سیستم تغذیه  مسئله بهینه

موازی دارد، -ساختار سری   دیاگرام آنکه    HRSGآب بویلرهای  

  موازی -های سری از سیستم  مثال دیگری مورد مطالعه قرار گرفت.  

اکثر   مشاهده کرد.  ]6[توان در پژوهش آقایی و همکاران  را می

باشند. برخی از  ها ممکن است ساختاری پیچیده داشته  سیستم

های سری و موازی توان به زیرسیستمهای پیچیده را میسیستم

ها را محاسبه نمود. در  تجزیه کرد و سپس قابلیت اطمینان آن

ها ساختاری نداشته باشند  بسیاری از مواقع، ممکن است سیستم

های سری یا موازی تبدیل کرد.  ها را به زیرسیستمکه بتوان آن

ای دارند که ها عملکرد و منطق پیچیدهسیستم  در واقع این نوع

گردد. های ساده سری یا موازی میمانع از تبدیل آن به سیستم

های  ای، سیستم های رایانههای مخابراتی از راه دور، شبکهسیستم

سیستم الکتریکی،  انرژی  تامین  و تجهیزات  آب  توزیع  های 

توانند به  هستند که نمی ای  های پیچیدهرسانی از جمله شبکهآب

نوع   این  از  برخی  شوند.  واقع  تحلیل  و  تجزیه  مورد  سادگی 

میسیستم را  شرطی  توان  ها  احتمال  روش  از  استفاده  به با 

سریسیستم موازی -های  و  سپس -موازی  و  کرد  تجزیه  سری 

 . ]7[ها را محاسبه نمود قابلیت اطمینان آن

ا سری   طمینانقابلیت  سیستم  ازموازی  –یک   m  متشکل 

زیرسیستم از  کدام  هر  که  سری  شامل  زیرسیستم  ،  inها 

i=1,…,m،   و هرکدام دارای قابلیت اطمینان   موازی هستند  جزء 

iR ( محاسبه کرد. 1توان از رابطه ) باشند، را می 

(1)                 𝑹𝒔𝒚𝒔 = ∏ [𝟏 − (𝟏 − 𝑹𝒊)
𝒏𝒊]𝒎

𝒊=𝟏 

قابلیت   ساختار وقابلیت اطمینان هر سیستم به  واضح است که  

یک راه برای    ،این  بر   بنا  .وابسته استسیستم  اطمینان اجزای آن  

اطمینان اجزای   ، افزایش قابلیتافزایش قابلیت اطمینان سیستم 

قابلیت اطمینان اجزای سیستم  فزایش  ا  است که  بدیهی است.    آن

است.   بیشتری  هزینه  آننیازمند صرف  همواره از  هزینه  که  جا 

یک موازنه بین ست تا  ا  لازمگیری است،  م در تصمیمعیاری مهم  

  این دو ایجاد شود. 

در سازی  بهینه گران زیادی مطالعاتی درخصوص  تاکنون پژوهش

دادهسیستم انجام  مثال،  بهاند.  ها  اسمیت  عنوان  و   ]8[کویت 

بهینه مسئ  اله  قابلیت  در یک سیستم  را  و هزینه    طمینانسازی 

انتخاب-سری  با  زیرسیستمهای  موازی  هر  برای  مورد   چندگانه 

برای حل در این پژوهش از الگوریتم ژنتیک  مطالعه قرار دادند.  

له تخصیص افزونگی برای یک سیستم مسئله استفاده شد.  مسئ 

کارگیری الگوریتم ژنتیک و با هدف به حداکثر موازی با به–سری 

 همکارانمقدم و  سیستم، توسط توکلی  طمینانرساندن قابلیت ا

مدلی   ]1۰[مورد بررسی قرار گرفت. کرباسیان و همکاران    ]۹[

سیستم و هزینه    اطمینانچندهدفه ارائه نمودند که بین قابلیت  

کند.  ای برقرار مییابی، نگهداری و تعمیرات سیستم موازنهمکان

نرم کمک  با  ادامه  پرداختند. در  مدل  این  حل  به  لینگو  افزار 

این پژوهش از نوع سری بود و طول عمر    سیستم مورد مطالعه در

چنبری و همکاران کرد.  قطعات نیز از توزیع وایبل پیروی می  تمام

سازی دو هدفه قابلیت اطمینان له بهینهبه مطالعه یک مسئ   ]11[

صفایی ها پرداختند.  و هزینه برای تخصیص افزونگی در سیستم

احمدی   سیستم  بهینهجایگذاری  دوره    طول   ]1۲[و  های  در 

نرخ  در نظر گرفتن توابع  با  با توجه به تابع هزینه و    تعمیرپذیر را

با احتمال تعمیر مینیمال متفاوت، ب  خطر ه مختلف و همچنین 

با در نظر    ]1۳[دست آوردند و مورد مقایسه قرار دادند. بصیری  

موازی با نرخ شکست وانی شکل، مکان –گرفتن یک سیستم سری 

تم و زمان بهینه نگهداری پیشگیرانه را طوری بهینه اجزای سیس 

کل سیستم    اطمینانتعیین نمود که هزینه کل حداقل و قابلیت  

سازی قابلیت  یکی از مسائل بهینه  ]14[  حداکثر شود. کیم و ان

سری را مورد بحث   یابی اجزای یک سیستمیعنی مکان  اطمینان

حداقل کردن تابع له مورد بررسی در این پژوهش  قرار دادند. مسئ

دست منظور  به  اهزینه  قابلیت  به  بود.    طمینانیابی  نظر  مورد 

بهینه مسئ  اله  قابلیت  هدفه  دو  یک -طمینانسازی  در  هزینه 

مورد مطالعه قرار گرفت.   ]1۵[موازی توسط گارگ  -سیستم سری 

توابع   از  با در نظر گرفتن ترکیبی  توابع عضویت سپس  هدف و 

 شد.  له پرداختهفازی به حل مسئ

فیروزآبادی  جوانشیر  خاتمی  اطمینان   ]7[  و  قابلیت  تعیین  به 

ای که تابع  گونهاجزای یک سیستم سری پرداختند به  مورد نیاز

افزایش قابلیت اطمینان اجزای این سیستم به  از  هزینه حاصل 

حداقل برسد و با در نظر گرفتن این شرط که قابلیت اطمینان  

هدف ای کمتر نشود.  شدهپیش تعیینکل این سیستم از مقدار از  

این پژوهش تعیین میزان افزایش مورد نیاز برای قابلیت اطمینان 

سری  سیستم  یک  به-اجزای  است  قابلیت گونهموازی  که  ای 

اطمینان کل سیستم حداکثر شود و مقدار هزینه حاصل از این  

 ای بیشتر نشود. شدهاز قبل تعیینافزایش از مقدار 

معرفی   به  ابتدا  است.  این شرح  به  مقاله  پژوهش ساختار  روش 

شود. سپس و متغیر تصمیم پرداخته می  هافرضیه  شامل نمادها،

شود که شامل تابع  مدل ریاضی مورد استفاده در مقاله ارائه می

هدف و محدودیت است. پنج حالت خاص برای تابع هزینه در نظر  

می مسئ گرفته  حالت  هر  در  و  بشود  حل هینه له  و  ارائه  سازی 
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شود. در  یتحلیل م  مثال عددی   یکارزیابی نتایج  رای  بشود.  می

 شود. می بیان بندی مقالهجمعانتها، 

 روش پژوهش -۲

مسئ ارائه  بهینهبرای  مقاله،  له  این  در  ابتدا  سازی  بخش  این  در 

 گیرند.نمادها و متغیر تصمیم مورد معرفی قرار میها، فرضیه

 نمادهاها و فرضیه -۱-۲

 mموازی شامل  -یک سیستم سری   شوددر این مدل فرض می

  جزء   inها دارای  زیرسیستم سری هستند و هرکدام از زیرسیستم 

اند. همچنین فرض  هستند که به صورت موازی به هم متصل شده

 :شودمی

- m موازی –ک سیستم سری ی: تعداد زیرسیستم سری در 

- in:    زیرسیستم اجزای  یک  iتعداد  در  سری ام  -سیستم 

 ، i=1,…,m وازی،م

- iR  :ی زیرسیستم  اجزا  طمینانقابلیت اi ام در یک سیستم

 ،i=1,…,mموازی، -سری 

- ic :ی ط به افزایش قابلیت اطمینان اجزامیزان هزینه مربو

 ، i=1,…,mموازی،  -ام در یک سیستم سری iزیرسیستم  

- sysR موازی -سیستم سری : قابلیت اطمینان کل ، 

- totalC:  هزینه کل ناشی از افزایش قابلیت اطمینان اجزای

 ، موازی -سیستم سری 

- c* سیستم طراحی  برای  دسترس  در  بودجه  حداکثر   :

 . موازی -سری 

 متغیر تصمیم -۲-۲

ix  زیرسیستم    اجزای : میزان افزایش قابلیت اطمینانi  ام در یک

 . i=1,…,mموازی، -سیستم سری 

 مدل ریاضی -3

تعیین مقدار مورد نیاز برای افزایش قابلیت در این پژوهش هدف  

موازی است با هدف  -اطمینان هر یک از اجزای یک سیستم سری 

آنکه   کل سیستم  اطمینانقابلیت  رساندن  کثر  به حدا به شرط 

افزایش   از  ناشی  سیستم  کل  اجزای   اطمینانقابلیت  هزینه 

نشود. به    ، بیشتر*c  ای مانندسیستم از مقدار از قبل تعیین شده

 ای که گونهاست به ix، هدف تعیین مقادیر عبارت دیگر
𝑀𝑎𝑥  𝑅𝑠𝑦𝑠 ,

𝑠. 𝑡.  𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 ≤ 𝑐
∗.

 

 ( رابطه  به  توجه  مسئ1با  می(،  را  فوق  صورت  له  به  زیر  توان 

 بازنویسی نمود. 

𝑀𝑎𝑥  ∏[1 − (1 − (𝑅𝑖 + 𝑥𝑖))
𝑛𝑖]

𝑚

𝑖=1

,

𝑠. 𝑡.  𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 ≤ 𝑐
∗,   0 ≤ 𝑅𝑖 + 𝑥𝑖 ≤ 1,

 

 که معادل است با

𝑀𝑎𝑥  ∑𝑙𝑛[1 − (1 − (𝑅𝑖 + 𝑥𝑖))
𝑛𝑖]

𝑚

𝑖=1

,

𝑠. 𝑡.  𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 ≤ 𝑐
∗,   0 ≤ 𝑅𝑖 + 𝑥𝑖 ≤ 1.

 

 گیریم. حالت را در نظر می  حال برای تابع هزینه کل پنج

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖(𝑅𝑖 + 𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼𝐼 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖(𝑅𝑖 + 𝑥𝑖)

2

𝑚

𝑖=1

,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼𝐼𝐼 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖𝑒

(𝑅𝑖+𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼𝑉 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖𝑙𝑛(1 + (𝑅𝑖 + 𝑥𝑖))

𝑚

𝑖=1

,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝑉 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖√1 + (𝑅𝑖 + 𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

.

 

و در    ix  از  غیرنزولیهردو توابعی    sysR  و   totalC  واضح است که

𝑦𝑖از   غیرنزولیبعی  اتو  نتیجه = 𝑅𝑖 + 𝑥𝑖   با   ،این  بر  بنا  .هستند

محدودیت گرفتن  نظر  𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙در  ≤ 𝑐
اطمینان    ∗ قابلیت 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙شود که رابطه  می  سیستم زمانی حداکثر = 𝑐
برقرار    ∗

از روش   ixبرای تعیین متغیرهای تصمیم یعنی   ،این بر  بنا  شود. 

منظور بدون از دست دادن   کنیم. برای اینتابع لاگرانژ استفاده می

مسئ  کنیدکلیت  فرض  𝑦𝑖له  = 𝑅𝑖 + 𝑥𝑖  ،i=1,…,m.   حال

   کنیم.صورت زیر تعریف میتابع لاگرانژ را به  

𝐻 (𝑦, 𝜆) = ∑ 𝑙𝑛[1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖]𝑚

𝑖=1 − 𝜆{𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝑘 − 𝑐∗},         (۲)  

𝑘  هرگاه = 𝐼,⋯ , 𝑉،𝑦 = (𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑚)  و 𝜆  دهنده نشان

لاگرانژ   𝑦𝐻∇ن  گرادیااست.  ضریب  (𝑦, 𝜆)   مشتق از با  گیری 

 .دشوبه صورت زیر محاسبه می( ۲رابطه ) 
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{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 𝜕𝐻 (𝑦, 𝜆)

𝜕𝑦𝑖
=
𝑛𝑖(1 − 𝑦𝑖)

𝑛𝑖−1

1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖
− 𝜆𝑐𝑖𝑛𝑖 , 𝑘 = 𝐼,

𝜕𝐻 (𝑦, 𝜆)

𝜕𝑦𝑖
=
𝑛𝑖(1 − 𝑦𝑖)

𝑛𝑖−1

1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖
− 2𝜆𝑐𝑖𝑛𝑖𝑦𝑖 , 𝑘 = 𝐼𝐼,

𝜕𝐻 (𝑦, 𝜆)

𝜕𝑦𝑖
=
𝑛𝑖(1 − 𝑦𝑖)

𝑛𝑖−1

1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖
− 𝜆𝑐𝑖𝑛𝑖𝑒

𝑦𝑖 , 𝑘 = 𝐼𝐼𝐼

𝜕𝐻 (𝑦, 𝜆)

𝜕𝑦𝑖
=
𝑛𝑖(1 − 𝑦𝑖)

𝑛𝑖−1

1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖
−
𝜆𝑐𝑖𝑛𝑖
1 + 𝑦𝑖

, 𝑘 = 𝐼𝑉,

𝜕𝐻 (𝑦, 𝜆)

𝜕𝑦𝑖
=
𝑛𝑖(1 − 𝑦𝑖)

𝑛𝑖−1

1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖
−

𝜆𝑐𝑖𝑛𝑖

2√1 + 𝑦𝑖
, 𝑘 = 𝑉.

, 

 و

𝜕𝐻 (𝑦, 𝜆)

𝜕𝑦𝑖
= −[𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

𝑘 − 𝑐∗],   𝑘 = 𝐼,⋯ , 𝑉. 

 شود، نتیجه میفوق های ابطهرمساوی صفر قرار دادن  از

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑛𝑖(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1

1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖
− 𝜆𝑐𝑖𝑛𝑖 = 0, 𝑘 = 𝐼,

𝑛𝑖(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1

1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖
− 2𝜆𝑐𝑖𝑛𝑖𝑦𝑖 = 0, 𝑘 = 𝐼𝐼,

𝑛𝑖(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1

1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖
− 𝜆𝑐𝑖𝑛𝑖𝑒

𝑦𝑖 = 0, 𝑘 = 𝐼𝐼𝐼

𝑛𝑖(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1

1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖
−
𝜆𝑐𝑖𝑛𝑖
1 + 𝑦𝑖

= 0, 𝑘 = 𝐼𝑉,

𝑛𝑖(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1

1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖
−

𝜆𝑐𝑖𝑛𝑖

2√1 + 𝑦𝑖
= 0, 𝑘 = 𝑉,

, 

 و

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝑘 = 𝑐∗,         𝑘 = 𝐼,⋯ , 𝑉, 

 با دهستن معادل  که

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
(1 − 𝑦𝑖)

𝑛𝑖−1 − 𝜆𝑐𝑖                           

+𝜆(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖 = 0,                 𝑘 = 𝐼

(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1 − 2𝜆𝑐𝑖𝑦𝑖                              

+2𝜆𝑐𝑖𝑦𝑖(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖 = 0,       𝑘 = 𝐼𝐼,

(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1 − 𝜆𝑐𝑖𝑒

𝑦𝑖                              

+𝜆𝑐𝑖𝑒
𝑦𝑖(1 − 𝑦𝑖)

𝑛𝑖 = 0,         𝑘 = 𝐼𝐼𝐼,

(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1(1 + 𝑦𝑖) − 𝜆𝑐𝑖                     

+𝜆𝑐𝑖(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖 = 0,               𝑘 = 𝐼𝑉,

(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1√1 + 𝑦𝑖 − 𝜆𝑐𝑖                     

+𝜆𝑐𝑖(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖 = 0,             𝑘 = 𝑉.

                    (۳)  

های عددی استفاده کرد. باید از روش  ( ۳) های  برای حل معادله

مراجعه ] 7[)به    بهره برد   زیر  از الگوریتم  توانبرای این منظور می

 .شود( 

  *c  و  iR  ،in  ،ic  ،m،...،1=i  ،m  فرض کنید مقادیر  :الگوریتم

 باشند. در این صورت: معلوم از قبل 

 در نظر بگیرید. 𝜆مقدار دلخواهی برای  (1

𝑦𝑖  مقادیر (۲ = 𝑅𝑖 + 𝑥𝑖  ،i=1,…,m،  را از حل معادله-

 ( بیابید. ۳ای ) ه

 دست آورید.ه را ب 𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙حاصل (۳

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙اگر رابطه (4 = 𝑐
برقرار باشد آنگاه فرایند را پایان   ∗

قرار دهید  𝑥𝑖دهید و  = 𝑦𝑖 − 𝑅𝑖  ،i=1,…,m در غیر .

 بروید. ۲را تغییر دهید و به مرحله  𝜆صورت، مقدار  این

 مثال عددی  -۴

  و   مورد تجزیه   مثال عددی   یک  در این بخش برای مطالعه بیشتر

 ۲شکل    موازی به صورت-سری   سیستمیک  .  گیردتحلیل قرار می

 را در نظر بگیرید.  

 موازی -سیستم سری -۲شکل 

جدول  در  سیستم  این  به  مربوط  اطلاعات  گزارش   1  همچنین 

 است. شده 
 موازی - اطلاعات مربوط به سیستم سری .  ۱جدول 

 iR ic in زیرسیستم

 4 1۰ ۰/ 6 اول 

 ۲ ۲۰ ۰/ 6۵ دوم 

 ۳ ۵۰ ۰/ 6 سوم 

 ۵ ۳۵ ۰/ ۵۵ چهارم 

( 0ix=در حالت اولیه ) .  است  4برابر    mمقدار    ، ۲  با توجه به شکل

 قابلیت اطمینان سیستم برابر است با

𝑅𝑠𝑦𝑠 =∏[1 − (1 − 𝑅𝑖)
𝑛𝑖]

𝑚

𝑖=1

= 0.7855. 

 همچنین، در حالت اولیه داریم
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𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖𝑅𝑖

𝑚

𝑖=1

= 236.25,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼𝐼 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖(𝑅𝑖)

2

𝑚

𝑖=1

= 138.2375,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼𝐼𝐼 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖𝑒

𝑅𝑖

𝑚

𝑖=1

= 726.1435,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼𝑉 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖𝑙𝑛(1 + 𝑅𝑖)

𝑚

𝑖=1

= 186.0263,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝑉 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖√1 + 𝑅𝑖

𝑚

𝑖=1

= 509.5873.

 

برای  تعیین شده  پیش  از  مقدار  یک  هزینه  تابع  هر  برای  حال 

یعنی   بودجه  می  *cحداکثر  گرفته  نظر  سپس  در  با  شود. 

دست آورد. ه  را ب  iyمقادیر مجهول  توان  می1کارگیری الگوریتم  به

ها برای حل معادله  Rافزار  در نرم  unirootاز دستور    در این مقاله

 گزارش شده است.  ۲-6های در جدول  . نتایجشده استاستفاده 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙عنوان مثال برای تابع هزینه به
𝐼 ، مقدار c* در  ۳۰۰را برابر

λشود ابتدا فرض میگیریم.  نظر می = . در چنین حالتی  0.01

 :شود(، نتیجه می ۳های ) با حل معادله

𝑦1 = 0.5427, 𝑦2 = 0.8074,
𝑦3 = 0.3819, 𝑦4 = 0.2732,

 

 شود بامقدار تابع هزینه در این حالت برابر میو 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼 = 159.1102, 

رابطه 𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙که  = 𝑐
بنابرقرار نمی  ∗ تا    بر   باشد.  این لازم است 

زمانی  λمقدار   تا  دهیم  تغییر  رابطهرا  𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙  که  = 𝑐
برقرار    ∗

 ۲محاسبه و در جدول های مرتبط هزینه λبا تغییر مقادیر شود. 

فرض با  نهایت  در  است.  شده  λ   ارائه  = 0.0006949 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙رابطه = 𝑐
در این حالت برابر   iyشود و مقادیر  برقرار می  ∗

 هستند با

𝑦1 = 0.8092, 𝑦2 = 0.9861,
𝑦3 = 0.8142, 𝑦4 = 0.6060,

 

 که معادل هستند با 

𝑥1 = 0.2092, 𝑥2 = 0.3361,
𝑥3 = 0.2142, 𝑥4 = 0.0560.

 

ی اولین اجزا   طمینانمقادیر فوق به این معنی هستند که قابلیت ا

ه  زیر سیستم دوم به انداز  واحد،  ۲۰۹۲/۰  زیرسیستم باید به اندازه

اندازواحد  ۳۳61/۰ به  سوم  زیرسیستم  و واحد    ۲14۲/۰ه  ، 

افزایش یابند تا در عین  واحد    ۰۵6۰/۰ه  ستم چهارم به انداززیرسی

شرط  که  𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙حال  ≤ 𝑐
است    ∗ اطمینان  برقرار  کل قابلیت 

حداکثر دیگر  سیستم  عبارت  به  بیشترینگردد.  ممکن   ،  مقدار 

سیستمبرای   کل  اطمینان  گرفتن   قابلیت  نظر  در  با 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙محدودیت ≤ 𝑐
 است با ، برابر∗

𝑅𝑠𝑦𝑠 = 0.9826. 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙برای تابع هزینهنتایج  طور مشابه  به
𝐼𝐼    گزارش   ۳در جدول

، *cبرای    ۳۰۰با در نظر گرفتن مقدار  شده است. در این حالت  

λ   به ازای  = 𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙رابطه  0.00006493 = 𝑐
شود برقرار می  ∗

 در این حالت برابر است باقابلیت اطمینان کل سیستم و مقدار 

𝑅𝑠𝑦𝑠 = 0.9985. 

 در این حالت داریم

𝑦1 = 0.8948, 𝑦2 = 0.9974,
𝑦3 = 0.9226, 𝑦4 = 0.7577,

 

 که معادل هستند با

𝑥1 = 0.2948, 𝑥2 = 0.3474,
𝑥3 = 0.3226, 𝑥4 = 0.2077.

 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙برای تابع هزینه 
𝐼𝐼𝐼   با فرض و𝑐∗ =  4نتایج در جدول  800

جدول   از  است.  شده  داده  می  4نمایش  کهمشاهده  به   شود 

λ ازای = 𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙شرط   0.00074537 = 𝑐
می  ∗ شود،  برقرار 

 قابلیت اطمینان کل سیستم در این حالت برابر است بامقدار 

𝑅𝑠𝑦𝑠 = 0.9543. 

 :همچنین، در این حالت داریم

𝑦1 = 0.7495, 𝑦2 = 0.9610,
𝑦3 = 0.7254, 𝑦4 = 0.5421,

 

 که معادل هستند با

𝑥1 = 0.1495, 𝑥2 = 0.3110,
𝑥3 = 0.1254, 𝑥4 = −0.0078.

 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙برای تابع هزینه 
𝐼𝑉  و با فرض𝑐∗ =  ۵نتایج در جدول  200

جدول   از  است.  شده  می  ۵گزارش  کهنتیجه  ازای   شود   به 

 λ = 𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙شرط0.0029301 = 𝑐
می   ∗   مقدار   .شودبرقرار 

 :در چنین حالتی برابر است باقابلیت اطمینان کل سیستم 

𝑅𝑠𝑦𝑠 = 0.9380. 

 ، در این حالت داریمعلاوه بر این
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𝑦1 = 0.7442, 𝑦2 = 0.9702,
𝑦3 = 0.7109, 𝑦4 = 0.4923,

 

 که معادل هستند با

𝑥1 = 0.1442, 𝑥2 = 0.3202,
𝑥3 = 0.1109, 𝑥4 = −0.0576.

 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙برای تابع هزینهدر نهایت  
𝑉  و با فرض𝑐∗ = نتایج در    550

جدول    6جدول   نتایج  به  توجه  با  است.  شده  ازای   ،6ارائه   به 

 λ = 𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙رط ش  0.00017997 = 𝑐
می  ∗   مقدار   .شودبرقرار 

 :در چنین حالتی برابر است باقابلیت اطمینان کل سیستم 

𝑅𝑠𝑦𝑠 = 0.9980. 

 در این حالت داریم

𝑦1 = 0.8906, 𝑦2 = 0.9974,
𝑦3 = 0.9194, 𝑦4 = 0.7371,

 

 که معادل هستند با

𝑥1 = 0.2906, 𝑥2 = 0.3474,
𝑥3 = 0.3194, 𝑥4 = 0.1871.

 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙برای   1نتایج عددی مثال  .  ۲جدول 
𝐼   و با فرض𝑐∗ = 300. 

λ 1y 2y 3y 4y totalC sysR 

۰1 /۰ ۵4۲7 /۰ 8۰74 /۰ ۳81۹ /۰ ۲7۳۲ /۰ 11۰۲ /1۵۹ ۵6۰7 /۰ 

۰۰1/۰ 7847 /۰ ۹8۰۰ /۰ 7776 /۰ ۵6۹۰ /۰ 8۲۲6 /۲86 ۹718 /۰ 

۰۰۰1 /۰ ۹۰۰۰ /۰ ۹۹8۰ /۰ ۹۲۹۳ /۰ 7۵68 /۰ 7۵81 /۳47 ۹۹86 /۰ 

۰۰۰۵ /۰ 8۲۹۰ /۰ ۹۹۰۰ /۰ 84۲1 /۰ 6۳68/۰ ۵441 /۳1۰ ۹888 /۰ 

۰۰۰6 /۰ 818۳ /۰ ۹88۰ /۰ 8۲7۲ /۰ 6۲۰۰ /۰ 8۵۵6 /۳۰4 ۹8۵7 /۰ 

۰۰۰7 /۰ 8۰87 /۰ ۹86۰ /۰ 81۳۵ /۰ 6۰۵۳ /۰ 7۵۲۳ /۲۹۹ ۹8۲4 /۰ 

۰۰۰6۵/۰ 81۳4 /۰ ۹87۰ /۰ 8۲۰۲ /۰ 61۲4 /۰ ۲4۰۲ /۳۰۲ ۹841 /۰ 

۰۰۰68/۰ 81۰6 /۰ ۹864 /۰ 8161 /۰ 6۰81 /۰ 7۳۲۹ /۳۰۰ ۹8۳1 /۰ 

۰۰۰6۹/۰ 8۰۹7 /۰ ۹86۲ /۰ 8148 /۰ 6۰67/۰ ۲4۰1 /۳۰۰ ۹8۲8 /۰ 

۰۰۰6۹۵ /۰ 8۰۹۲ /۰ ۹861 /۰ 8141 /۰ 6۰6۰/۰ ۹۹۵6 /۲۹۹ ۹8۲6 /۰ 

۰۰۰6۹4 /۰ 8۰۹۳ /۰ ۹861 /۰ 814۳ /۰ 6۰61/۰ ۰444 /۳۰۰ ۹8۲6 /۰ 

۰۰۰69۴9/۰ 8۰9۲/۰ 986۱/۰ 8۱۴۲/۰ 6۰6۰/۰ 3۰۰ 98۲6/۰ 

 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙برای   1نتایج عددی مثال    -3جدول 
𝐼𝐼   و با فرض𝑐∗ = 300. 

λ 1y 2y 3y 4y totalC sysR 

۰1 /۰ ۵۳۳۳ /۰ 7۲۹۵ /۰ 41۹۳ /۰ ۳۳۰8 /۰ 1۹4۵ /78 6147 /۰ 

۰۰1/۰ 7۵۳۳ /۰ ۹61۵ /۰ 7۳۲۰ /۰ ۵۵74 /۰ 4۵۳۹ /1۹4 ۹۵۹1 /۰ 

۰۰۰1 /۰ 87۹۳ /۰ ۹۹6۰ /۰ ۹۰4۹ /۰ 7۳۲4 /۰ ۳۳6۲ /۲87 ۹۹7۵ /۰ 

۰۰۰۰۹/۰ 88۳۲ /۰ ۹۹64 /۰ ۹۰۹۵ /۰ 7۳88 /۰ ۵476 /۲۹۰ ۹۹78 /۰ 

۰۰۰۰8/۰ 8876 /۰ ۹۹68 /۰ ۹14۵ /۰ 74۵8 /۰ ۰6 /۲۹4 ۹۹81 /۰ 

۰۰۰۰7/۰ 8۹۲۳ /۰ ۹۹7۲ /۰ ۹1۹7 /۰ 7۵۳۵ /۰ 8۹67 /۲۹7 ۹۹84 /۰ 

۰۰۰۰6/۰ 8۹7۵ /۰ ۹۹76 /۰ ۹۲۵4 /۰ 76۲1 /۰ 166۳/۳۰۲ ۹۹87 /۰ 

۰۰۰۰6۵ /۰ 8۹48 /۰ ۹۹74 /۰ ۹۲۲۵ /۰ 7۵77 /۰ ۹7۰۳ /۲۹۹ ۹۹8۵ /۰ 

۰۰۰۰64 /۰ 8۹۵۳ /۰ ۹۹74 /۰ ۹۲۳1 /۰ 7۵8۵ /۰ ۳۹۹۳ /۳۰۰ ۹۹86 /۰ 

۰۰۰۰64۵/۰ 8۹۵۰ /۰ ۹۹74 /۰ ۹۲۲8 /۰ 7۵81 /۰ 184۲ /۳۰۰ ۹۹8۵ /۰ 

۰۰۰۰64۹/۰ 8۹48 /۰ ۹۹74 /۰ ۹۲۲6 /۰ 7۵78 /۰ ۰1۳/۳۰۰ ۹۹8۵ /۰ 

۰۰۰۰6۴93/۰ 89۴8/۰ 997۴/۰ 9۲۲6/۰ 7577/۰ 3۰۰ 9985 /۰ 

 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙برای   ۱. نتایج عددی مثال  ۴جدول 
𝐼𝐼𝐼   و با فرض𝑐∗ = 800 . 

λ 1y 2y 3y 4y totalC sysR 

۰1/۰ 471۳/۰ 6۵86 /۰ ۳16۵ /۰ ۲4۰۵/۰ 81۵7/۵6۹ 414۳/۰ 

۰۰1/۰ 7۲6۰ /۰ ۹48۵/۰ 68۹1 /۰ ۵118/۰ 7۳7۲/776 ۹۳۵۲/۰ 

۰۰۰۹/۰ 7۳47/۰ ۹۵۳4/۰ 7۰۲۵/۰ ۵۲۲8/۰ ۲1۵۹/78۵ ۹4۲8/۰ 

۰۰۰8/۰ 744۰/۰ ۹۵8۳/۰ 717۰/۰ ۵۳4۹/۰ ۵۲14/7۹4 ۹۵۰۳/۰ 

۰۰۰7/۰ 7۵4۳/۰ ۹6۳۳ /۰ 7۳۲7/۰ ۵48۳/۰ 8۰71/8۰4 ۹۵76 /۰ 

۰۰۰7۵/۰ 74۹۰/۰ ۹6۰8 /۰ 7۲47/۰ ۵414/۰ ۵۲۲8/7۹۹ ۹۵4۰/۰ 

۰۰۰74/۰ 7۵۰1/۰ ۹61۳ /۰ 7۲6۲ /۰ ۵4۲8/۰ ۵۵6۵ /8۰۰ ۹۵47/۰ 

۰۰۰74۵/۰ 74۹۵/۰ ۹61۰ /۰ 7۲۵4/۰ ۵4۲1/۰ ۰۳8۳/8۰۰ ۹۵4۳/۰ 

۰۰۰746/۰ 74۹4/۰ ۹61۰ /۰ 7۲۵۳/۰ ۵4۲۰/۰ ۹۳۵۰/7۹۹ ۹۵4۳/۰ 

۰۰۰74۵۳/۰ 74۹۵/۰ ۹61۰ /۰ 7۲۵4/۰ ۵4۲1/۰ ۰۰7۳/8۰۰ ۹۵4۳/۰ 

۰۰۰74۵4/۰ 74۹۵/۰ ۹61۰ /۰ 7۲۵4/۰ ۵4۲۰/۰ ۹۹6۹ /7۹۹ ۹۵4۳/۰ 

۰۰۰7۴537 /۰ 7۴95 /۰ 96۱۰ /۰ 7۲5۴ /۰ 5۴۲۱ /۰ 8۰۰ 95۴3 /۰ 
 

 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙برای   1نتایج عددی مثال  .  5جدول 
𝐼𝑉   و با فرض𝑐∗ = 200. 

λ 1y 2y 3y 4y totalC sysR 

۰1 /۰ 6۰68/۰ 8۹۵6 /۰ 46۲۵ /۰ ۳1۰8 /۰ ۹6۰۳ /148 6888 /۰ 

۰۰1/۰ 8۲۳7 /۰ ۹8۹۹ /۰ 8۳۵۳ /۰ 617۲ /۰ 76۹۲ /۲۲6 ۹86۳ /۰ 

۰۰۵/۰ 6۹17 /۰ ۹488 /۰ 618۰ /۰ 4174 /۰ ۹۵۰۳ /18۰ 87۰6 /۰ 

۰۰۳/۰ 74۲1 /۰ ۹6۹۵ /۰ 7۰7۳ /۰ 48۹۲ /۰ ۲۵۳۹ /1۹۹ ۹۳6۰ /۰ 

۰۰۲/۰ 776۰ /۰ ۹7۹8 /۰ 76۳4 /۰ ۵4۰6 /۰ ۰۲81 /۲11 ۹6۳7 /۰ 

۰۰۲۹ /۰ 74۵1 /۰ ۹7۰۵ /۰ 71۲4 /۰ 4۹۳7 /۰ ۳۲4۳ /۲۰۰ ۹۳8۹ /۰ 

۰۰۲۹۳/۰ 744۲ /۰ ۹7۰۲ /۰ 71۰۹ /۰ 4۹۲۳ /۰ ۰۰11 /۲۰۰ ۹۳8۰ /۰ 

۰۰۲۹4/۰ 74۳۹ /۰ ۹7۰1 /۰ 71۰4 /۰ 4۹1۹ /۰ 8۹۳8 /1۹۹ ۹۳77 /۰ 

۰۰۲۹۳1 /۰ 744۲ /۰ ۹7۰۲ /۰ 71۰8 /۰ 4۹۲۳ /۰ ۹۹۰4 /1۹۹ ۹۳8۰ /۰ 

۰۰۲93۰۱ /۰ 7۴۴۲/۰ 97۰۲/۰ 7۱۰9/۰ ۴9۲3/۰ ۲۰۰ 938۰/۰ 

 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙برای   1نتایج عددی مثال  .  6جدول 
𝑉   و با فرض𝑐∗ = 550. 

λ 1y 2y 3y 4y totalC sysR 

۰1 /۰ ۵744 /۰ 8۵6۲ /۰ 41۹۰ /۰ ۲۹۰۹ /۰ ۲1۰1 /48۲ 6۲۵۰ /۰ 

۰۰1/۰ 8۰48 /۰ ۹8۵7 /۰ 8۰78 /۰ ۵۹۳۰ /۰ 668۹/۵۳۲ ۹8۰۲ /۰ 

۰۰۰1 /۰ ۹1۰۲ /۰ ۹۹8۵ /۰ ۹4۰1 /۰ 77۳6 /۰ 8۲۵1 /۵۵۳ ۹۹۹1 /۰ 

۰۰۰۲ /۰ 8866/۰ ۹۹71 /۰ ۹1۵۰ /۰ 7۳۰۰ /۰ ۲۲64 /۵4۹ ۹۹77 /۰ 

۰۰۰1۵/۰ 8۹71 /۰ ۹۹78 /۰ ۹۲6۵ /۰ 74۹۰ /۰ ۲714 /۵۵1 ۹۹84 /۰ 

۰۰۰16/۰ 8۹48 /۰ ۹۹77 /۰ ۹۲4۰ /۰ 744۹ /۰ 8۳۰۳ /۵۵۰ ۹۹8۳ /۰ 

۰۰۰17/۰ 8۹۲6 /۰ ۹۹7۵ /۰ ۹۲17 /۰ 74۰۹ /۰ 4۰6۵ /۵۵۰ ۹۹8۲ /۰ 

۰۰۰18/۰ 8۹۰6 /۰ ۹۹74 /۰ ۹1۹4 /۰ 7۳71 /۰ ۹۹88 /۵4۹ ۹۹8۰ /۰ 

۰۰۰17۹ /۰ 8۹۰8 /۰ ۹۹74 /۰ ۹1۹6 /۰ 7۳7۵ /۰ ۰۳8۹ /۵۵۰ ۹۹8۰ /۰ 

۰۰۰17۹۹/۰ 8۹۰6 /۰ ۹۹74 /۰ ۹1۹4 /۰ 7۳71 /۰ ۰۰۲8 /۵۵۰ ۹۹8۰ /۰ 

۰۰۰۱7997/۰ 89۰6/۰ 997۴/۰ 9۱9۴/۰ 737۱/۰ 55۰ 998۰/۰ 
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 بندی جمع-5

موازی از - یستم سری یک س  بهینه  یحاطر  لهئ مس  در این مقاله، 

برای   مطالعه قرار گرفت.سازی مورد  له بهینهطریق حل یک مسئ

نان اجزای این منظور، میزان افزایش مورد نیاز برای قابلیت اطمی

سری  سیستم  به-یک  قابلیت گونه  موازی  که  شد  تعیین  ای 

این   از  حاصل  هزینه  و  برسد  حداکثر  به  سیستم  کل  اطمینان 

ای بیشتر نشود. پنج  افزایش از مقدار معلوم و از قبل تعیین شده

نظر گرفته شد و در هر حالت    حالت مختلف برای تابع هزینه در

به الگوریتم  با  یک  ارائه  و  روش لاگرانژ  مسئکارگیری  له  به حل 

ارائه یک   با  انتها  مثال روش مطرح شده مورد  پرداخته شد. در 

  ارزیابی قرار گرفت. 

 تقدیر و تشکر

در اینجا لازم است از سردبیر، هیئت تحریریه، داوران و ویراستار 

به مجله  ارائه    محترم  و  مقاله  مطالعه  در  وقت  صرف  خاطر 

 پیشنهادات ارزنده، تقدیر و تشکر شود. 
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Design of a Series-Parallel System Based on the Problem of Optimization of 

Reliability and Cost 

Elham Basiri1 

Department of Statistics, Kosar University of Bojnord, Bojnord, Iran 

Abstract 

Reliability is one of the most important issues in the engineering design process. When we use a system, 

we often want to determine the reliability of this system. Clearly, higher reliability systems are more 

valuable. On the other hand, the reliability of each system depends on the structure and reliability of its 

components. Therefore, to increase the reliability of the system, the reliability of its components can be 

improved. In addition, to increase the reliability of the components of a system, it is necessary to 

consider its costs. This study, by considering a series-parallel system, determines the amount of increase 

required for the reliability of system components so that the reliability of the whole system is maximized 

and the cost of this increasing does not exceed a predetermined value. The following is a numerical 

example for reviewing the results. Finally, a summary of the results of the article is given. 

Keywords: Series-parallel system, Optimization, Reliability, Cost 

Main Results 

In this paper, we consider a series-parallel system with m series subsystems that each of them contains 

ni parallel components. Also, we assume that 

Ri: the reliability of subsystems components, i=1,..,m, 

ci: the costs related to increasing the reliability of subsystems components, i=1,..,m, 

Rsys: the reliability of whole system, 

Ctotal: the total cost related to designing system, 

c*: the maximum budget  

and the decision variable is 

xi: the required amount of increasing reliability for each of subsystems. 

 

The aim is maximizing the reliability of system so that the related cost does not exceed a pre-

determined value, c*. It means 
𝑀𝑎𝑥  𝑅𝑠𝑦𝑠 ,

𝑠. 𝑡.  𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 ≤ 𝑐
∗.

 

For the series-parallel system we can write 

𝑀𝑎𝑥  ∏[1 − (1 − (𝑅𝑖 + 𝑥𝑖))
𝑛𝑖]

𝑚

𝑖=1

,

𝑠. 𝑡.  𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 ≤ 𝑐
∗,   0 ≤ 𝑅𝑖 + 𝑥𝑖 ≤ 1,

 

 

1 elhambasiri@kub.ac.ir 
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 Which is equivalent to 

𝑀𝑎𝑥  ∑𝑙𝑛[1 − (1 − (𝑅𝑖 + 𝑥𝑖))
𝑛𝑖]

𝑚

𝑖=1

,

𝑠. 𝑡.  𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 ≤ 𝑐
∗,   0 ≤ 𝑅𝑖 + 𝑥𝑖 ≤ 1,

 

Five special cases for the cost we consider as 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖(𝑅𝑖 + 𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼𝐼 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖(𝑅𝑖 + 𝑥𝑖)

2

𝑚

𝑖=1

,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼𝐼𝐼 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖𝑒

(𝑅𝑖+𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝐼𝑉 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖𝑙𝑛(1 + (𝑅

𝑖
+ 𝑥𝑖))

𝑚

𝑖=1

,

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝑉 =∑𝑐𝑖𝑛𝑖√1 + (𝑅

𝑖
+ 𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

.

 

Now, assuming𝑦𝑖 = 𝑅𝑖 + 𝑥𝑖, Lagrange method optimization is utilized for solving the problem. So, we 

write  

𝐻 (𝑦, 𝜆) =∑𝑙𝑛[1 − (1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖]

𝑚

𝑖=1

− 𝜆{𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝑘 − 𝑐∗}, 

that leads to 

𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
𝑘 = 𝑐∗,         𝑘 = 𝐼,⋯ , 𝑉, 

and 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1 − 𝜆𝑐𝑖  

+𝜆(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖 = 0,                 𝑘 = 𝐼

(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1 − 2𝜆𝑐𝑖𝑦𝑖

+2𝜆𝑐𝑖𝑦𝑖(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖 = 0,       𝑘 = 𝐼𝐼,

(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1 − 𝜆𝑐𝑖𝑒

𝑦𝑖

+𝜆𝑐𝑖𝑒
𝑦𝑖(1 − 𝑦𝑖)

𝑛𝑖 = 0,         𝑘 = 𝐼𝐼𝐼,

(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1(1 + 𝑦𝑖) − 𝜆𝑐𝑖

+𝜆𝑐𝑖(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖 = 0,               𝑘 = 𝐼𝑉,

(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖−1√1 + 𝑦𝑖 − 𝜆𝑐𝑖

+𝜆𝑐𝑖(1 − 𝑦𝑖)
𝑛𝑖 = 0,             𝑘 = 𝑉.

 

For finding the decision variables, the following algorithm can be applied: 

Algorithm: Let values of Ri, ni, ci, i-1,..,m and c* are known. Then 
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1- Choose a desired value for 𝜆 

2- Determine values of yi, i=1,..,m 

3- Compute the value of Ctotal. 

4- If 𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑐
∗ then the process is finished, else change the value of λ and go to Step 2. 
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