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گونه  های ویلکاكسونرتبه-های مجموعها و آمارهتوزیع شوهارتی كه از گردش -، سه نوع جدید از نمودارهای كنترلی آزادمقالهدر این  چکیده:  

، ( FAR) شوند. روابط دقیقی برای نرخ هشدار غلط  كنند. معرفی میكنترل شده استفاده می برای پی بردن به تغییرهای ممکن یک فرایند  

بیان شده است. یک امتیاز مهم این نمودارها این است كه به دلیل ناپارامتری بودن، نرخ هشدار   ( ARL) طول اجرا و متوسط طول اجرا    توزیع

هایی برای نمودارهای كنترلی كه به نرخ  های پیوسته هستند. جدول ایند توزیعو تحت كنترل بودن توزیع طول اجرا، شبیه فر ( FAR) غلط  

دهد كه نمودارهای كنترلی جدید قابل تغییر  ی عددی نشان میوابسته هستند، تهیه شده است. بنابر این، یک مطالعه  ( FAR) هشدار غلط  

 اند.وضع شده و كارامد هستند و برای آشکار ساختن تغییرهای خارج از كنترل نوع لهمن
)   واژگان کلیدی: فرایند  پارامتری، نمودارهای كنترلی آزادSPCكنترل آماری  توزیع، متوسط -(، نمودارهای كنترلی، نمودارهای كنترلی 

 .رو های پیش(، آمارهARLطول اجرا ) 

 

 مقدمه .۱

  پیشبرد   عامل  ترینمهم  عنوانبه  امروز،  رقابتی  جهان  در  كیفیت

 راهبرد   عنوان  به  كیفیت  امروزه.  است  مطرح  هاسازمان  اهداف

 با   كشورهایی  به  نه  صنعتی  غول   عنوان  و  شودمی  شناخته  تجاری 

 امکان )   صنعتی  رشد  های شاخص  با  كشورهایی  به  بلکه  انبوه،  تولید

  بازارهایه  ب  محصول   ی عرضه  بالاتر،  كیفیت   با  محصول  ارائه

شود  می  اطلاق(  ترپایین  قیمت  با  محصول   ی ارائه  توان  و  المللیبین

 استفاده   وابسته به  صنعتی،   رشد   های شاخص  به  یابیدست.  [۱]

 از   آگاه  كشورهای   و  بوده  فناوری   رشد  و  بشری   نوین  دانش  از

بهینه  وضیعت   و  فرایندها)   های سامانه  مستمر  سازی رقابت، 

  تمركز  و  اندپذیرفته  اساسی  اصل  یک  عنوان  به  را   خود(  هامحصول

 [.۲] اندداشته معطوف هاسامانه سازی بهینه بر  را خود تربیش
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 هستند ( اغتشاش)  تصادفی عوامل از  تأثیرپذیر هاسامانه این اغلب

  كه   آیدمی  شمار  به  هاآن   عملکردی   ماهیت  جزء  تغییرپذیری،  و

عنوان روش  ،(تغییرپذیری )   آن  كنترل   برای  تحت  آماری  های 

  تغییرپذیری  كنترل   برای .  شوندمی   مطرح  آماری كنترل كیفیت  

 هاینظریه  و  هاپایدار، مدل   فرایند  یک  به  یابیدست  و   فرایند  یک

  كنترلی   ابزارهای   هامدل  این  از   كدام  هر  برای   و  شده  ارائه  فراوانی

  را فرایند  كیفیت توانمی هاآن  ی وسیله به  كه شده ابداع مختلفی

 حین   در  فرایند  كنترل   های روش  از  یکی.  بخشید  بهبود  یا  و  پایش

  معیوب،   محصول  زیادی   تعداد  تولید  از  جلوگیری   برای   تولید

 كنترل  و  نظارت  نوعی  كه  است  ۱كنترلی   نمودارهای   از  استفاده

  چنانچه .  كنندمی  اعمال   فرایند  تغییرپذیری   بر  را  علمی

 انتظاری  مورد  حدود  از  خروجی  متغیرهای   یا  متغیر   تغییرپذیری 

  یا   روند  و  نماید  تجاوز  شده  تعیین  نمودار  طراحی  ی مرحله   در  كه

  كنترلی،   نمودارهای   دهد،  نشان  خود   از  غیرطبیعی  ی چرخه
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1. Control charts 
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  ارائه   مخاطب  به   فرایند  پایداری   عدم  بر   دال   را  لازم  هشدارهای 

 فرایند آماری   كنترل  نمودارهای  روش دیگر، عبارت به .دهندمی

  (𝑆𝑃𝐶)۲  وقت  چه   كهاین  تشخیص  برای   اطلاعاتی  ی ارائه  منظور  به 

 است   چیزی   آن  از  بیش  كیفیت  ی (ها ) مشخصه   توزیع  پراكندگی

كه این  دادن  نشان  نتیجه  در  و   شودمی  داده  نسبت  تصادف  به  كه

  با  رابطه  در  پایداری   وضیعت  دارای   نظر   مورد   فرایند   آیا

 قرار  استفاده  مورد  نه  یا  هست  بررسی  مورد  كیفیت  ی (ها)مشخصه

 برای  موثری   روش  ،( 𝑆𝑃𝐶)   فرایند  آماری   كنترل   واقع،  در.  گیرندمی

 است   فرایند  در  تولید  ی هزینه  در  جویی  صرفه  و  محصول   پایش

[۲.] 

  توسط  ۱9۲۴سال   در  آماری   كیفیت  كنترلی  نمودارهای   ساسا

  گذاری تولید بنیان  فرایند  در  مهم  تغییرهای   كنترل   برای   ۳شوهارت

  نمودار  این.  یافت  انتشار  ای مقاله  صورت  به  ۱9۲5  سال   در  و  شد

 این .  است  شده  گرفته  نظر  در  فرایند  آماری   كنترل   ظهور  عنوان  به

  حین   های فعالیت   در  كیفیت  تضمین   های روش  اولین  از  یکی  روش

 حدود   و  نمودارها.  شد  معرفی  مدرن  صنعت  در   كه  بود  ساخت

 عملکرد   از  جاری   عملکرد  اگر  كه  شوندمی  طراحی  طوری   كنترلی

  از  شده  حساب   ی آماره  مقدار  نباشد،  متفاوت  خیلی  طبیعی

 جاری   عملکرد  اگر.  گیرد  قرار  كنترلی  حدود  درون  جاری،  های داده

  ییافته   گاهآن   باشد،  داشته  طبیعی  عملکرد  با  توجهی  قابل  تفاوت

 به   وضیعت،  این   كه گیردمی  قرار  كنترلی  حدود  از  خارج  آماره،

 ی نظریه  در.  شودمی  تلقی  كنترل   از  خارج  وضیعت  یک  عنوان

 علل  توسط معمولاً كنترل، از خارج وضیعت فرایند، كنترل آماری 

 مواد   در  ناگهانی  تغییر  مانند  دلیل،  با  انحراف  یا  تشخیص،   قابل

 غیره  و  برانكار  تغییر  دستگاه،  كردن  عمل  بد  یا  خرابی  ورودی،

  تحقیق  و  شده  متوقف  تولید  معمولا،  حالت  این  در.  شودمی  ایجاد

  تشخیص   قابل  علل  كردن  طرف  بر  و  كردن  پیدا  برای   بررسی  و

از   [.۳] شود  می  شروع استفاده  ضرورت  اهمیت  به  توجه  با 

متغیره، یعنی زمانی كه تنها  نمودارهای كنترلی، برای موارد یک

كنترل و پایش وجود دارد، نمودارهای یک متغیر خروجی برای  

كنترلی زیادی در دسترس است. برای متغیرهای كیفی )وصفی(،  

عبارت متداول  كنترلی  تعداد نمودارهای  یا  نسبت  نمودار  از:  اند 

)نمودارهای   معیوب  میانگین npو    Pاقلام  یا  تعداد  نمودار  و   ،)

)نمودارنقص از Uو   Cها  )متغیر(،  كمی  متغیرهای  برای   .)  

اشاره كرد. كه   Sو    �̅�  ،Rتوان به نمودارهای  ها میترین آنمتداول 

معر شوهارتی  كنترلی  نمودارهای  به  نمودارها  هستند این  .  وف 

 
2. Statistical Process Control (SPC) 
3. Shewhart 
4. Nonparametric Statistical Process Control (NSPC) 

هایی نظیر نمودارهای كنترلی شوهارت به دلیل دارا بودن ویژگی 

سهولت در تهیه و تفسیر توانایی در شناسایی تغییرهای پایدار در  

ن فرایند،  اندازهپارامترهای  خطاهای  افتاده،  دور  و قاط  گیری 

ها از اثر بخشی بسیار بالایی برخوردار  خطاهای ثبت یا ارسال داده 

 [. ۴]هستند 

  و   شودمی  فرض   نرمال   معمولاً  توزیع  ر اغلب نمودارهای كنترلید

 فرض   نیز  ادبیات  در  موجود  عملکردی   های تحلیل  تمام  تقریباً

 این  با.  است  شده  تهیه  نرمال   توزیع  یک  از  هامشاهده   كنندمی

 این   بنابر  و   است  نرمال   توزیع  فاقد  فرایند  های داده  اغلب  وجود،

  همیشه   فرض  این  به  نسبت  كنترلی  نمودارهای   مقاومت   و  استواری 

 گران پژوهش  های یافته.  است  بوده  آماری   فرایند  اصلی  موضوع  یک

  تأثیر   تحت  شدیداً   كنترلی،  نمودارهای   از  برخی  كه  دهدمی  نشان

  [.۴]گیرند می قرار نرمال  غیر های مشاهده 

 نمودارهای  عملکرد  تواندمی  غیرنرمال   های مشاهده  كه  جاآن  از

  ی به توسعهمؤلفان    از  برخی  لذا  .دهد  قرار  تأثیر  تحت   را  كنترلی

 هایروش  اغلب  در.  اندهپرداخت  ناپارامتری   كنترلی  نمودارهای 

 شودمی   استفاده  رتبه  از  ۴(𝑁𝑆𝑃𝐶)  ناپارامتری   آماری   فرایند  كنترل 

روش   نظیر   كنترلی  نمودارهای   اغلب   برای   گزینجای  های و 

است   شده  تهیه  EWMA  5تجمعی و    جمع  شوهارت،  نمودارهای 

روش  [.۴] این  از  یکی  روشكه  كنترلی  ها،  نمودارهای  های 

  - كنترلی آزاد  نمودارهای توزیع( است.    -شوهارتی ناپارامتری )آزاد

  به   تخصصی  های كتاب  در  ندرت  به   و  بوده  معروف  تركم  توزیع،

 بدون   كنترلی  نمودارهای   وجود،  این  با.  شودمی  ارجاع داده  هاآن

  دیگر  از  كاراتر  حتی  موارد  بعضی  در  و  دارند  زیادی   امتیازات  توزیع

  [.5] ند هست نمودارها

ویژگی دارای  نمودارها  برابر  این  در  هستند،  پایدار  كنترلی  های 

مقاوم می پرت  بانقاط  مقایسه  در  و  پارامتری    باشند  نمودارهای 

چاكرابمی باشند.  كارآمد  بسیار  سال توانند  در  همکاران  و  ورتی 

متغیره و چند   ناپارامتری تکبه بررسی نمودارهای كنترلی    ۲۰۱9

پذیرش گسترده نمودارهای كنترل بدون   .[۶]  اند متغیره پرداخته

ای برای تحقیقات تواند به عنوان انگیزهتوزیع در بین پزشکان می

 [.7]و توسعه آینده در این زمینه باشد 

ناپارامتری  د نمودارهای كنترلی  از  نوع جدید  پژوهش سه  این  ر 

 ( گردش  ( Wو    R  ،Nشوهارتی  از  آماره كه  و  مجموع  ها  های 

برای پی بردن به تغییرهای ممکن یک   ۶گونههای ویلکاكسونرتبه

شوند. سپس با مقایسه كردن كنند،  معرفی میفرایند استفاده می

5. Exponetially Weighted  Moving  Average (EWMA( 
6. Wilcoxon-type 
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رسیم كه كارایی نمودار  این سه نمودار كنترلی به این نتیجه می

در مقایسه با دو نمودار كنترلی دیگر   Wی  كنترلی متناظر با آماره

 (R  وNبیش )  تر است و در نهایت برتری نمودار كنترلیW    را در

 شود. پایش فرایند نشان داده می

 روش پژوهش .۲

توزیع جدید  -، سه نوع از نمودارهای كنترلی آزادپژوهشدر این  

شوند. از نمودارهای مذكور، برای ایجاد حدود كنترلی  معرفی می

ی مرجع استفاده های ترتیبی یک نمونهب، متناظر با آمارهمناس

شوند و سپس برای تحت كنترل بودن یا نبودن فرایند، تعداد می

آماره یا  پایهگردش  مشاهدهرتبه-ای های  نمونهای  آزمون  های  ی 

می قرار  كنترلی  حدود  اجرای بین  طول  ماكسیمم  برای  گیرند. 

نمونهمشاهده  در  های  آزمون  نمودار نمونهی  اولین  از  توأم،  ی 

شود. در حالی كه دومین نمودار كنترلی ( استفاده میRكنترلی ) 

 (N،)  ی آزمون كه طولشان از های نمونههای مشاهدهتعداد گردش

تعیین شده از پیش  به  تخطی می  kی  یک مقدار معین  را  كند، 

می ) حساب  سوم  كنترلی  نمودار  سرانجام  مجموع  Wآورد.   ،)

ی آزمون كه بین حدود كنترلی قرار های نمونههای مشاهدهرتبه

 كند.   گیرند را محاسبه میمی

آزادبه از یک  -طور معمول، حدود كنترلی نمودار كنترلی  توزیع، 

آیند. ی مرجع فرایندی كه تحت كنترل است، به دست مینمونه

,𝑋1 سپس اگر  𝑋2, … , 𝑋𝑚ی ی تصادفی با اندازهرا یک نمونهm  

توزیع تجمعی تحت كنترل   𝐹𝑋(𝑥)از  = 𝐹(𝑥)    و تعریف كنیم 

در حدود    𝑋𝑏:𝑚و    𝑋𝑎:𝑚  ی ترتیبی معینكنیم كه دو آماره فرض  

 گاه داریم: گیرند. آنكنترلی مورد استفاده قرار می

(1 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 𝑚 )  (1)     𝑈𝐶𝐿 = 𝑋𝑏:𝑚    و𝐿𝐶𝐿 = 𝑋𝑎:𝑚 

از   bو    aدر آن   كه یکی  نمودار هستند.  پارامترهای طرح روی 

معین، زمانی است كه مقدار  (  FARالزامات یک نرخ هشدار غلط ) 

باشد.   5۰۰تا    ۳7۰(،  𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛متوسط طول اجرای تحت كنترل )

اجرای تحت كنترل   این علامت خوبی است كه متوسط طول  و 

(𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛آزاد كنترلی  نمودار  یک  برای  مشاب  -(  فرایند توزیع،  ه 

 های پیوسته است.توزیع

نمونه كنید  فرض  و  حال  هم  از  مستقل  آزمون،  انتخابی  های 

نمونههم از  مستقل  علاقهچنین  ما  و  باشند  مرجع  به  های  مند 

باشیم.  كه آیا فرایند هنوز تحت كنترل هست یا نه، میدانستن این 

اگر   آماری،  اصطلاح  ,𝑌1در  𝑌2, … , 𝑌𝑛  نمونه و را  آزمون  ی 

𝐹𝑌(𝑥) = 𝐺(𝑥)   را تابع توزیع تجمعی متناظر تعریف كنیم، هدف

است،   𝐺(𝑥)به    𝐹(𝑥)ما آشکار ساختن یک تغییر ممکن، از توزیع  

می دیگر،  عبارت  صفر  به  فرض  آزمون  :𝐻0خواهیم  𝐹(𝑥) =

𝐺(𝑥)  طرفه دو  آزمون  مقابل  :𝐻1  در  𝐹(𝑥) ≠ 𝐺(𝑥)   انجام

 دهیم.  

به صورت زیر تعریف    مقالههای آزمون به كار برده شده در این  آماره

 اند:شده

 (aگردش مشاهده(  روی  كنترل    Yهای  های  حدود  درون  كه 

LCL وUCL  گیرند، قرار می 

 (bرتبه )های  های روی مشاهدهY    كه درون حدود كنترلLCL 

 گیرند.قرار می  UCLو 

ی آزمون دارای توزیع مشابهی تحت فرض صفر اگر هر دو نمونه

:𝐻0باشند یعنی،   𝐹 = 𝐺های  ی آزمون مشاهده گاه نمونه. آن𝑌𝑗 

گیرند، نباید  قرار می  Xهای  كه به طور متوالی در میان مشاهده 

از نسبت  مقدار ماكسیمم آن ها 
𝑛

𝑚
این ذهنیت،  بیش   با  باشد.  تر 

 توان میهای زیر را برای تشخیص تحت كنترل بودن فرایند،  آماره

 به كار برد:                             

بین حدود   Yهای  های مشاهده ماكسیمم طول گردش • كه 

 گیرند،كنترلی قرار می

)بین حدود كنترلی( كه از   Yهای  های مشاهده تعداد گردش •

 كنند.تخطی می  kی یک مقدار معین از پیش تعیین شده 

رتبه • مجموع  انتخاب:  )مشاهدهسومین  توأم  های  های 

مشاهده Yو    Xهای  نمونه  روی  حدود   Yهای  (  بین  كه 

قرار می با آمارهكنترلی  های  ی مجموع رتبهگیرند )متناظر 

 گونه(. ویلکاكسون

اگر    شوند.رو نامیده میهای پیشهای مذكور، آمارهی آمارههمه

مشاهده نمونه آزمون  نمونهآماره  𝑌𝑗های  ی  ترتیبی    Xی  های 
(𝑋(0) = های ترتیبی قرار  ( امین آماره  -۱iامین و )   iبین  (،  ∞−

و   𝑀𝑖گیرند  , 𝑖 = 1,2, … 𝑚  گردش طول  بین   Yهای  را 

ی  گاه با توجه به سه آماره متوالی تعریف كنیم، آن  Xهای  مشاهده

 توان نوشت:ذكر شده می

𝑅 = 𝑚𝑎𝑥(𝑀𝑎+1, 𝑀𝑎+2, … , 𝑀𝑏),       

 (۲)   𝑁𝑘    = |{𝑀𝑖: 𝑎 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑏, 𝑀𝑖 ≥ 𝑘}|, 𝑊 = ∑ 𝑊𝑖 .

𝑏

𝑖=𝑎+1

 

های  مجموع رتبه  𝑊𝑖یک مقدار صحیح پارامتر طرح و    kكه در آن،  

گیرد، كه عبارت قرار می   𝑋(𝑖−1) و   𝑋(𝑖)كه بین    Y  های مشاهده 

 است از:
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  (۳) 
𝑊𝑖 = ∑ ((𝑖 − 1) + ∑ 𝑀𝑟 + 𝑗

𝑖−1

𝑟=1

) = 𝑀𝑖 ((𝑖 − 1) + ∑ 𝑀𝑟

𝑖−1

𝑟=1

) +
𝑀𝑖(𝑀𝑖 + 1)

2

𝑀𝑖

𝑗=1

  

𝑭𝑨𝑹 ۰/ ۱۰پارامترهای طرح سه نمودار با    .۱جدول  ≤ . 

𝑾  نمودار 𝑵  نمودار 𝑹  نمودار 

𝑭𝑨𝑹 𝒘 𝒓𝟎 𝒃 𝒂 𝑭𝑨𝑹 𝒌 𝒓𝟏 𝒓𝟎 𝒃 𝒂 𝑭𝑨𝑹 𝒓 𝒓𝟎 𝒃 𝒂 
۰9۱9 /۰ ۱۰ ۴ ۴ ۱ ۰979 /۰ ۲ ۰ ۲ 6 ۳ ۰989 /۰ 2 1 4 1 

 

 های آزمون منابع و نمونه  .۲جدول 

 
 

 شود:با انجام دادن بعضی عملیات جبری عبارت زیر حاصل می

  

𝑊 =
1

2
(∑ 𝑀𝑖

𝑏
𝑖=𝑎+1 )

2
+∑ 𝑖𝑀𝑖 + (𝑀0 + 𝑎 −

3

2
) ∑ 𝑀𝑖 .  (4)  𝑏

𝑖=𝑎+1
𝑏
𝑖=𝑎+1      

𝑀0كه در آن      = ∑ 𝑀𝑖
𝑎
𝑖=1های  ، تعداد نمونه مشاهدهY    قبل

 است.  LCLاز 

گاه فرایند اعلام در دو شرط زیر صدق كند، آن   Rی  هرگاه آماره 

 شده تحت كنترل خواهد بود. 

(5) 𝑀0 ≤ 𝑟0                          و𝑅 ≤ 𝑟 

پارامترهای طرح روی نمودار كنترلی هستند. به    𝑟0و    rكه در آن  

در  𝑁𝑘ی آماره : هرگاه  𝑁𝑘ی آزمونهمین ترتیب در مورد آماره

آن كند،  زیر صدق  كنترل  دو شرط  تحت  شده  اعلام  فرایند  گاه 

 خواهد بود. 

(۶)      𝑀0 ≤ 𝑟0       و𝑁𝑘 ≤ 𝑟1       

 

 گونه داریم:ویلکاكسون های ی مجموع رتبه سرانجام، برای آماره

گاه فرایند اعلام  در دو شرط زیر صدق كند، آنW ی  هرگاه آماره 

 شده تحت كنترل خواهد بود. 

(7)   𝑀0 ≤ 𝑟0          و𝑊 ≤ 𝑤 

 

پارامترهای طرح روی این نمودار هستند. در   𝑟0و    wكه در آن  

(، این مقدار ذكر شده كه ماكسیمم مقدار Wرابطه با این نمودار ) 

همهمی  Wممکن   كه  است  زمانی  مشاهده باشد،  در   Yهای  ی 

, 𝑋𝑏−1:𝑚)ی  فاصله 𝑋𝑏:𝑚)  رابطه   گیرند، با استفاده ازقرار می

 (𝑏 − 1) + 𝑗, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛,رتبهمی رتوان  به دست  ها  ا 

های توان مجموع رتبهچنین با استفاده از فرمول زیر میهم آورد،

 را به دست آورد:  Wی  متناظر با آماره

(۸) 𝑛(𝑏 − 1) + ∑ 𝑗

𝑛

𝑗=1

=
𝑛(𝑛 + 2𝑏 − 1)

2
 

كه هیچ  صفر است )زمانی Wمقدار ممکن   به طور واضح، مینیمم

گیرد(، و در نتیجه قرار  نمی  UCLو  LCLبین    Yی از  مشاهده 

 :عبارت است از  Wگاه توزیع مرتبط با توزیع  پیروی از آن تکیهبه  

(9) 𝑅𝑊 = {0,1, … ,
𝑛(𝑛 + 2𝑏 − 1)

2
} 

از خاتمه دادن این بخش، یک مثال برای نشان دادن اصول  بل 

می ارائه  ناپارامتری  كنترلی  نمودارهای  این  فرض اساسی  دهیم. 

ی توزیع بر پایه نمونه  –خواهیم نمودارهای كنترلی آزادكنید می

  = ۴nی  های آزمون با اندازهو نمونه   = ۱۰mی  مرجع با اندازه

، نشان دادیم با انتخاب مقادیری برای ۱را تولید كنیم. در جدول 

نرخ هشدار غلط   پارامترهای طرح سه نمودار كنترلی ذكر شده،

 (. FAR ≥۱۰/۰شود ) تضمین می  ۱۰/۰

به منظور نشان دادن چگونگی اجرای نمودارهای كنترلی، فرض 

مشاهدهمی كه  كنترل كنیم  تحت  یکنواخت های  توزیع   دارای 

𝐹(𝑥)( باشند )به عبارت دیگر،  ۰و۱)  = 𝑥, 0 < 𝑥 < (. دو 1
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جدول  اول  نمونه۲سطر  می،  نشان  را  مرجع  نتیجه ی  در  دهند. 

 آیند: حدود كنترلی زیر به دست می

: 𝐿𝐶𝐿 = 𝑋1:10,    𝑈𝐶𝐿 = 𝑋4:10,            نمودارR 

 𝐿𝐶𝐿 = 𝑋3:10,    𝑈𝐶𝐿 = 𝑋6:10,       نمودار :𝑁 

: 𝐿𝐶𝐿 = 𝑋1:10,     𝑈𝐶𝐿 = 𝑋4:10.            نمودارW 

ی مرجع، اگر فرایند تحت كنترل باقی بماند، بعد از گرداوری نمونه

(  ۰و۱)   از توزیع یکنواخت در بازه   n= ۴ی  های آزمون با اندازهنمونه

،  2های تولید شده در سطر سوم جدول هستند. یکی از این نمونه

ی نمونه تركیب   m + n=    ۱۴های  هنشان داده شده است. مشاهد
(𝑋, 𝑌) كنند مرتب شده زیر را تولید می 

𝑋 𝑋 𝑌 𝑋 𝑋 𝑌 𝑋 𝑌 𝑋 𝑌 𝑋 𝑋 𝑋 𝑋                       
اند آیند، عبارتها به دست می𝑀𝑖رو  های پیشنتایجی كه در آماره

 از
𝑀1 = 0,  𝑀2 = 0, 𝑀3 = 1,  𝑀4 = 0, 𝑀5 = 1, 𝑀6 = 1, 𝑀7 = 1, 𝑀8

= 0, 𝑀9 = 0, 𝑀10 = 0.  

 استفاده كنیم، داریم:  Rاگر از نمودار  

R = 𝑚𝑎𝑥(𝑀2, 𝑀3, 𝑀4) = 1,        
 و

𝑅 ≤ 2 = 𝑀0     و      1 = 𝑀1 = 0 ≤ 1 = 𝑟0,     

چنین اگر از باشد. همگیریم كه فرایند تحت كنترل مینتیجه می 

 استفاده كنیم، داریم:  Nنمودار 

𝑁2 = |{𝑀𝑖: 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑀𝑖 و 6 ≥ 2}| = 0,             

 زیرا

𝑁2 ≤ 0 = 𝑟1  و   𝑀0 = ∑ 𝑀𝑖 = 1 ≤ 2 = 𝑟0,   

3

𝑖=1

 

می  نتیجه  میپس  كنترل  تحت  هم  فرایند  این  كه  باشد.  گیریم 

مجموع آماره  ویلکاكسونرتبه-سرانجام،  میهای  را  با  گونه  توان 

 :( داریم b = 4و  a = 1( به دست آورد. )برای ۴استفاده از فرمول ) 

𝑊 =
1

2
(∑ 𝑀𝑖

4

𝑖=2

)

2

+ ∑ 𝑖𝑀𝑖 + (𝑀0 + 𝑎 −
3

2
) ∑ 𝑀𝑖

4

𝑖=2

= 3,           

4

𝑖=2

 

 و

𝑊 ≤ 10 = 𝑤     و   𝑀0 = 𝑀1 = 0 ≤ 4 = 𝑟0,    

 باشد.گیریم كه هنوز فرایند تحت كنترل میپس نتیجه می

𝐺(𝑥)اگر فرایند را به صورت خارج از كنترل با تابع توزیع   =

𝑥
1

4, 0 < 𝑥 < توان(،  1 و نمونه  مانند  )توزیع  شده  تولید  ی 

جدول  نشان   چهارم  سطر  در  شده  آن۲داده  دهیم  تغییر  گاه  ، 

,𝑋)ی تركیب نمونه 𝑌) است به صورت زیر : 

𝑌 𝑌 𝑋 𝑋 𝑌 𝑌 𝑋 𝑋 𝑋 𝑋 𝑋 𝑋 𝑋 𝑋          
اند آیند عبارتها به دست می𝑀𝑖رو  های پیشنتایجی كه در آماره

 :از

𝑀1 = 2, 𝑀2 = 0, 𝑀3 = 2, 𝑀4 = 0, 𝑀5 = 0, 𝑀6 = 0, 𝑀7

= 0, 𝑀8 = 0, 𝑀9 = 0, 𝑀10 = 0 

 :اند ازمقادیر به دست آمده سه آماره در این مورد عبارت

𝑅 = 2, 𝑁2 = 1,        𝑊 = 11,                  

كدام از این  توان نتیجه گرفت كه هیچ و از این نتایج به سادگی می

R   :𝑀0نمودار    باشند. )زیرا درنمودارها تحت كنترل نمی = 2 >

1 = 𝑟0  در N  :𝑁2نمودار،  = 1 > 0 = 𝑟1    نمودار در  :  Wو 

𝑊 = 11 > 10 = 𝑤.)    طور به  كنترلی  نمودار  سه  این،  بنابر 

 آمیز قادر خواهند بود انحراف فرایند را نشان دهند. موفقیت

توزیع بعدی،  بخش  دو  از  در  خارج  و  كنترل  تحت  آماری  های 

نهاد شده را به دست  كنترل در سه نمودار كنترلی ناپارامتری  پیش

 آوریم. می

 های تحت کنترلهای آمارهتوزیع. ۳

,𝑋𝑚  𝑋1 ,ی  نمونه  𝑚فرض كنید  𝑋2, از توزیع تحت كنترل   …

 𝐹𝑋(𝑥) = 𝐹(𝑥)   و𝑛 جدید  نمونه ,𝑌1ی  𝑌2, … , 𝑌𝑛    توزیع از 

𝐹𝑌(𝑥) = 𝐺(𝑥) .باشند 

از    𝑁𝑘و   Rهای  از بحث پیشین، واضح است كه توزیع دقیق آماره 

توأم   ,𝑀𝑎+1)توزیع  𝑀𝑎+2, … , 𝑀𝑏)آماره توزیع  و  از    Wی  ، 

,𝑀0)توزیع توأم  𝑀𝑎+1, 𝑀𝑎+2, … , 𝑀𝑏) اند.حاصل شده 

آزمون  برده 𝑀آماره  كار  رخبه  ماكسیمم  تعداد شده،  دادن 

نمونه، بین مشاهده𝑌های  مشاهده 𝑋  ،(𝑟ی  های  − و    امین(1

𝑟بنابراین، دهد.  امین را نشان می𝑀 = 𝑚𝑎𝑥(𝑀1, 𝑀2, … , 𝑀𝑟)   و

صفر فرض  تحت  آن،  :𝐻0 توزیع  𝐹𝑋 = 𝐹𝑌     توأم توزیع  برای 
(𝑀1, 𝑀2, … , 𝑀𝑟)  .در لم زیر نشان داده شده است 

توأم    -۱لم   احتمال  جرم  ,𝑀1)تابع  𝑀2, … , 𝑀𝑟), 𝑟 ≥ 1  ،

𝐻0 𝐹𝑋،تحت فرض  =  𝐹𝑌   :به صورت زیر است 

(۱۰) 

𝑃(𝑀1 = 𝑚1, 𝑀2 = 𝑚2, … , 𝑀𝑟 = 𝑚𝑟| 𝐻0)    

=  
(

𝑚 + 𝑛 − ∑ 𝑚𝑖 − 𝑟𝑟
𝑖=1

𝑚 − 𝑟
)

(
𝑚 + 𝑛

𝑛
)

,      

توزیعمی از  توأم  توان  ,𝑀0)های  𝑀𝑎+1, … , 𝑀𝑏)    و
(𝑀𝑎+1, … , 𝑀𝑏)   كه قبلاً اشاره شده است، برای به دست آوردن

 .استفاده كرد Wو   𝑁𝑘و  Rهای تحت كنترل های آمارهتوزیع
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,𝑝𝑎,𝑏(𝑚0فرض كنید احتمال    .۱قضیه   𝑚𝑎+1, 𝑚𝑎+2, … , 𝑚𝑏)   به

 صورت زیر باشد. 
𝑝𝑎,𝑏(𝑚0, 𝑚𝑎+1, 𝑚𝑎+2, … , 𝑚𝑏)

=  
(

𝑚0 + 𝑎 − 1
𝑎 − 1

) (𝑚 + 𝑛 − 𝑚0 − ∑ 𝑚𝑖 − 𝑏𝑏
𝑖=𝑎+1

𝑚 − 𝑟
)

(
𝑚 + 𝑛

𝑛
)

 

مجموعه هر  نامنفی  برای  صحیح  ,𝑚0ی  𝑚𝑎+1, … , 𝑚𝑏   به

𝑚0  كه طوری  + ∑ 𝑚𝑖 ≤ 𝑛 𝑏
𝑖=𝑎+1   ،دیگر عبارت  )به 

𝑝𝑎,𝑏(𝑚0, 𝑚𝑎+1, 𝑚𝑎+2, … , 𝑚𝑏) =  (. داریم:     0

(a)   توأم  تابع احتمال  ,𝑀0)جرم  𝑀𝑎+1, … , 𝑀𝑏) 

 باشد.می ایند تحت كنترل است، به صورت زیركه فرزمانی

(𝑀0 = 𝑚0, 𝑀𝑎+1 = 𝑚𝑎+1, … , 𝑀𝑏 = 𝑚𝑏)

=  𝑝𝑎,𝑏(𝑚0, 𝑚𝑎+1, 𝑚𝑎+2, … , 𝑚𝑏). 

(b)   تابع جرم احتمال توأم(𝑀𝑎+1, … , 𝑀𝑏)    زمانی كه

 باشد، به صورت زیر است. فرایند تحت كنترل می

P(𝑀𝑎+1 = 𝑚𝑎+1, … , 𝑀𝑏 = 𝑚𝑏) =

 ∑ 𝑝𝑎,𝑏(𝑚0, 𝑚𝑎+1, 𝑚𝑎+2, … , 𝑚𝑏).   𝑛
𝑚0=0 

  Yو    Xهای  زمانی كه فرایند تحت كنترل است، نمونه  ( a)   برهان.

𝐹𝑋از توزیعی مشابه یعنی،   =  𝐹𝑌   .هستند 

𝑀0 كهبا در نظر گرفتن این  = ∑ 𝑀𝑖
𝑎
𝑖=1  احتمال ، 

𝑝 = 𝑃(𝑀0 = 𝑚0, 𝑀𝑎+1 = 𝑚𝑎+1, … , 𝑀𝑏 = 𝑚𝑏) 

=  𝑃 (∑ 𝑀𝑖 = 𝑚0, 𝑀𝑎+1 = 𝑚𝑎+1, … , 𝑀𝑏 = 𝑚𝑏

𝑎

𝑖=1

) 

لم  می از  دادن    1باشد.  قرار  همه   r = bبا  مجموع  ی  توسط 

𝑚1, 𝑚2, … , 𝑚𝑎  كه  طوری به∑ 𝑚𝑖 = 𝑚0
𝑎
𝑖=1  .داریم:   است 

𝑝 = (
𝑚 + 𝑛

𝑛
)

−1

∑ (
𝑚 + 𝑛 − ∑ 𝑚𝑖 − 𝑏

𝑟

𝑖=1

𝑚 − 𝑏

) .
𝑚1,𝑚2,…,𝑚𝑎
∑ 𝑚𝑖=𝑚0

𝑎
𝑖=1

               

 به صورت زیر  pحال با نوشتن 

𝑝 =  (
𝑚 + 𝑛

𝑛
)

−1

∑ (𝑚 + 𝑛 − 𝑚0 − ∑ 𝑚𝑖 − 𝑏

𝑏

𝑖=𝑎+1

𝑚 − 𝑏

),   
𝑚1,𝑚2,…,𝑚𝑎
∑ 𝑚𝑖=𝑚0

𝑎
𝑖=1

 

 واضح است كه 

𝑝 =  𝑐 (
𝑚 + 𝑛

𝑛
)

−1

(𝑚 + 𝑛 − 𝑚0 − ∑ 𝑚𝑖 − 𝑏𝑏
𝑖=𝑎+1

𝑚 − 𝑏
), 

ی خطی معادلههای  ای از اعداد صحیح نامنفی جوابنشانه  cكه  

∑ 𝑚𝑖 = 𝑚0
𝑎
𝑖=1   كامل سادگی  به  برهان  نتیجه  در  است. 

 شود می

𝑐 =  (
𝑚0 + 𝑎 − 1

𝑎 − 1
).                       

 (b )  اینتایج زیر با در نظر گرفتن توزیع حاشیه  (𝑀𝑎+1, … , 𝑀𝑏) 

احتمال  جرم  تابع  ,𝑀0)  از  𝑀𝑎+1, … , 𝑀𝑏)    قسمت به  (  a)در 

 اند. دست آمده

𝑅  تجمعی، تابع توزیع  ۱از قضیه   = 𝑚𝑎𝑥(𝑀𝑎+1, 𝑀𝑎+2, … , 𝑀𝑏) 

 به صورت زیر بیان شده است.

 (۱۱) 

𝑃(𝑅 ≤ 𝑟) =  𝑃(𝑀𝑎+1 ≤ 𝑟, 𝑀𝑎+2 ≤ 𝑟, … , 𝑀𝑏 ≤ 𝑟) 

= ∑ ∑ 𝑝𝑎,𝑏(𝑚0, 𝑚𝑎+1, … , 𝑚𝑏),

𝑚𝑎+1,…,𝑚𝑏

𝑛

𝑚0=0

 

همه از  داخلی  جمع  آن  در   هایی miی  كه 
(𝑖 = 𝑎 + 1, … , 𝑏)  می صدق  زیر  شرایط  در  بیشكه  تر كند 

 است.

     0 ≤ 𝑚𝑖 ≤ 𝑟, 𝑖 = 𝑎 + 1, … , 𝑏      و  ∑ 𝑚𝑖 ≤ 𝑛 − 𝑚0      

𝑏

𝑖=𝑎+1

 

𝑃(𝑁𝑘توان طور مشابه میبه = 𝑟)  .را محاسبه كرد 

آماره توزیع  رتبه سرانجام،  در  ی مجموع  ویلکاكسون  از  4) های   )

 آید فرمول زیر به دست می

𝑃(𝑊 = 𝑤) = ∑ 𝑝𝑎,𝑏(𝑚0, 𝑚𝑎+1, … , 𝑚𝑏),

𝑚0,𝑚𝑎+1,…,𝑚𝑏

 (12) 

𝑤كه   ∈ 𝑅𝑤  [ ( كنید 9به  مراجعه  اعداد   [(  شامل  مجموع  و 

,𝑚0صحیح نامنفی   𝑚𝑎+1, … , 𝑚𝑏  زیر صدق  است كه در شرایط

 كند. می

 (۱۳) 

𝑚0 + ∑ 𝑚𝑖

𝑏

𝑖=𝑎+1

≤ 𝑛   و    
1

2
( ∑ 𝑚𝑖

𝑏

𝑖=𝑎+1

)

2

+ ∑ 𝑖𝑚𝑖

𝑏

𝑖=𝑎+1

+ (𝑚0 + 𝑎 −
3

2
) ∑ 𝑚𝑖 = 𝑤.

𝑏

𝑖=𝑎+1

 

 

یک   میدر  مستقیم  توأم روش  توزیع  از  توان 

(𝑀0, 𝑀𝑎+1, … , 𝑀𝑏)    تحت فرض(𝐻0  :𝐹𝑌 =  𝐹𝑋  )    نرخ هشدار

را محاسبه كرد. به   W  و  R ،N( نمودارهای كنترلی  FARغلط ) 

احتمال یک سیگنال تحت كنترل برابر ،  Rعنوان مثال: در نمودار  

 :است با

=     ∑ 𝑝𝑎,𝑏(𝑚0, 𝑚𝑎+1, 𝑚𝑎+2, … , 𝑚𝑏),

𝑚0,𝑚𝑎+1,…,𝑚𝑏

 

نامنفی   صحیح  اعداد  تمام  مجموع  آن  در  كه 

𝑚0, 𝑚𝑎+1, 𝑚𝑎+2, … , 𝑚𝑏 كند در شرایط زیر صدق می 

𝑚0 ≤ 𝑟0, 𝑚𝑎+1 ≤ 𝑟, 𝑚𝑎+2 ≤ 𝑟, … , 𝑚𝑏 ≤ 𝑟.           
 در نتیجه، 
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 (۱۴) F𝐴𝑅 = 1 − 𝑃 (𝑅 ≤ 𝑟 و   𝑀0 ≤ 𝑟0).   

 

را برای نمودار    Rی نمودار  توان موارد ذكر شدهبه همین ترتیب می

N و نمودار W بینی كرد. پیش 

 های خارج از کنترل  های آمارهتوزیع. ۴

نمونه كه  كنید  مشاهده فرض  آزمون  ,𝑌1های  ی  𝑌2, … , 𝑌𝑛    از

ها در شکل باشند. برای نشان دادن فرمول   𝐺(𝑥)توزیع پیوسته  

كه سیگنال نشان داده شده یک هشدار نباشد را كلی، احتمال این 

 كنیم. مانند:بیان می
𝑝(𝑚, 𝑛, 𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝐹, 𝐺) = 

∑ 𝑃 (𝑀0 = 𝑚0 و  𝑀𝑗 = 𝑚𝑗        𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) ,

(𝑚0,𝑚𝑎+1,…,𝑚𝑏)∈𝐴

(15) 

ثابت  cكه   از  فضایی است كه در آن مقادیر    Aهاست و  برداری 

تصادفی   ,𝑀0)بردار  𝑀𝑎+1, 𝑀𝑎+2, … , 𝑀𝑏)  نمودار برای   ،

نتیجه  دركنترلی  اگر  نیست.  هشدار  یک    ی 

𝑝(𝑚, 𝑛, 𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝐹, 𝐺)  ،𝐺 = 𝐹  گاه نرخ هشدار قرار دهیم آن

 عبارت است از:  ( FAR) غلط 

 (۱۶) 𝐹𝐴𝑅 = 1 − 𝑝(𝑚, 𝑛, 𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝐹; 𝐹) 

از    𝑌و    𝑋های  حال در حالت كلی فرض كنید زمانی كه مشاهده 

 ( فرمول  گرفتن  نظر  در  با  نباشند،  مشابهی  یک ۱5توزیع  به   ،)

جمع برای  دقیقی  ) فرمول  فرمول  راست  طرف  نیاز ۱5وندهای   )

به تصادفی داریم.  بردار  اگر  كنید  فرض  خلاصه  طور 

(𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛)    راΥ  ی  و نمونهX  ی از  مرتب شدهa    امین تاb  

آماره را  امین  ترتیبی  ك  𝑋𝑎:𝑏های  دیگر، تعریف  عبارت  به  نیم. 

𝑋𝑎:𝑏 = (𝑋𝑎:𝑚, 𝑋𝑎+1:𝑚, … , 𝑋𝑏:𝑚)  و  𝑈𝑎:𝑏   یکنواخت تناظر 

 باشند. سپس داریم: ی تصادفینمونه mهای ترتیبی  آماره

(۱7 ) 𝑝 = 𝑃 (𝑀0(𝑌; 𝑋𝑎:𝑏) = 𝑚0   و   𝑀𝑗(𝑌; 𝑋𝑎:𝑏) = 𝑚𝑗     𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) 

 :كه با استفاده از این نکته كه

𝐹(𝑋𝑎:𝑏) = (𝐹(𝑋𝑎:𝑚), 𝐹(𝑋𝑎+1:𝑚), … , 𝐹(𝑋𝑏:𝑚))

= (𝑈𝑎:𝑚, 𝑈𝑎+1:𝑚, … , 𝑈𝑏:𝑚) = 𝑈𝑎;𝑏   
 :شودعبارت زیر حاصل می

(۱۸ ) 
𝑝 = 𝑃 (𝑀0(𝐹(𝑌); 𝑈𝑎:𝑏) = 𝑚0 و  𝑀𝑗(𝐹(𝑌); 𝑈𝑎:𝑏) = 𝑚𝑗  ,

𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏). 

 از: عبارت است 𝑈𝑎:𝑏در نتیجه تابع چگالی توأم 
(۱9 ) 𝑓𝑎:𝑏(𝑢𝑎, 𝑢𝑎+1, … , 𝑢𝑏) = 𝑓𝑎:𝑏(𝑈𝑎:𝑏) =

𝑚!

(𝑎−1)!(𝑚−𝑏)!
(𝑢𝑎)𝑎−1(1 −

𝑢𝑏)𝑚−𝑏, ≤ 𝑢𝑎 ≤ 𝑢𝑎+۱ ≤ ⋯ ≤ 𝑢𝑏 ≤ ۱   ۰  

 : را به شکل انتگرال بیان كنیم ( ۱۸توانیم احتمال ) می

(۲۰ ) 
𝑝 = ∬ … ∫ 𝑃(𝑀0(𝐹(𝑌); 𝑢𝑎:𝑏)

0𝑢𝑎≤𝑢𝑎+1≤⋯≤𝑢𝑏≤1

= 𝑚0   و   𝑀𝑗(𝐹(𝑌); 𝑢𝑎:𝑏)

= 𝑚𝑗   , 𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) 
× 𝑓𝑈𝑎:𝑏

(𝑢𝑎:𝑏)𝑑𝑢𝑎 𝑑𝑢𝑎+1 … 𝑑𝑢𝑏 . 

 كه ترین انتگرال هنگامی بررسی كردن درونیبا 

𝑃 (𝑀0(𝑌; 𝐹−1(𝑢𝑎:𝑏)) = 𝑚0  و   𝑀𝑗(𝑌; 𝐹−1(𝑢𝑎:𝑏)) = 𝑚𝑗        ,   𝑎 +

1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏)=P(𝑀0(𝐺(𝑌); 𝐺𝐹−1(𝑢𝑎:𝑏)) =

𝑚0  و   𝑀𝑗(𝐺(𝑌); 𝐺𝐹−1(𝑢𝑎:𝑏)) = 𝑚𝑗   ,   𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏), 

 : كهو نظر به این

 𝐺(𝑌) = (𝐺(𝑌1), 𝐺(𝑌2), … , 𝐺(𝑌𝑛)) = (𝑈1, 𝑈2, … , 𝑈𝑛) = 𝑈 
نمونه یک  با  ) مطابق  یکنواخت  توزیع  از  تصادفی  است. ۰و۱ی   )

 شود عبارت زیر حاصل می

𝑃 (𝑀0(𝑈; 𝐺𝐹−1(𝑢𝑎:𝑏)) = 𝑚0 و  𝑀𝑗(𝑈; 𝐺𝐹−1(𝑢𝑎:𝑏))

= 𝑚𝑗  ,   𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏). 

كه   كنیم  فرض  ,𝑈1اگر  𝑈2, … , 𝑈𝑛  نمونه از یک  تصادفی  ی 

 ( یکنواخت  آن۰و۱توزیع  باشد،  از    m0گاه  (  ، 𝐺𝐹−1(𝑢𝑎)قبل 

𝑚𝑗    بین𝐺𝐹−1(𝑢𝑗−1)  و  𝐺𝐹−1(𝑢𝑗)    برای 

  𝑗 =  𝑎 + 1, 𝑎 + 2, … , 𝑏  و  𝑛 − 𝑚0 − ∑ 𝑚𝑗
𝑏
𝑗=𝑎+1  

از باقی بعد  به عبارت دیگر،  قرار می  𝐺𝐹−1(𝑢𝑏)مانده،   گیرد. 

𝑞(𝐺𝐹−1(𝑢𝑎), 𝐺𝐹−1(𝑢𝑎+1), … , 𝐺𝐹−1(𝑢𝑏)) ه در آنك 

(۲۱) 

𝑞(𝑣𝑎 , 𝑣𝑎+1, … , 𝑣𝑏)

=
𝑛!

𝑚0! (∏ 𝑚𝑗!𝑏
𝑗=𝑎+1 )(𝑛 − 𝑚0 − ∑ 𝑚𝑗

𝑏
𝑗=𝑎+1 )!

𝑣𝑎
𝑚0 ∏ (𝑣𝑗

𝑏

𝑗=𝑎+1

− 𝑣𝑗−1)𝑚𝑗( 1 − 𝑣𝑏)𝑛−𝑚0−∑ 𝑚𝑗
𝑏
𝑗=𝑎+1   

0   ای بااحتمال چند جمله  ≤ 𝑣𝑎 ≤ 𝑣𝑎+1 ≤ ⋯ ≤ 𝑣𝑏 ≤ است. 1

 ی زیر را داریم.قضیه  ( ۲۱)  –( ۱9های ) با تركیب فرمول 

,𝑀0)  تابع جرم احتمال توأم تجمعی.   ۲  قضیه 𝑀𝑎+1, … , 𝑀𝑏)  ،

كه   تجمعی  Χهای  مشاهدهزمانی  توزیع  تابع  و    𝐹(𝑥)از 

 هستند عبارت است از: 𝐺(𝑥)از توزیع   𝑌هایمشاهده

𝑃 (𝑀0 = 𝑚0  و  𝑀𝑗 = 𝑚𝑗    , 𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) 

(۲۲) = ∬ … ∫ 𝑞(𝐺𝐹−1(𝑢𝑎), 𝐺𝐹−1(𝑢𝑎+1), … , 𝐺𝐹−1(𝑢𝑏))𝑓𝑎:𝑏(𝑢𝑎:𝑏)𝑑𝑢𝑎𝑑𝑢𝑎+1 … 𝑑𝑢𝑏
0≤𝑢𝑎≤𝑢𝑎+1≤⋯≤𝑢𝑏≤1

, 
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اگر در    اند( تعریف شده۲۱( و ) ۱9به ترتیب در )   qو    𝑓𝑎:𝑏كه  

 (۲۲ ) F=G شود باشد، عبارت زیر حاصل می 
𝑃 (𝑀0 = 𝑚0  و  𝑀𝑗 = 𝑚𝑗  , 𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) 

= ∬ … ∫ 𝑞(𝑢𝑎, 𝑢𝑎+1, … , 𝑢𝑏)𝑓𝑎:𝑏(𝑢𝑎, 𝑢𝑎+1, … , 𝑢𝑏)𝑑𝑢𝑎𝑑𝑢𝑎+1 … 𝑑𝑢𝑏
0≤𝑢𝑎≤𝑢𝑎+1≤⋯≤𝑢𝑏≤1

  , 

 

بعد از انجام دادن بعضی عملیات جبری، به نتایج نشان داده شده 

قضیه می  ۱در  كنترل  دست  تحت  توأم  توزیع  این،  بنابر  یابیم. 
(𝑀0, 𝑀𝑎+1, … , 𝑀𝑏) ۲ی  ، حالت خاصی از نتایج كلی در قضیه 

 است.

، در مورد خاصی 2حال با استفاده از تابع جرم احتمال توأم قضیه  

ی ناپارامتری رایج هستند، هایی كه در زمینهای از توزیعاز خانواده

فرض دیگر،  عبارت  كرد.  به  خواهیم  بررسی  را  لهمن  مقابل  های 

ملاحظه شد، اگر تغییرهای فرایند خارج  ۲ در قضیهطور كه  همان

سیگنال    گاه این احتمال وجود دارد كه نمودار،ناز كنترل باشند، آ 

چنین خارج از  های تحت كنترل و همی توزیعیک هشدار وابسته 

رسد كه (، نباشد. به نظر می 𝐺(𝑥)و  𝐹(𝑥)كنترل )به ترتیب،  

های دقیقی برای نرخ هشدار های مقابل لهمن، فرمول تحت فرض

لهمن   –آید. تحت فرض مقابل نوع  خارج از كنترل به دست می

، گیبونس و 7(۱95۳های لهمن ) تر به كتاب)برای اطلاعات بیش

، هولندر 9(۲۰۰۱، وان در لان و چاكرابارتی ) ۸(۲۰۰۳چاكرابارتی ) 

مراجعه شود.(،   ۱۱(۲۰۰۶و بالاكریشنان و نگ )   ۱۰(۱999و ولف ) 

كنترل   از  خارج  توزیع  𝐺(𝑥)تابع  = (𝐹(𝑥))𝛾   اعداد برای 

𝛾مثبت   > اگر  0 یک عدد صحیح مثبت   γ، فرض شده است. 

به    𝑌كند كه متغیرهای تصادفی  باشد، فرض مقابل لهمن بیان می

بزرگ مانند  دقیق  مقدار  صورت   𝑋متغیرهای مستقل  ی  γترین 

می بهتوزیع  از شوند.  خارج  توزیع  تابع  است  ممکن  مشابه،  طور 

𝐺(𝑥)كنترل به شکل   = 1 − (1 − 𝐹(𝑥))
𝛾

انتخاب شود. در    

، متناظر با حالتی است كه γاین حالت، برای عدد صحیح مثبت  

  یγبه صورت دقیق مانند كوچکترین مقدار    Yدر آن متغیرهای  

  شوند. توزیع می Xمتغیرهای مستقل  

چنین  های تحت كنترل و همتوزیعی  سیگنال یک هشدار وابسته

ترتیب،   )به  كنترل  از  نظر   𝐺(𝑥)و  𝐹(𝑥)خارج  به  نباشد.   ،)

های دقیقی برای  های مقابل لهمن، فرمول رسد كه تحت فرضمی

آید. تحت فرض مقابل نوع  نرخ هشدار خارج از كنترل به دست می

بیش  – اطلاعات  )برای  كتابلهمن  به  ) تر  لهمن  (، ۱95۳های 

،  ( ۲۰۰۱(، وان در لان و چاكرابارتی ) ۲۰۰۳گیبونس و چاكرابارتی ) 

 ( ولف  و  ) ۱999هولندر  نگ  و  بالاكریشنان  و  مراجعه  ۲۰۰۶(   )

𝐺(𝑥) شود.(، تابع توزیع خارج از كنترل = (𝐹(𝑥))𝛾   برای اعداد

𝛾مثبت   > اگر  0 است.  فرض شده   ،γ   مثبت یک عدد صحیح 

به    𝑌كند كه متغیرهای تصادفی  باشد، فرض مقابل لهمن بیان می

بزرگ مانند  دقیق  مقدار  صورت   𝑋متغیرهای مستقل  ی  γترین 

می بهتوزیع  از شوند.  خارج  توزیع  تابع  است  ممکن  مشابه،  طور 

𝐺(𝑥) كنترل به شکل  = 1 − (1 − 𝐹(𝑥))
𝛾   انتخاب شود. در این

، متناظر با حالتی است كه در γحالت، برای عدد صحیح مثبت  

متغیرهای   مقدار    Yآن  كوچکترین  مانند  دقیق  صورت   یγبه 

 شوند. توزیع می Xمتغیرهای مستقل  

توأم    .۳قضیه   احتمال  جرم  ,𝑀0)تابع  𝑀𝑎+1, … , 𝑀𝑏)   تحت

𝐺(𝑥)فرض مقابل لهمن  = (𝐹(𝑥))𝛾 باشد. به صورت زیر می 
𝑃 (𝑀0 = 𝑚0    و  𝑀𝑗 = 𝑚𝑗     , 𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏)= 𝑐1𝑐2𝛾−(𝑏−𝑎+1) ∏ 𝐵 (

𝑗

𝛾
+𝑏−1

𝑗=𝑎

𝑚0 + ∑ 𝑚𝑖 , 𝑚𝑗+1 + 1
𝑗
𝑖=𝑎+1 ) × ∑ (−1)

𝑙𝑚−𝑏
𝑙=0 (

𝑚 − 𝑏
𝑗 )B (

𝑏+𝑙

𝛾
+ 𝑚0 +

∑ 𝑚𝑖
𝑏
𝑖=𝑎+1 , 𝑛 − 𝑚0 − ∑ 𝑚𝑖 + 1𝑏

𝑖=𝑎+1 ), 

 كه 

𝑐1 =
𝑚!

(𝑎 − 1)! (𝑚 − 𝑏)!
 ,    𝑐2

=
𝑛!

𝑚0! (∏ 𝑚𝑗!𝑏
𝑗=𝑎+1 )(𝑛 − 𝑚0 − ∑ 𝑚𝑗

𝑏
𝑗=𝑎+1 )!

 ,         

,B(𝑎و  𝑏)  .تابع بتا تعریف شده است 

لهمن    برهان. مقابل  فرض  كه   G(x) = (𝐹(𝑥))𝛾تحت 

𝐺𝐹−1(𝑥)G(𝐹−1(𝑥)) = 𝑥𝛾  داریم: ( ۲۲گذاری در ) و با جای 

𝑃 (𝑀0 = 𝑚0  و  𝑀𝑗 = 𝑚𝑗   , 𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) 

= ∬ … ∫ 𝑞(𝑢𝑎
𝛾

, 𝑢𝑎+1
𝛾

, … , 𝑢𝑏
𝛾

)𝑓𝑎:𝑏
0≤𝑢𝑎≤𝑢𝑎+1≤⋯≤𝑢𝑏≤1

(𝑢𝑎, 𝑢𝑎+1, … , 𝑢𝑏)𝑑𝑢𝑎𝑑𝑢𝑎+1 … 𝑑𝑢𝑏, 

 آیند  دست مینتایج زیر به ( ۲۱( و ) ۱9كه با توجه به ) 

 
7. Lehmann 
8. Gibbons and Chakraborti 

𝑃 (𝑀0 = 𝑚0    و   𝑀𝑗 = 𝑚𝑗    , 𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) 

9. van der Lann and Chakraborti 
10. Hollander and Wolfe 
11. Balakrishnan and Ng 
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= 𝑐1𝑐2 ∑ (
𝑚 − 𝑏

𝑙
) (−1)𝑙

𝑚−𝑏

𝑙=0

∬ … ∫ 𝑢𝑎
𝑎+𝑚0𝛾−1

0≤𝑢𝑎≤𝑢𝑎+1≤⋯≤𝑢𝑏≤1

× ∏ (𝑢𝑗
𝛾 − 𝑢𝑗−1

𝛾
)

𝑚𝑗
𝑢𝑏

𝑙 (1
𝑏

𝑗=𝑎+1

− 𝑢𝑏
𝛾

)
𝑛−𝑚0−∑ 𝑚𝑖

𝑏
𝑖=𝑎+1 𝑑𝑢𝑎𝑑𝑢𝑎+1 … 𝑑𝑢𝑏. 

تبدیل از  استفاده  با  𝑡  اكنون  = (
𝑢𝑎

𝑢𝑎+1
⁄ )

𝛾
درونی   ترین در 

 :انتگرال، داریم

𝑃 (𝑀0 = 𝑚0    و   𝑀𝑗 = 𝑚𝑗     , 𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) 

= 𝑐1𝑐2 ∑ (
𝑚 − 𝑏

𝑙
) (−1)𝑙

𝑚−𝑏

𝑙=0
∬ … ∫ 𝛾−1𝐵 (

𝑎

𝛾0≤𝑢𝑎≤𝑢𝑎+1≤⋯≤𝑢𝑏≤1

+ 𝑚𝑜, 𝑚𝑎+1 + 1)

× ∏ (𝑢𝑗
𝛾

− 𝑢𝑗−1
𝛾

)
𝑚𝑗

(1

𝑏

𝑗=𝑎+2

− 𝑢𝑏
𝛾

)
𝑛−𝑚𝑜−∑ 𝑚𝑖

𝑏
𝑖=𝑎+1 𝑑𝑢𝑎+1 … 𝑑𝑢𝑏. 

 : به طور مشابه، با استفاده مکرر از تبدیل

  𝑡 = (
𝑢𝑎

𝑢𝑎+1
⁄ )

𝛾
, 𝑗 = 𝑎 + 1, 𝑎 + 2, … , 𝑏 − حاصل   عبارت زیر،  1

 :شودمی

𝑃 (𝑀0 = 𝑚0   و   𝑀𝑗 = 𝑚𝑗   ,    𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) 

=
𝑚! 𝑛!

(𝑎 − 1)! (𝑚 − 𝑏)! 𝑚0! (∏ 𝑚𝑗!𝑏
𝑗=𝑎+1 )(𝑛 − 𝑚0 − ∑ 𝑚𝑗

𝑏
𝑗=𝑎+1 )!

𝛾−(𝑏−𝑎+1) 

 

× ∏ 𝐵 (
𝑗

𝛾
+ 𝑚0 + ∑ 𝑚𝑖

𝑗

𝑖=𝑎+1
, 𝑚𝑗+1 + 1)

𝑏−1

𝑗=𝑎
 

 

× ∑ (−1)𝑙
𝑚−𝑏

𝑙=0
(

𝑚 − 𝑏
𝑗

) 𝐵 (
𝑏 + 𝑙

𝛾
+ 𝑚0

+ ∑ 𝑚𝑖 , 𝑛 − 𝑚0 − ∑ 𝑚𝑖 + 1
𝑏

𝑖=𝑎+1

𝑏

𝑖=𝑎+1
) 

 شود.در نتیجه برهان قضیه كامل می

 اجراتوزیع طول . 5

های اساسی نمودارهای كنترلی ناپارامتری این است  یکی از ضعف

دهند، مستقل نیستند. و بنابر  كه هشدارهایی كه برای رخدادها می

تواند مانند معکوسی ( نمودار نمیARLاین، متوسط طول اجرای ) 

اگرچه، می احتمال هشدارها محاسبه شود.  از از  استفاده  با  توان 

شرطی، یک فرمول دقیق برای توزیع طول اجرا و ی  یک شناسه 

 دست آورد. ها بهمیانگین آن

واضح است كه، تحت شرط   ( ۱7( و ) ۱5) های  در بررسی فرمول 

𝑋𝑎:𝑏 = (𝑥𝑎, 𝑥𝑎+1, … , 𝑥𝑏) = 𝑥𝑎:𝑏 ∈ ℜ𝑏−𝑎+1  مورد زمان   ،

نمونه،  Nانتظار متغیر تصادفی   از  تا زمانی  Yهای  تعدادی  كه  را 

ی یک توزیع هندسی با احتمال ترل، نتیجه یک هشدار خارج از كن

 موفقیت زیر

𝑝 (𝑥𝑎:𝑏) = ∑ 𝑃 (𝑀0(𝑌; 𝑥𝑎:𝑏) = 𝑚0  و 𝑀𝑗(𝑌; 𝑥𝑎:𝑏)

(𝑚0,𝑚𝑎+1,…,𝑚𝑏)∈𝐴

= 𝑚𝑗    , 𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) 

 و تابع جرم احتمال زیر 
(1 − 𝑝(𝑥𝑎:𝑏))(𝑝(𝑥𝑎:𝑏))

𝑘−1
= (𝑝(𝑥𝑎:𝑏))

𝑘−1
− (𝑝(𝑥𝑎:𝑏))

𝑘
,   𝑘 = 1,2, …  . 

 كند. باشد، را تعریف می

 : به صورت زیر است Nبنابر این، توزیع غیرشرطی 

 (۲۳) 𝑃 (𝑁 = 𝑘) = 𝐷(𝑘 − 1) − 𝐷(𝑘), 

 
        (23) 

 و  D(0) = 1كه 

𝐷(𝑘) = 𝐸𝑥𝑎:𝑏
{(𝑝(𝑥𝑎:𝑏))

𝑘
}  ,    𝑘 = 1,2, …  . 
 داریم  ( ۱۸) با استفاده از فرمول    𝑋𝑎:𝑏با تغییر متغیرهای تصادفی  

𝐷 (𝑘) = 𝐸𝑈𝑎:𝑏
{(𝑝(𝑢𝑎:𝑏))

𝑘
} 

= ∬ … ∫ (𝑝(𝑢𝑎:𝑏))
𝑘

0≤𝑢𝑎≤𝑢𝑎+1≤⋯≤𝑢𝑏≤1

𝑓𝑎:𝑏(𝑢𝑎:𝑏)𝑑𝑢𝑎𝑑𝑢𝑎+1 … 𝑑𝑢𝑏, 

,𝑈𝑎)های ترتیبی  تابع چگالی توأم آماره  𝑓𝑎:𝑏  كه 𝑈𝑎+1, … , 𝑈𝑏) 

 است، و  ( ۱9) در 

𝑝 (𝑢𝑎:𝑏) = ∑ 𝑃 (𝑀0(𝑌; 𝑢𝑎:𝑏) = 𝑚0    و   𝑀𝑗(𝑌; 𝑢𝑎:𝑏)

(𝑚0,𝑚𝑎+1,…,𝑚𝑏)∈𝐴

= 𝑚𝑗    , 𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) .  
 عبارت زیر حاصل شده است ، ۲با توجه به برهان قضیه

𝑝(𝑢𝑎:𝑏)

= ∑ 𝑞(𝐺𝐹−1(𝑢𝑎), 𝐺𝐹−1(𝑢𝑎+1), … , 𝐺𝐹−1(𝑢𝑏)),            

(𝑚0,𝑚𝑎+1,…,𝑚𝑏)∈𝐴

 

 تعریف شده است. ( ۲۱) در  qكه 

از بحث قبلی، نتایج كلی زیر، توزیع طول اجرا و میانگین نمودار 

 شود.كنترلی حاصل می 

زمان مورد انتظار طول اجرای یک نمودار    Nفرض كنید    .۴قضیه

سیگنال  كه  تصادفی كنترلی  بردار  هنگام  به  هشدار  آن،  های 
(𝑀0, 𝑀𝑎+1, … , 𝑀𝑏)  ، مجموعه از  خارج  مقادیر   با 

𝐴 ⊆ {0,1,2, … }𝑏−𝑎 اگر گاه باشد. آن 

𝑄(𝑣𝑎, 𝑣𝑎+1, … , 𝑣𝑏) = ∑ 𝑞(𝑣𝑎 , 𝑣𝑎+1, … , 𝑣𝑏),
(𝑚0,𝑚𝑎+1,…,𝑚𝑏)∈𝐴

 

 سپس:  

(a)   روی احتمال  جرم  از    Nتابع  است  عبارت 
𝑃(𝑁 = 𝑘) = 𝐷(𝑘 − 1) −  𝐷(𝑘), 𝑘 = 1,2, با    …

𝐷(0) =  و 1
𝐷(𝑘)

= ∬ … ∫
(𝑄𝑘(𝐺𝐹−1(𝑢𝑎), 𝐺𝐹−1(𝑢𝑎+1), … , 𝐺𝐹−1(𝑢𝑏)))

𝑓𝑎:𝑏(𝑢𝑎, 𝑢𝑎+1, … , 𝑢𝑏)𝑑𝑢𝑎𝑑𝑢𝑎+1 … 𝑑𝑢𝑏;0≤𝑢𝑎≤𝑢𝑎+1≤⋯≤𝑢𝑏≤1
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(b)   اجرا طول  𝐴𝑅𝐿متوسط  = 𝐸(𝑁)    زیر صورت  به 

 شود:بیان می
𝐴𝑅𝐿

= ∑ 𝐷(𝑘)

∞

𝑘=0

= ∬ … ∫
1

1 − 𝑄(𝐺𝐹−1(𝑢𝑎), 𝐺𝐹−1(𝑢𝑎+1), … , 𝐺𝐹−1(𝑢𝑏))0≤𝑢𝑎≤𝑢𝑎+1≤⋯≤𝑢𝑏≤1

 

× 𝑓𝑎:𝑏(𝑢𝑎, 𝑢𝑎+1, … , 𝑢𝑏)𝑑𝑢𝑎𝑑𝑢𝑎+1 … 𝑑𝑢𝑏. (25) 
 

به آسانی از    ( b) قبلاً اثبات شده است. قسمت    ( a) قسمت    .برهان

 شود:فرمول شناخته شده زیر نتیجه می 

𝐸(𝑁) = ∑ 𝑃(𝑁 > 𝑘) = 𝐸𝑈𝑎:𝑏
(∑ 𝑝𝑘

∞

𝑘=0
(𝑈𝑎:𝑏))

∞

𝑘=0

= 𝐸𝑈𝑎:𝑏
(

1

1 − 𝑝(𝑈𝑎:𝑏)
) . 

 ( را با قرار دادن𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛توزیع متوسط طول اجرای تحت كنترل )

𝐺 = 𝐹 توان به صورت زیر نوشت: می 

 (۲۶) 𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛

= ∬ … ∫

1

1 − 𝑄(𝑢𝑎, 𝑢𝑎+1, … , 𝑢𝑏)

𝑓𝑎:𝑏(𝑢𝑎, 𝑢𝑎+1, … , 𝑢𝑏)𝑑𝑢𝑎𝑑𝑢𝑎+1 … 𝑑𝑢𝑏 .0≤𝑢𝑎≤𝑢𝑎+1≤⋯≤𝑢𝑏≤1

 

می طورمشابه،  كنترل به  از  خارج  اجرای  طول  متوسط  توان 

(𝐴𝑅𝐿𝑜𝑢𝑡هم كنترل  (،  تحت  توزیع  از    Fچنین  خارج  توزیع  و 

بینی كرد. زمانی كه توزیع خارج از كنترل، یک  را پیش  Gكنترل  

كنترل   تحت  توزیع  از  لهمن  مقابل  شکل ،  Fفرض   به 

𝐺(𝑥) = (𝐹(𝑥))
𝛾

 گاه داریم: است، آن 

(۲7 ) 𝐴𝑅𝐿𝑜𝑢𝑡 = ∬ … ∫

1

1 − 𝑄(𝑢𝑎
𝛾

, 𝑢𝑎+1
𝛾

, … , 𝑢𝑏
𝛾

)

𝑓𝑎:𝑏(𝑢𝑎 , 𝑢𝑎+1, … , 𝑢𝑏)𝑑𝑢𝑎𝑑𝑢𝑎+1 … 𝑑𝑢𝑏 .0≤𝑢𝑎≤𝑢𝑎+1≤⋯𝑢𝑏≤1

 

 های پژوهش یافته .6

قبلیدر   یک  بخش  شوهارتی  جدید  كنترلی  متغیره  نمودارهای 

این   در  ما  حال  شدند،  از،    بخشمعرفی  استفاده  با  داریم  قصد 

مثال جدول  و  ) ها  كنترلی  نمودارهای  عملکرد    R  ،Nهای عددی 

نمودار  Wو عملکرد  كه  دهیم  نشان  و  كنیم  مقایسه  هم  با  را   )

)   Wكنترلی   كنترلی  نمودار  دو  با  مقایسه  دیگر  Nو  Rدر  و   )

ی نمودارهای  جا كه یک روش مقایسه نمودارها بهتر است. از آن

( مشترک یا متوسط FARكنترلی استفاده از نرخ هشدار غلط ) 

( كنترل  تحت  اجرای  و  𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛طول  مشترک  آزمودن (  سپس 

)نرخ هشدار  آنARهای  است(  با  ها  اول،  بخش  در  این،  بنابر   .

مثال  از  مقایسهاستفاده  به  عددی،  كنترلی  های  نمودارهای  ی 

می به  پرداخته  بعدی  بخش  دو  در  سپس  و نتیجهشود،  گیری 

 پردازیم.نهاد میی پیشارائه

 های عددی مثال. 7

اثر   با آزمودن عددی،  این بخش  و  در  نمودارهای كنترلی جدید 

استواری آنویژگی را در هر دو موقعیت تحت كنترل و های  ها، 

( AR، نرخ هشدار ) ۳دهیم. در جدول  خارج از كنترل، نشان می

های مختلف، نشان داده شده است. nو    mسه نمودار كنترلی با  

كه نرخ هشدار  برای زمانی  wو  a  ،b  ،𝑟0  ،r،   kپارامترهای طرح  

اند. سپس مقادیر  (، انتخاب شدهFAR=    ۰5/۰است )   ۰5/۰غلط  

 ( برای  ARنرخ هشدار  از   γ=    ۲/۱،  ۴/۱و  ۸/۱(  با استفاده  همه 

 اند.دست آمدهبه بخش قبلیدر  ۳قضیه

آزاد  ،۳در جدول   )برای    -نمودار كنترلی  توزیع نشان داده شده 

( یک ARپارامترهای انتخابی مناسب( مشابه عملکرد نرخ هشدار ) 

 ( غلط  هشدار  میزان  FARنرخ  به  مشترک  مشاهده  ۰5/۰(  را   ،

توجه این پس،  از  به همین دلیل  از  كردیم.  یکی  به  را فقط  مان 

ر، نمودار مجموع كنیم. به عبارت دیگها )نمودارها( محدود میآن

ویلکاكسونرتبه تحت ای  دیگر،  كنترلی  نمودار  دو  در  زیرا  گونه، 

های پارامترهای طرح مناسب، تقریباً نتایج به دست آمده  انتخاب

  Wنمودار   ( FAR) نرخ هشدار غلط    ،۴با هم برابرند. در جدول  

انتخاب با  و  طرح  چندین  پارامترهای   برای  مختلف 

𝑚, n, a, b, w, r0     توسط  ی آنكه محاسبه انجام   ۱ی  قضیه ها 

 شده است، نشان داده شده است. 
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)  سه نمودار كنترلی با  ARمقایسه. ۳جدول 
1

8
γو    =

1

2
,

1

4
 = FAR  ۰/ ۰5و   (

 

 

,𝑚 )با استفاده از شش پارامتر  ،۴در جدول   𝑛, 𝑎, 𝑏, 𝑤, r0)   

داشتن  (، با ثابت نگهWدر این نمودار انعطاف پذیر )نمودار كنترلی  

ترین انتخاب بعضی از پارامترها و سپس پیش بینی كردن بهینه

ها ها، یا جستجوی فرض مقابل، یک تركیب قابل قبولی از آنآن

توان به دست آورد. به عنوان  را می  باشد،كه مناسب نیازهای ما می

نمونه از  اگر  اندازهمثال،  با  مرجع  نمونهm = 200ی  ی  های ، 

اندازه با  نرخ هشدار غلط n = 25ی  آزمون  و  انتخاب كنیم  را   ، 

  (FAR )   0/05آن بگیریم،  نظر  در  دست را  به  زیر  نتایج  گاه 

 آیند: می

نمونه • در  مشاهدهاگر  انتخابی  آزمون   ها، ی 

۱9=a،۲۲b=   ،۸۱  𝑤 𝑟0  ۸و    = . را در نظر بگیریم،  =

) آن غلط  هشدار  نرخ  با FARگاه  است  برابر   ) 

 (۰۴۶۴/۰ FAR =یا ،) 

 
 

 

 

 



 ۲۸۴    گونههای ویلکاكسون های مجموع رتبهها و آمارهنمودارهای كنترلی ناپارامتری بر اساس گردش 

 www.pqprc.ir  نشریه مهندسی و مدیریت کیفیت

 های هشدار غلط برای طرح داده شده. . نرخ ۴جدول 

 

نمونه • در  انتخابی  اگر  آزمون   ها، مشاهدهی 

۳۳=a،۳۶b=   ،۱۴  𝑤 𝑟0  ۱۶و    = در نظر بگیریم،    را.  =

) آن غلط  هشدار  نرخ  با ( FARگاه  است   برابر 

 (۰۴۶۸/۰ FAR = ). 

درباره • مفیدی  كنترلی اطلاعات  نمودارهای  كارایی  ی 

جدول   از  فرض  5ناپارامتری  حالت  مقابل  برای  های 

می دست  به  هشدار  آید.لهمن  نرخ  جدول،  این  در 

 (AR  برای چندین انتخاب پارامترهای طرح )m, n, 

a, b, w, r0    و پارامتر تغییرγ > ، محاسبه و نشان 0

واقع همه های نشان داده  ی طرحداده شده است. در 

تغییرهای    ۴ی جدول  شده به  بردن  پی  قابلیت  برای 

شده آزمایش  كنترل،  تحت  از  توزیع  این،  بنابر  اند. 

 mبرای حالتی كه    ،5مقادیر گزارش شده در جدول  

= 200  ،n = 25   طرح متناظر    و با انتخاب پارامترهای

𝑟0  ۸  و  a = 19  ،b = 22  ،w = 81با    نرخ =  ،

در   ( ARهشدار) تغییر  به  بردن  پی  برای  بهینه 

زمانی فرض لهمن  مقابل  γكه  های  =
1

3
با   برابر   ،

۸۸۶۸/۰   (۸۸۶۸/۰AR=و زمانی )  كهγ =
1

5
، برابر با  

9977/۰  (9977 /۰AR= ) .است  
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یک روش مقایسه دو نمودار كنترلی مختلف، استفاده  

مشترک یا متوسط طول   ( FAR) از نرخ هشدار غلط  

( كنترل  تحت  آزمودن 𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛اجرای  سپس  و   )

هشدار) نرخ آنARهای  می(  نتیجه  در  است.  توان، ها 

آزادكارایی   كنترلی  پیش  -نمودار  را  توزیع  شده  نهاد 

نرخ هشدار غلط ۶مقایسه كرد. در جدول  ، سه سطح 

 (FAR )    پارامترهای  nو    mمختلف و چندین مقدار 
 بررسی شده است.

 ( برای طرح داده شده. ARهای هشدار ) نرخ  .5دول ج
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𝛾 ۰/ ۴و  ۰/ ۲( مشترک )FARنمودارهای كنترلی با نرخ هشدار غلط ) ARمقایسه   .6جدول  =.) 
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 مشترک.  (𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛)نمودارهای کنترلی با متوسط طول اجرای تحت کنترل   (ARمقایسه نرخ هشدار)   .7جدول 

 

 
𝛾  ۰/ 5( شامل مقادیر به دست آمده به ترتیب برای ARی نرخ هشدار )هر خانه 𝛾 ۰/ ۲و =  باشد. می =
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 . مشترک (𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛)  ( نمودارهای كنترلی با متوسط طول اجرای تحت كنترل𝐴𝑅𝐿𝑜𝑢𝑡مقایسه متوسط طول اجرای خارج از كنترل ) .8جدول 

 
 )خارج از كنترل(.  ۱)تحت كنترل( و  ۲به ترتیب، نمایی با میانگین برابر های اساسی: توزیع

قضیه   به  توجه  با  انتخاب،  هر  نمودار    ۱برای  طرح  پارامترهای 

 اند از:كنترلی جدید كه عبارت

  𝐿𝐶𝐿 = 𝑋𝑎:𝑚, 𝑈𝐶𝐿 = 𝑋𝑏:𝑚, 𝑤 و 𝑟𝑜شده تا حاصل  اند. 

نرخ هشدار غلط  آن نمودار  ( FAR) جایی كه  گیری نتیجه   دقیق 

خواسته شده    ( FAR) شده در صورت امکان به نرخ هشدار غلط  

شود. از   نزدیک  نرخ   ،۳قضیه  سپس  مقادیر  عددی  براورد  برای 

، تحت دو مورد خاص فرض مقابل لهمن متناظر با ( AR) هشدار  

۲/۰  𝛾 γ  ۴/۰و    =  ۶جدولاستفاده شده است . این نتایج در    =

جدید   عنوان  جمع( NEW) تحت  شده،  عنوان بندی  تحت   اند. 

K-T-Bرا نشان   ۱۲، نتایج متناظر نمودار بالاكریشنان و همکاران

و نرخ    n, m   های پارامتر مشابه برای . تاكنون انتخاب[8]دادیم  

طور كه به كار برده شده است، را مورد همان  ( FAR)  هشدار غلط

از  دوباره  به وضوح  از جدول  این قسمت  دادیم، كه  قرار  بررسی 

دهد كه تحت نرخ نشان می  ۶  جدول  ایجاد شده است.  ۴جدول  

عملکرد نمودار كنترلی جدید بهتر    مشترک،  ( FAR) هشدار غلط  

 (AR) است. به عبارت دیگر، مقادیر نرخ هشدار     B-T-Kاز نمودار

ی موارد بررسی شده است. به عنوان مثال، با استفاده از در همه

 با اندازه    های آزمون، نمونه= m  5۰۰ی مرجع با اندازه  یک نمونه

5n =    ۰۰۲7/۰و برای یک نرخ هشدار غلط   (۰۰۲7/۰FAR = ،)

)نرخ هشدار  بهARهای  آمده(  نمودار  دست   برای   ،B-T-Kی 

  (۲/۰  γ =  )۴/۰  γ ) عبارت  = از:  در ۱۱97/۰(  5۱۱۶/۰اند   ،

نرخحالی ) كه  هشدار  كنترلی  ARهای  نمودار  متناظر   )W    به

 .۲۰۸9/۰( ۶۳95/۰ترتیب برابر است با ) 

 
17. Balakrishnan et al 

داشتن متوسط طول  نمودارهای كنترلی را با ثابت نگهحال كارایی   

( مشترک و سپس ارزیابی نرخ هشدار ARLinاجرای تحت كنترل )

 (AR ) های مقابل نوع لهمن خارج از كنترل را مربوطه برای فرض

( نمودار AR، مقادیر نرخ هشدار ) 7كنیم. در جدول  مقایسه می 

B-T-K  پیش ناپارامتری  كنترلی  نمودار  شده و   و   5/۰با    نهاد 

۲/۰= γ  ،۱۱    7و =𝑛  ،۲۰۰    ۱۰۰و =𝑚  ،5۰۰  متوسط طول   =  ۳7۰و

نشان داده شده است. پارامترهای  (،  𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛اجرای تحت كنترل )

𝐿𝐶𝐿طرح   = 𝑋𝑎:𝑚, 𝑈𝐶𝐿 = 𝑋𝑏:𝑚, 𝑤, 𝑟0،    فرمول به  توجه  با 

تا آن، تعیین شده ( 26)  جایی كه متوسط طول اجرای تحت اند، 

نزدیک شود، 𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛كنترل ) به مقدار هدف  امکان  ( در صورت 

جدول هم مقادیر  نموداركنترلی    ، 7چنین  این    Wبرتری  تحت 

 دهند. شرح مختصر را نشان می

نهاد به عنوان یک تحلیل نهایی، كارایی نمودارهای كنترلی پیش

خانواد یک  استاندارد  حالت  در  را  توزیعهشده  از  پارامتری  ها،  ی 

كنیم كه فرایند تحت كنیم. برای این منظور، فرض میبررسی می

باشد، هنگامی كه توزیع  می  ۲كنترل یک توزیع نمایی با میانگین  

  است. در جدول   ۱خارج از كنترل دارای توزیع نمایی با میانگین  

نمودار    (𝐴𝑅𝐿𝑜𝑢𝑡)  ، مقادیر متوسط طول اجرای خارج از كنترل ۸

B-T-K    نمودار برای    -آزاد  Wو   و m =  ،۱۱  ۱۰۰و  5۰۰توزیع 

 n = 5  )۳7۰و    5۰۰و دو مقدار ویژه )مشترک  𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛 نشان   ،=

پارامترهای   است.  شده   ، LCL= 𝑋𝑎:𝑚طرح  داده 

UCL=  𝑋𝑏:𝑚 ،w     و𝑟0 ( ۲۶، همه با توجه به فرمول )   به دست
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آنآمده تا  كه  اند.  كنترلجایی  تحت  اجرای  طول    متوسط 
(𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛)  شود. در صورت امکان به مقدار هدف نزدیک 

چنین  ترین معیار كارایی نمودارهای كنترلی و همجا كه مهماز آن

ها با یکدیگر متوسط طول اجرا  ی آنترین معیار برای مقایسه مهم

 (ARL است. متوسط طول اجرا در حالت كنترل عبارت از تعداد )

ی اولین حالت خارج از های گرفته شده از فرایند تا مشاهدهنهنمو

برای حالت   ARLكنترل است. به همین دلیل مقدارهای بزرگ  

تحت كنترل مطلوب است، و برعکس برای حالت خارج از كنترل 

های خارج از كنترل  حالت  مطلوب است تا  ARLمقادیر كوچک  

جه به مقادیر متوسط به سرعت كشف و اعلام شود. بنابر این، با تو

( نشان داده شده در جدول 𝐴𝑅𝐿𝑜𝑢𝑡طول اجرای خارج از كنترل )

 شود.ثابت می W، به وضوح برتری نمودار كنترلی ۸

 گیری بحث و نتیجه. 8

متغیره ناپارامتری  ، نمودارهای كنترلی شووهارتی یکمقالهدر این  

عددی عملکرد های  مثال  ها ومعرفی شوودند. با اسووتفاده از جدول 

( مشووترک و  FARنمودارهای كنترلی توسووط نرخ هشوودار غلط ) 

هوا، بوه این نتیجوه ( آنARسوووپس آزمون كردن نرخ هشووودار ) 

( FARرسووویودیم كوه در نمودار كنترلی بوا نرخ هشووودار غلط ) 

( كوارایی نمودار كنترلی  ARمشوووترک، بوا افزایش نرخ هشووودار ) 

متوسط طول اجرای چنین با مقایسوه مقادیر شوود و همتر میبیش

( نمودارهای كنترلی با متوسوووط طول 𝐴𝑅𝐿𝑜𝑢𝑡خارج از كنترل ) 

( مشوووترک، بوا معلوم بودن توزیع  𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛اجرای تحوت كنترل ) 

)نموایی(، بوه این نتیجوه رسووویودیم كوه بوا توجوه بوه مقوادیر كوچوک 

  W( نمودار كنترلی  ARLخوارج از كنترل متوسوووط طول اجرا ) 

كنترل مقوادیر كوچوک متوسوووط طول اجرا  )برای حوالوت خوارج از  

 (ARLمطلوب اسوووت تا حالت ) های خارج از كنترل به سووورعت

(،  B-T-Kكشووف و اعلام شووود( در مقایسووه با دیگر نمودارها ) 

 .است دارای مزیت و برتری  Wگردد كه نمودار كنترلی  میآشکار 

 گزاریسپاس . 9

 پژوهشی  محترم  معاونت مالی و معنوی  حمایت با پژوهش این

 پذیرفته  انجام كیفیت پژوهشی هسته از طباطبایی علامه دانشگاه

 .است
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Abstract: In this article, we introduce three new distribution-free Shewhart-type control 

charts that exploit run and Wilcoxon-type rank-sum statistics to detect possible shifts of a 

monitored process is introduced. Exact formulae for the alarm rate, the run length 

distribution, and the average run length (ARL) are all derived. A key advantage of these 

charts is that, due to their nonparametric nature, the false alarm rate (FAR) and in-control run 

length distribution is the same for all continuous process distributions. Tables are provided 

for the implementation of the charts for some typical FAR values. Furthermore, a numerical 

study carrited out reveals that the new charts are quite flexible and efficient in detecting shifts 

to Lehmann-type out-of-control situations. 

 

 Keywords: Statistical Process Control (SPC), Control Charts, Parametric Control Charts, 

Distribution-Free Control Charts, Average Run Length (ARL), Exceedance Statistics. 

1- Introduction 

In today's competitive world, quality is the most important factor in advancing the goals of 

organizations. Today, quality is known as a business strategy, and the title of industrial giant 

is not for countries with mass production, but for countries with industrial growth indicators 

(possibility of offering higher quality products, supply of products to international markets, 

and the ability to offer products at a lower price). is applied [7]. Achieving industrial growth 

indicators is dependent on the use of modern human knowledge and technological growth, 

and countries that are aware of the competitive situation have accepted continuous 

optimization of their systems (processes and products) as a basic principle and focus more 

have focused on optimizing systems [1]. 

The basis of statistical quality control charts was established by Shewhart in 1924 to control 

important changes in the production process and was published in the form of an article in 

1925. This diagram is considered as the emergence of statistical process control. This method 

was one of the first methods of quality assurance in construction activities that was introduced 

in modern industry. Charts and control limits are designed so that if the current performance 

is not very different from the normal performance, the value of the statistic calculated from 

the current data is within the control limits. If the current performance is significantly 

different from the normal performance, then the statistical finding is outside the control 

limits, and this situation is considered as an out-of-control situation. In statistical process 

control theory, an out-of-control condition is usually caused by identifiable causes, or 

reasoned deviations, such as sudden changes in input materials, equipment failure or 

malfunction, change of users, etc. In this case, production is usually stopped and research is 

mailto:saghi1862@yahoo.com
mailto:bamenimoghadam@atu.ac.ir
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started to find and eliminate identifiable causes [6]. Due to the importance of using control 

charts, there are many control charts available for univariate cases, i.e. when there is only 

one output variable to control and monitor. In most control charts, the distribution is usually 

assumed to be normal, and almost all functional analysis in the literature also assumes that 

the observations are drawn from a normal distribution. . However, most of the process data 

does not have a normal distribution, and therefore the stability and resistance of control charts 

to this assumption has always been a main issue of the statistical process. Researchers' 

findings show that some control charts are strongly affected by abnormal observations [5]. 

One of these methods is the non-parametric (free-distribution) Schohart control chart 

methods. Free-distribution control charts are less well-known and rarely referred to in 

specialized books. Nevertheless, control charts without distribution have many advantages 

and in some cases are even more efficient than other charts [4]. 

In this research, three new types of Shewharty's non-parametric control charts (R, N and W) 

are introduced, which use Wilcoxon-type total rank statistics and rotations to find out the 

possible changes of a process. Then, by comparing these three control charts, we come to the 

conclusion that the efficiency of the control chart corresponding to the W statistic is higher 

compared to the other two control charts (R and N), and finally, the superiority of the W 

control chart in process monitoring is shown. 

2- Research Method 

In this research, three types of new free-distribution control charts are introduced. The 

mentioned charts are used to create suitable control limits, corresponding to the ordinal 

statistics of a reference sample, and then to determine whether the process is under control 

or not, the number of circulations or the basic-rank statistics of the test sample observations 

are placed between the control limits. they take. The first control chart (R) is used for the 

maximum length of the observations of the test sample in the combined sample. While the 

second control chart (N) counts the number of cycles of observations of the test sample whose 

length exceeds a certain predetermined value of k. Finally, the third control chart (W) 

calculates the sum of the ranks of the test sample observations that fall between the control 

limits. 

3- Three new distribution-free control charts 

Traditionally, the control limits of a distribution-free control chart are established from a 

reference sample drawn from a process which is in-control. Let us then denote by  

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑚a random sample of size m from the in-control(cumulative) distribution 

𝐹𝑋(𝑥) = 𝐹(𝑥) and assume that two specific order statistics, say 𝑋𝑎:𝑚,  𝑋𝑏:𝑚 are used as 

control limits, viz., 

𝐿𝐶𝐿 = 𝑋𝑎:𝑚           ,       𝑈𝐶𝐿 = 𝑋𝑏:𝑚            (1 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ 𝑚 ) (1) 

The parameters a, b are design parameters of the chart and their determination is traditionally 

achieved through two different approaches. The first one requires a specific FAR to be 

achieved while the second maintains a pre-specified in-control average run length (ARL) 

value (𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛), such as 370 or 500.It is good to note here that thein-control ARL for a 

distribution-free control chart is the same for all (in-control) continuous distributions. 

The test statistics used in this article are defined as follows: 
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(a) runs of the Y-observations that fall with in the control limits LCL, UCL, 

(b) the ranks of the Y-observations that fall with in the control limits LCL, UCL. 

Under the null hypothesis 𝐻0: 𝐹 = 𝐺. the number of test sample observations 𝑌𝑗  that fall 

between successive X-observations should not attain“extreme”values,with extremes being 

determined based on the proportion n/m. With this in mind, two plausible test statistics that 

could be used for deciding whether the process is in-control are as follows: 

the maximum run length of Y-observations that occur between the control limits, 

the number of runs of Y-observations (between the control limits) whose length exceeds a 

pre-specified level k. 

let us denote by 𝑀𝑖 , 𝑖 = 1,2, … 𝑚 .If the test sample observations 𝑌𝑗  that fall between the  

(i − 1)-th and i-th order statistics of the X-sample (with the convention that 

(𝑋(0) = −∞).Clearly, 𝑀𝑖. provide the lengths of runs of Y-observations between successive 

X-observations. Then, according to the three mentioned statistics, it can be written: 

𝑅 = 𝑚𝑎𝑥(𝑀𝑎+1, 𝑀𝑎+2, … , 𝑀𝑏),  

𝑁𝑘    = |{𝑀𝑖: 𝑎 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑏, 𝑀𝑖 ≥ 𝑘}|, (2 )  

W = ∑ Wi.
b
i=a+1    

(k is an additional integer-valued design parameter) where Wi denotes the sum of the ranks 

of the Y-observations falling between X(i−1) and X(i).  

 

Table 1-Design parameters for the three charts with FAR _0.10. 

𝑅 − 𝑐ℎ𝑎𝑟𝑡 𝑁 − 𝑐ℎ𝑎𝑟𝑡 𝑊 − 𝑐ℎ𝑎𝑟𝑡 

𝑎 𝑏 𝑟0 𝑟 𝐹𝐴𝑅   𝑎 𝑏 𝑟0 𝑟1 𝑘 𝐹𝐴𝑅   𝑎 𝑏 𝑟0 𝑤 𝐹𝐴𝑅   
1 4 1 2 0.0989 3 6 2 0 2 0.0979 1 4 4 10 0.0919 

 

Table 2- Reference and test samples 

 
 

and performing some algebraic manipulations, we obtain the expression 

𝑊 =
1

2
(∑ 𝑀𝑖

𝑏
𝑖=𝑎+1 )

2
+∑ 𝑖𝑀𝑖 + (𝑀0 + 𝑎 −

3

2
) ∑ 𝑀𝑖 .   

𝑏
𝑖=𝑎+1

𝑏
𝑖=𝑎+1  (3) 

Where 𝑀0 = ∑ 𝑀𝑖
𝑎
𝑖=1 ، denotes the number of observations of the Y-sample before LCL. 

When the statistic R is being used, the process will be declared to be in-control if the 

following two conditions hold true: 

𝑅 ≤ 𝑟    ,   𝑀0 ≤ 𝑟0 (4) 

With r, 𝑟0 being the design parameters of the control chart. In a similar vein, when the test 

statistic 𝑁𝑘 is being used, the process will be declared to be in-control, if the following two 

conditions hold true: 

𝑁𝑘 ≤ 𝑟1      ,      𝑀0 ≤ 𝑟0    (5) 
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Finally, if the Wilcoxon-type rank-sum statistic W is used to monitor the process, the process 

will be declared to be in-control if the following two conditions hold true: 

𝑊 ≤ 𝑤    ,     𝑀0 ≤ 𝑟0 (6) 

With  𝑤, 𝑟0 being he design parameters of this chart. With respect to this chart, it is worth 

mentioning that the largest possible value of W occurs when all the Y-observations fall in the 

interval  (𝑋𝑏−1:𝑚 , 𝑋𝑏:𝑚); in this case, their ranks are  (𝑏 − 1) + 𝑗, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 with the 

corresponding rank-sum statistic becoming. 

𝑛(𝑏 − 1) + ∑ 𝑗

𝑛

𝑗=1

=
𝑛(𝑛 + 2𝑏 − 1)

2
. (7) 

Obviously, the smallest possible value of W is zero (attained when no Y-observation falls 

between LCL and UCL), and consequently the support of the distribution of W is 

 

𝑅𝑊 = {0,1, … ,
𝑛(𝑛 + 2𝑏 − 1)

2
} (8) 

Before closing this section, we shall present an example to illustrate the basic principles of 

the proposed nonparametric control charts. Suppose we wish to establish distribution-free 

control charts based on a reference sample of size m=10 and test samples of size n=4. In 

Table 1, we have presented a choice for the design parameters for each of the three control 

charts described earlier that guarantees an FAR of 10% (FAR ≤0.10). 

 In order to demonstrate how these control charts perform, let us consider the case in which 

the in-control observations come from a uniform distribution on (0, 1); (i.e., 𝐹(𝑥) = 𝑥, 0 <

𝑥 < 1.) The first two rows of Table 2 present the simulated reference sample (in ascending 

order), using which we obtain the control limits as  

R-chart: 𝐿𝐶𝐿 = 𝑋1:10,    𝑈𝐶𝐿 = 𝑋4:10, 

N-chart: 𝐿𝐶𝐿 = 𝑋3:10,    𝑈𝐶𝐿 = 𝑋6:10 

W-chart: 𝐿𝐶𝐿 = 𝑋1:10,     𝑈𝐶𝐿 = 𝑋4:10. 

After the collection of the reference sample, if the process continues to remain in-control, the 

test samples of size n =4 will also come from a uniform distribution in the interval (0,1). One 

such sample has been generated and is presented in the third row of Table 2. The m + n = 14 

observations of the combined ordered (X, Y) sample yields the sequence.  

𝑋 𝑋 𝑌 𝑋 𝑋 𝑌 𝑋 𝑌 𝑋 𝑌 𝑋 𝑋 𝑋 𝑋                         

resulting in the exceedance statistics 𝑀𝑖s to be 

𝑀1 = 0,  𝑀2 = 0, 𝑀3 = 1,  𝑀4 = 0, 𝑀5 = 1, 𝑀6 = 1, 𝑀7 = 1, 𝑀8 = 0, 𝑀9 = 0, 𝑀10 = 0.   

If the R-chart is used, we find. 

R = 𝑚𝑎𝑥(𝑀2, 𝑀3, 𝑀4) = 1,  

and since 𝑅 ≤ 2 = 𝑀0     و      1 = 𝑀1 = 0 ≤ 1 = 𝑟0,    

we conclude that the process is in-control. Likewise, if the N-chart is used, we find 

𝑁2 = |{𝑀𝑖: 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑀𝑖 و 6 ≥ 2}| = 0,  

and since 

𝑁2 ≤ 0 = 𝑟1  و   𝑀0 = ∑ 𝑀𝑖 = 1 ≤ 2 = 𝑟0,   3
𝑖=1   

 

3. Exact in-control distributions of the statistics 

Suppose m is a sample, 𝑋1, 𝑋2, …,𝑋𝑚  came from the in-control distribution  

 𝐹𝑋(𝑥) = 𝐹(𝑥) and n a new test sample 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛 came from distribution 

 𝐹𝑌(𝑥) = 𝐺(𝑥).It s evident that the exact distribution of the statistics R and 𝑁𝑘can bsample. 

Thus, 𝑀 = 𝑚𝑎𝑥(𝑀1, 𝑀2, … , 𝑀𝑟) and its distribution, under the null hypothe 
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4- Out-of-control distributions of the statistics 

Let us now assume that the observations 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛 of the test sample come from a 

continuous distribution 𝐺(𝑥). In order to state our formulas in a general form, we express the 

probability that the rule does not signal an alarm as  

𝑝(𝑚, 𝑛, 𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝐹, 𝐺) = ∑ 𝑃(𝑀0 = 𝑚0 و  𝑀𝑗 = 𝑚𝑗        𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏),(𝑚0,𝑚𝑎+1,…,𝑚𝑏)∈𝐴  (9) 

where c is a vector of constants that should be determined so that the rule meets some 

requirements (e.g., a pre-specified FAR or in-control ARL) and A is the space where the 

values of the random vector (𝑀0, 𝑀𝑎+1, 𝑀𝑎+2, … , 𝑀𝑏)، should be in order for the control chart 

not to issue an alarm It is clear that the FAR is the complement of p(m, n, a, b; c; F, G) for 

the special case when G = F, i.e., 

𝐹𝐴𝑅 = 1 − 𝑝(𝑚, 𝑛, 𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝐹; 𝐹) (10) 

Let us now consider the general case when the X- and Y-observations do not follow the same 

distribution. In view of (10) all we need is an exact formula for the summands on the RHS 

of (10). For notational convenience, let us denote the random vector (𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛) by Y, the 

ordered X-sample extending from the a-th  to b-th order statistics by 𝑋𝑎:𝑏 ,i.e., 

𝑋𝑎:𝑏 = (𝑋𝑎:𝑚, 𝑋𝑎+1:𝑚, … , 𝑋𝑏:𝑚) and 𝑈𝑎:𝑏 for the corresponding uniform order statistics from 

a random sample of size m. Then: 

p =(𝑀0(𝑌; 𝑋𝑎:𝑏) = 𝑚0   و   𝑀𝑗(𝑌; 𝑋𝑎:𝑏) = 𝑚𝑗     𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) (11) 

which, upon using the fact that 

𝐹(𝑋𝑎:𝑏) = (𝐹(𝑋𝑎:𝑚), 𝐹(𝑋𝑎+1:𝑚), … , 𝐹(𝑋𝑏:𝑚)) = (𝑈𝑎:𝑚, 𝑈𝑎+1:𝑚, … , 𝑈𝑏:𝑚) = 𝑈𝑎;𝑏     

 

leads to the equivalent expression 

𝑝 = 𝑃(𝑀0(𝐹(𝑌); 𝑈𝑎:𝑏) = 𝑚0 و  𝑀𝑗(𝐹(𝑌); 𝑈𝑎:𝑏) = 𝑚𝑗  , 𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏) (12) 

Since the joint density function of 𝑼𝒂:𝒃is 

𝑓𝑎:𝑏(𝑢𝑎, 𝑢𝑎+1, … , 𝑢𝑏) = 𝑓𝑎:𝑏(𝑈𝑎:𝑏)  

=
𝑚!

(𝑎−1)!(𝑚−𝑏)!
(𝑢𝑎)𝑎−1(1 − 𝑢𝑏)𝑚−𝑏, 0≤ 𝑢𝑎 ≤ 𝑢𝑎+1 ≤ ⋯ ≤ 𝑢𝑏 ≤  1      (13) 

5. Run length distribution 

One inherent  weakness  of  the  nonparametric  control  charts  is  that  the  signaling  events  are 

not  independent  and  therefore  the ARL of the  chart  cannot  be  calculated  as  the  reciprocal  of  

the  signaling  probability. However, one can make use of an appropriate conditioning 

argument to establish a formula for the exact run length distribution and its mean.  

In view of (9) and (11) it is clear that, under the condition 𝑋𝑎:𝑏 = (𝑥𝑎, 𝑥𝑎+1, … , 𝑥𝑏) = 𝑥𝑎:𝑏 ∈

ℜ𝑏−𝑎+1 the waiting time random variable N which describes the number of Y-samples until 

an out-of-control alarm issued follows a geometric distribution with success probability 

𝑝 (𝑥𝑎:𝑏) = ∑ 𝑃(𝑀0(𝑌; 𝑥𝑎:𝑏) = 𝑚0    و   𝑀𝑗(𝑌; 𝑥𝑎:𝑏) = 𝑚𝑗    , 𝑎 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏)(𝑚0,𝑚𝑎+1,…,𝑚𝑏)∈𝐴   

 

and probability mass function  

(1 − 𝑝(𝑥𝑎:𝑏))(𝑝(𝑥𝑎:𝑏))
𝑘−1

= (𝑝(𝑥𝑎:𝑏))
𝑘−1

− (𝑝(𝑥𝑎:𝑏))
𝑘

,    𝑘 = 1,2, …  .  

Consequently, the unconditional distribution of N may be expressed as 
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𝑃 (𝑁 = 𝑘) = 𝐷(𝑘 − 1) − 𝐷(𝑘) (14) 

where D(0) = 1 and 

𝐷(𝑘) = 𝐸𝑥𝑎:𝑏
{(𝑝(𝑥𝑎:𝑏))

𝑘
}  ,    𝑘 = 1,2, …  .  

 

6. Research findings 

In this section, we are going to compare the performance of control charts (R, N and W) using 

tables and numerical examples. and show that the performance of control chart W is better 

compared to two control charts (R and N) and other charts. Since one method of comparing 

control charts is to use the joint false alarm rate (FAR) or average run length under (𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛)  

joint control and then test their alarm rates (AR).   

7- Numerical results 

In this section, by numerical testing, we show the effect of new control charts and their 

stability characteristics in both under-control and out-of-control situations. In Table 3, we 

present the AR of the three control charts for different choices of m, n. The design parameters 

a, b, 𝑟0  ،r, k and w For when the false alarm rate is 0.05 (FAR=0.05). Then, the AR values 

for γ = 
1

2
,

1

4
,

1

8
 were all determined with the use of Theorem 3 . 

Table 3: Comparison of the AR of the three control charts with FAR = 0.05 )γ= 
1

2
,

1

4
,

1

8
 ). 

 
In Table 3, we observe that the three distribution-free control charts exhibit (for appropriately 

chosen parameters) similar performance in terms of AR for a common FAR rate of 0.05. 

 

Table 4: Comparison of the AR of control charts with the same ARLin 

 
Each AR cell contains the values attained for 𝛾 = 0.5 𝑎𝑛𝑑 0.2, respectively. 
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One way to compare two different control charts is to use the common false alarm rate (FAR) 

or average run length under control (𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛) and then test their alarm rates (AR). As a result, 

it is possible to compare the efficiency of the free control chart-preset distribution.  

 

Table 5: Comparison of the 𝐴𝑅𝐿𝑜𝑢𝑡 of control charts with the same 𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛. 

 
 

We now compare the performance of control charts by keeping the average run length under 

joint control (𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛) constant and then evaluating the corresponding alarm rate (AR) for out-

of-control Lehman-type opposite assumptions. In Table 4, the alarm rate (AR) values of the 

B-T-K chart and the non-parametric control chart proposed with γ = 0.2 and 0.5, n = 7 and 

11, m = 100 and 200; average execution length under control (𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛 = 370 𝑎𝑛𝑑 500) are 

shown. given. The design parameters 𝐿𝐶𝐿 = 𝑋𝑎:𝑚, 𝑈𝐶𝐿 =  𝑋𝑏:𝑚 , 𝑤, 𝑟0 , have been 

determined, , as long as the average length of execution under control is close to the target 

value if possible, also the values of Table 4 show the superiority of control chart W under 

this brief description. 

In Table 5, the average values of the out-of-control(𝐴𝑅𝐿𝑜𝑢𝑡)  execution length, the B-T-K 

diagram and the W free-distribution diagram for m = 100 and 500, n = 5 and 11, and two 

eigenvalues (common) 𝐴𝑅𝐿𝑖𝑛= 500 and 370 are shown. 

Because the most important criterion for the efficiency of control charts and also the most 

important criterion for comparing them with each other is the average execution length 

(ARL). Average run length in control mode is the first out of control mode. For this reason, 

large ARL values are desirable for the under-control state, and conversely, for the out-of-

control state, small ARL values are desirable so that the out-of-control states are quickly 

discovered and announced. Therefore, according to the average values of the out-of-control 

(𝐴𝑅𝐿𝑜𝑢𝑡) execution length shown in Table 5, the superiority of the W control chart is clearly 

proven. 

8. Discussion and conclusion 

In this article, non-parametric one-variable Shewhart control charts were introduced. By 

using tables and numerical examples of the performance of control charts by common false 

alarm rate (FAR) and then testing their alarm rate (AR), we came to the conclusion that in 

the control chart with common false alarm rate (FAR), with increasing rate Warning (AR) 

increases the efficiency of the control chart and also by comparing the average values of the 

out-of-control execution length of the control charts with the average execution length under 

common control, with the known distribution (exponential), we came to the conclusion that 

due to the small out-of-control values Average control run length (ARL) control chart W (for 
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the out-of-control state, small values of average run length (ARL) are desirable so that out-

of-control states can be discovered and announced quickly) compared to other charts (B-T-

K), it is revealed that Control chart W has advantages and superiority. 
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