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های نمونه اساسیافته برتعمیمبرای توزیع نمایی وارون اعتمادقابلیت  پارامتر رآوردب

 ۲نوع  سانسور فزاینده
 

 سالاکرم کهن 

 *)نویسنده مسئول( استادیار، دانشگاه بین المللی امام خمینی )ره(، گروه آمار

 رامین کاظمی 

 r.kazemi@sci.ikiu.ac.irدانشیار، دانشگاه بین المللی امام خمینی )ره(، گروه آمار،  

 ندا فرجی 

 nfaraji@eng.ikiu.ac.irاستادیار، دانشگاه بین المللی امام خمینی )ره(، گروه مهندسی برق،  

 

𝑅  ، بررسی پارامتر قابلیت اعتماداین مقالههدف    چکیده = 𝑃(𝑋 < 𝑌)  در آن  کهاست    2هایی با سانسور فزاینده نوع  براساس نمونه𝑋  و 

𝑌    با نمایی  متغیرهای تصادفی مستقل  مقیاس یکسان  تعمیم  وارونتوزیع  پارامتر  و  متفاوت  پارامترهای شکل  با  برآوردهستندیافته  گر  . 

  های بازه  آیند ودست میبه  𝑅  پارامتر  (UMVUE)   مینیمم  طور یکنواخت( و برآوردگر نااریب با واریانس بهMLE)   نماییدرستماکسیمم  

د.  ن شوگیری گیبز پیشنهاد میبا استفاده از روش نمونه  HPDاطمینان  بازه  و    𝑅  بیز  گربرآوردهمچنین،  شوند.  طمینان مختلفی ارائه میا

 است. های مختلف انجام شده  های مونت کارلو برای مقایسه عملکرد روشسازی شبیه

 

سازی مونت کارلو، سانسور فزاینده  نمایی، شبیهدرستگر ماکسیمم  برآورد  ،بیز  گربرآورد،  یافتهتعمیم  وارون نمایی    توزیع  کلمات کلیدی

 2نوع  

 

 

 مقدمه   -1

مهمترینیک از  اعتماد،  نظریه  در    ئلامس  ی  قابلیت  تحلیل 

درباره   یا  استدلال  اعتماد  قابلیت  تنشپارامتر    مقاومت  -پارامتر 

𝑅 = 𝑃(𝑋 < 𝑌)  آن در  وبیانگر    𝑋  است که  بیانگر    𝑌  تنش 

تنش    ، هرگاهشودمی  دچار شکست. یک سیستم  است  مقاومت

باشد. برآورد پارامتر  آن  بیشتر از مقاومت    در هر زمانایجاد شده  

تو-تنش در  مقاومت  را  بسیاری  خود    حوزهجه محققان  به  آمار 

-[ شروع می1بیربائوم ]  تحقیق بنیادیجلب کرده است که با  

ارتباط بیربائوم  تنش  یشود.  مدل  مَ-بین  آماره  و  -نمقاومت 

برای    تحقیقاتیکرد. از آن زمان به بعد،    ایجادویتنی کلاسیک  

تنش پارامتر  توزیع-برآورد  در  دیدگ مقاومت  از  مختلفی  اه  های 

[،  2. تحقیق کوتز و همکاران ]صورت گرفتگرا  بیزی و فراوانی

مدل   این  توسعه  از  کامل  کرد.  را  مروری  فراهم  زمان  آن  تا 

مدل   هایپژوهشبرخی  برای    محترم  خوانندگان درباره    جدید 

 [، رغاب و کاندو 4  و  3مقالات کاندو و گوپتا ]به    مقاومت-تنش

 

 

[، کاندو  7[، رغاب و همکاران ]6کریشنامورتی و همکاران ]   [،5]

   .شوندارجاع داده می[  9[، لیو و تسای ]8و رغاب ]

دارند.    فراوانی  کاربردهای عملی  2و نوع    1های سانسور نوع  طرح

نوع   سانسور  آزمایش1در  شدهدر    ،  تعیین  قبل  از  به  ای  زمان 

می نوع  رسد.  پایان  سانسور  مشاهده    آزمایش ،  2در    تعدادبا 

. متاسفانه در هیچ یک  رسدبه پایان میها  شکست  مشخصی از  

های سانسور، حذف واحدهای فعال در طی آزمایش  از این طرح

طرح سانسور فزاینده مطرح شد. این    ، نیست. بنابراینپذیر  امکان

اجازه می آزمایشگر  به  فعال  طرح  واحدهای  در طی  را  دهد که 

های  با ترکیب طرح  2. سانسور فزاینده نوع  کندحذف    آزمایش 

-. در بین طرحآیددست میبه  و سانسور فزاینده  2سانسور نوع  

های  ، در سال2های سانسور مختلف، طرح سانسور فزاینده نوع  

که از    قرار گرفته است،از نویسندگان  مورد توجه بسیاری    اخیر

می جمله  کهنآن  به  ]توان  کهن10سال  و  رضاخواه  [  و  سال 

 اشاره کرد. ها  و مراجع معرفی شده در آن[  11]
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طرح   میسانسور  این  بهرا  فرض  زیر  صورت  توان  کرد:  توصیف 

در    𝑁کنید   طول معرض  واحد  میعمر    آزمایش  و    گیرندقرار 

می دارد  𝑛خواهد  آزمایشگر  نگه  آزمایش  پایان  تا  را  .  واحد 

اول،    بنابراین، شکست  زمان  از    𝑅1در  𝑁واحد  − واحد    1

شوند. در زمان  صورت تصادفی از آزمایش حذف میباقیمانده به

دوم،   از    𝑅2شکست  𝑁واحد  − 𝑅1 − باقیما  1 بهنواحد  -ده 

از آزمایش حذف این کار به همین  شوند و  می  صورت تصادفی 

می ادامه  شکست  یابد.  ترتیب  زمان  در  نهایت،  همه  -𝑛در  ام، 

باقیمانده 𝑅𝑛،  واحدهای  = 𝑁 − 𝑛 − 𝑅1 −⋯− 𝑅𝑛−1   از

از    2طرح سانسور فزاینده نوع    ،شوند. بنابراینآزمایش حذف می

𝑛   و(𝑅1, … ,𝑅𝑛) رابطه زیر   در آن کهطوریشود، بهتشکیل می

𝑅1  برقرار است: +⋯+ 𝑅𝑛 = 𝑁 − 𝑛  .  همانطور که ملاحظه

نوع  شود،  می سانسور  طرح  شامل  طرح  این  که  است    2واضح 

𝑅1عادی )  = ⋯ = 𝑅𝑛−1 = 𝑅𝑛و    0 = 𝑁 − 𝑛  )  نیز  و  است

𝑁کامل )   هایبا داده   گیریطرح نمونهدر حالتی خاص،   = 𝑛    و

𝑅1 = ⋯ = 𝑅𝑛 = دربارهباشدمی(  0 بیشتر  جزئیات  برای   .  

و   فزاینده  سانسور  کتاب  توانید  میمرتبط،    مراجعطرح  به 

[ آگراوالا  و  ک12بالاکریشنان  مراجعه  مقالههدف    د.نی[  ،  این 

استنباط در مورد   𝑅  مقاومت-تنش  اعتمادقابلیت  بررسی و  =

𝑃(𝑋 < 𝑌)  ،2های با طرح سانسور فزاینده نوع  بر اساس نمونه  ،

مستقل با توزیع نمایی   دو متغیر تصادفی  𝑌و   𝑋در آن  که  است

یافته با پارامترهای شکل متفاوت و پارامتر مقیاس  تعمیم  وارون

یکسان هستند. تابع چگالی احتمال، تابع توزیع تجمعی و تابع  

شکست نمایی    نرخ  ) تعمیم  وارونتوزیع  با  GIEDیافته   )

 صورتبهترتیب  به،  𝜆مقیاس    و  𝛼  شکل  های مثبتپارامتر

(1) 

𝑓(𝑥) =
𝛼𝜆

𝑥2
𝑒−

𝜆

𝑥(1 − 𝑒−
𝜆

𝑥)𝛼−1,   𝑥 > 0, 

𝐹(𝑥) = 1 − (1 − 𝑒−
𝜆

𝑥)𝛼 ,           𝑥 > 0, 

ℎ(𝑥) =
𝛼𝜆

𝑥2 (𝑒
𝜆

𝑥 − 1)
,                 𝑥 > 0, 

یافته با تابع چگالی  تعمیم   وارون توزیع نمایی  ،  در ادامههستند.  

 دقت، با کمی دهیم. نشان می 𝐺𝐼𝐸(𝛼,𝜆) ( را با نماد1احتمال )

می تکملاحظه  تابع  یک  شکست،  نرخ  تابع  که  و  مُشود  دی 

موقعیت بیشتر  در  است.  دادهغیریکنواخت  کاربردی،  از  های  ها 

به میتوزیعی  غیریکنواخت  دست  شکست  نرخ  تابع  که  آیند 

بنابراین نرخ    ،دارند.  تابع  که  دهد  نشان  تجربی  مطالعه  اگر 

، آنگاه توزیع  دی استمُشکست توزیع اصلی غیریکنواخت و تک

ها توزیع  یافته برای تحلیل این مجموعه دادهتعمیم  واروننمایی  

یافته توسط ابوامو  تعمیم   وارونتوزیع نمایی    .خواهد بودمناسبی  

پارامتر شکل در توزیع نمایی  اضافه کردن  [ با  13و الشینگیتی ]

شد.  وارون ویژگینآ  معرفی  قابلیت  ها  پارامتر  و  توزیع  های 

تو رااعتماد  نمونه  زیع  و در  کریشنا  کردند.  بررسی  کامل  های 

یافته را تعمیم  وارون[ برآورد تابع بقا در توزیع نمایی  14کومار ]

مطالعه کردند. این مطالعه نشان    2با نمونه سانسور فزاینده نوع  

موقعیت بیشتر  در  که  نمایی  داد  توزیع  عملی،    وارون های 

بهتری نسبت  یافته تعمیم توزیع  مدل طول عمر  نمایی،  به  های 

وایب وارون نمایی   ]و، گاما و  پرادهان  و  است. دی  توزیع  15ل   ،]

  یافته را در سانسور تصادفی پیوندی بررسی تعمیم  واروننمایی  

 کردند. 

یافته تعمیم  وارونمتغیرهای تصادفی نمایی    𝑌و    𝑋فرض کنید  

 𝛽و    𝛼و پارامترهای شکل    λمستقل با پارامتر مقیاس مشترک  

-وجود دارد که به  𝑌و    𝑋. دو طرح سانسور فزاینده برای  باشند

,𝑁,𝑛,𝑅1,𝑅2}صورت  بهترتیب   … ,𝑅𝑛}   و

{𝑀,𝑚,𝑆1,𝑆2, … ,𝑆𝑚}    .فزایندههستند سانسور  از  تحت   ،𝑋    و

𝑌  های  نمونه{𝑋1:𝑛:𝑁 , … ,𝑋𝑛:𝑛:𝑁}  و  {𝑌1:𝑚:𝑀, … ,𝑌𝑚:𝑚:𝑀} 

پارامتر  مقدار   برآورداین مقاله  هدف   شود ومشاهده میترتیب  به

𝑅 = 𝑃(𝑋 < 𝑌) =
𝛼

𝛼+𝛽
 است.    

به   حاضر  میمقاله  سازماندهی  زیر  بخش    شود.صورت  ،  2در 

MLE  پارامتر  𝑅    شود که  کنیم. مشاهده میبررسی میراMLE  

می کردن  را  حل  با  از  یک  توان  استفاده  با  و  غیرخطی  معادله 

به  روش برآوردتکرار  آورد.  در    𝑅  پارامتر  UMVUEگر  دست 

می   3بخش   و های  بازهشود.  مطالعه  مجانبی  دقیق،    اطمینان 

استرپ بخش    𝑅  بوت  می  4در  و  ن شوارائه  بیز  برآورد    بازه د. 

سازی  د. نتایج شبیهن شوبررسی می  5در بخش  تناظر  اطمینان م

بخش   نتیجه   ائهار   6در  نهایت،  در  بخش  و  در  صورت    7گیری 

 .گیردمی

۲-  𝐌𝐋𝐄   پارامتر𝑹 

کنید   𝑋فرض  ∼ 𝐺𝐼𝐸(𝛼,𝜆)    و𝑌 ∼ 𝐺𝐼𝐸(𝛽,𝜆)    متغیر دو 

قابلیت   پارامتر  که  است  واضح  باشند.  مستقل    اعتماد تصادفی 

𝑅  برابر با = 𝑃(𝑋 < 𝑌) =
𝛼

𝛼+𝛽
-هعلاق  بخش،است. در این    

دو    برای  2های سانسور فزاینده نوع  دادهتحت    𝑅مند به برآورد  

 هستیم.   𝑌و    𝑋متغیر  

و    𝛼  ،𝛽  پارامترهای  MLE  ، ابتدا𝑅  پارامتر  MLE  برای محاسبه

𝜆  به میرا  کنید  دست  فرض  𝑋1:𝑛:𝑁}آوریم.  , … ,𝑋𝑛:𝑛:𝑁}  

از  نمونه فزاینده  سانسور  با  سانسور    𝐺𝐼𝐸(𝛼,𝜆)ای  طرح  و 

{𝑁,𝑛,𝑅1,𝑅2, … ,𝑅𝑛}    .مشابه،  بهباشد کنید  طور  فرض 

{𝑌1:𝑚:𝑀, … ,𝑌𝑚:𝑚:𝑀}  از نمونه فزاینده  سانسور  با  ای 
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𝐺𝐼𝐸(𝛽,𝜆)    سانسور طرح  ,𝑀,𝑚,𝑆1,𝑆2}و  … ,𝑆𝑚}    .باشد

 صورتبه  𝜆و   𝛼  ،𝛽نمایی درستتابع    ،بنابراین

𝐿(𝛼,𝛽,𝜆) = {𝑐1∏

𝑛

𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖)[1 − 𝐹(𝑥𝑖)]
𝑅𝑖}} 

                 × {c2∏

m

j=1

f(yj)[1-F(yj)]
Sj} , 

 در آنکه  است  

𝑐1 = 𝑁(𝑁 − 𝑅1 − 1)⋯ (𝑁 −∑𝑅𝑖

𝑛−1

𝑖=1

− 𝑛 + 1), 

𝑐2 = 𝑀(𝑀 − 𝑆1 − 1)⋯ (𝑀 − ∑ 𝑆𝑗

𝑚−1

𝑗=1

−𝑚 + 1). 

 صورتبهنمایی برمبنای مشاهدات  تابع درست

𝐿(data|𝛼, 𝛽, 𝜆) = 𝑐1𝑐2(𝛼𝜆)
𝑛(𝛽𝜆)𝑚 

× (∏

𝑛

𝑖=1

1

𝑥𝑖
2)(∏

𝑚

𝑗=1

1

𝑦𝑗
2)𝑒

−𝜆(∑𝑛𝑖=1
1

𝑥𝑖
−∑𝑚𝑗=1

1

𝑦𝑗
)
 

× (∏

𝑛

𝑖=1

(1 − 𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖)

𝛼(𝑅𝑖+1)−1

) 

× (∏

𝑚

𝑗=1

(1 − 𝑒
−
𝜆

𝑦𝑗)

𝛽(𝑆𝑗+1)−1

) , 

 صورتنمایی بهدرست-لُگ، تابع  است. در نتیجه

ℓ(𝛼,𝛽,𝜆) ∝ 𝑛log(𝛼) + 𝑚log(𝛽) 

+(𝑛 +𝑚)log(𝜆) − 𝜆 (∑

𝑛

𝑖=1

1

𝑥𝑖
+∑

𝑚

𝑗=1

1

𝑦𝑗
) 

−2(∑

𝑛

𝑖=1

log(𝑥𝑖) +∑

𝑚

𝑗=1

log(𝑦𝑗)) 

+∑

𝑛

𝑖=1

(𝛼(𝑅𝑖 + 1) − 1)log(1 − 𝑒
−𝜆/𝑥𝑖) 

+∑

𝑚

𝑗=1

(𝛽(𝑆𝑗 + 1) − 1)log (1 − 𝑒
−
𝜆

𝑦𝑗) , 

، �̂�، یعنی  𝜆و   𝛼 ،𝛽  پارامترهای  MLE، بنابراین. آیددست میبه

�̂�    و�̂�  معادلات    با حلتوان  را می 

(2) 
𝜕ℓ

𝜕𝛼
=
𝑛

𝛼
+∑

𝑛

𝑖=1

(𝑅𝑖 + 1)log(1 − 𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖) = 0, 

(3) 
𝜕ℓ

𝜕𝛼
=
𝑛

𝛼
+∑

𝑛

𝑖=1

(𝑅𝑖 + 1)log(1 − 𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖) = 0, 

 

 ( داریم:  3( و )2از معادلات ).  دست آوردبه

�̂�(𝜆) = −
𝑛

∑𝑛𝑖=1 (𝑅𝑖 + 1) log (1 − 𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖)

, 

�̂�(𝜆) = −
𝑚

∑𝑚𝑗=1 (𝑆𝑗 + 1) log (1 − 𝑒
−
𝜆

𝑦𝑗)

. 

غیرخطی    �̂�همچنین،   معادله  𝑘(𝜆)جواب  = 𝜆  بهاست  ،-

 که  طوری

𝑘(𝜆) = (𝑛 + 𝑚) 

× {∑

𝑛

𝑖=1

1

𝑥𝑖
(1 −

(𝛼(𝑅𝑖 + 1) − 1)𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖

1 − 𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖

) 

+∑

𝑚

𝑗=1

1

𝑦𝑗
(1 −

(𝛽(𝑆𝑗 + 1) − 1)𝑒
−
𝜆

𝑦𝑗

1 − 𝑒
−
𝜆

𝑦𝑗

)}

−1

. 

غیرخطی بالا است، با استفاده  نقطه ثابت  معادله  جواب    �̂�چون  

𝑘(𝜆(𝑗))صورت  از طرح تکرار به = 𝜆(𝑗+1)  آید که دست میبه

𝜆(𝑗)    که𝑗-  تکرار متوقف  است  �̂�امین  زمانی  باید  تکرار  روند   .

𝜆(𝑗)|شود که  − 𝜆(𝑗+1)|    به اندازه کافی کوچک شود. وقتی�̂�  

  𝑀𝐿𝐸،  بنابراین.  خواهند آمددست  نیز به  �̂�و    �̂�،  مدبه دست آ

 است با برابر    𝑅  پارامتر

(5) �̂� =
�̂�

�̂� + �̂�
 

3-  𝐔𝐌𝐕𝐔𝐄   پارامتر𝑹 

بخش،   این  می  𝑅  پارامتر  UMVUEدر  فرض  محاسبه  شود. 

𝑋1:𝑛:𝑁}کنید   , … ,𝑋𝑛:𝑛:𝑁}  از  نمونه فزاینده  سانسور  با  ای 

𝐺𝐼𝐸(𝛼,𝜆)    سانسور طرح  ,𝑁,𝑛,𝑅1}و  … ,𝑅𝑛}    .طور  بهباشد

کنید  مشابه،   𝑌1:𝑚:𝑀}فرض  , … ,𝑌𝑚:𝑚:𝑀}  سانسور  نمونه با  ای 

از   سانسور    𝐺𝐼𝐸(𝛽,𝜆)فزاینده  طرح  ,𝑀,𝑚,𝑆1}و  … ,𝑆𝑚}  

𝑋1:𝑛:𝑁}  باشد. تابع چگالی احتمال توام , … ,𝑋𝑛:𝑛:𝑁}    با برابر 

(4) 

𝜕ℓ

𝜕𝜆
=
𝑛 + 𝑚

𝜆
− (∑

𝑛

𝑖=1

1

𝑥𝑖
+∑

𝑚

𝑗=1

1

𝑦𝑗
) 

+∑

𝑛

𝑖=1

(𝛼(𝑅𝑖 + 1) − 1)𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖

𝑥𝑖(1 − 𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖)

 

+∑

𝑚

𝑗=1

(𝛽(𝑆𝑗 + 1) − 1)𝑒
−
𝜆

𝑦𝑗

𝑦𝑗(1 − 𝑒
−
𝜆

𝑦𝑗)

= 0 
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(6 ) 

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑐1(𝛼𝜆)
𝑛 (∏

𝑛

𝑖=1

1

𝑥𝑖
2) 

× (∏

𝑛

𝑖=1

1

1 − 𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖

)exp {−𝜆∑

𝑛

𝑖=1

1

𝑥𝑖
} 

× exp {∑

𝑛

𝑖=1

𝛼(𝑅𝑖 + 1)log(1 − 𝑒
−𝜆/𝑥𝑖)} 

0در آن   کهاست   < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛( می6. از معادله )به    توان

آماره   ، مقدارمعلوم است 𝜆نتیجه گرفت که وقتی پارامتر   راحتی

𝑈 = −∑𝑛𝑖=1 (𝑅𝑖 + 1)log(1 − 𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖)    بسنده آماره  یک 

 دانیم کهمی   ،دیگر  سوییاست. از    𝛼کامل برای  

𝑋𝑖:𝑛:𝑁
∗ = −log (1 − 𝑒

−
𝜆

𝑋𝑖:𝑛:𝑁) ,   𝑖 = 1, … ,𝑛, 

میانگین  نمونه با  نمایی  توزیع  از  فزاینده  سانسور  با    𝛼−1ای 

 است. فرض کنید:  

𝑍1 = 𝑁𝑋1:𝑛:𝑁
∗ , 

𝑍2 = (𝑁 − 𝑅1 − 1)(𝑋2:𝑛:𝑁
∗ − 𝑋1:𝑛:𝑁

∗ ), 
⋮ 

𝑍𝑛 = (𝑁 −∑𝑅𝑖

𝑛−1

𝑖=1

− 𝑛 + 1) (𝑋𝑛:𝑛:𝑁
∗ − 𝑋𝑛−1:𝑛:𝑁

∗ ). 

,𝑍1توان نتیجه گرفت که  [، می16مقاله کائو و چن ] از   … ,𝑍𝑛  

متغیرهای تصادفی مستقل نمایی با توزیع یکسان و با میانگین  

𝛼−1  هستند و نیز  𝑈 = ∑𝑛𝑖=1 𝑍𝑖 = ∑
𝑛
𝑖=1 (𝑅𝑖 + 1)𝑋𝑖:𝑛:𝑁

∗  

پارامتر شکل   با  گاما  توزیع  مقیاس    𝑛دارای  پارامتر  است    𝛼و 

𝑈)یعنی  ∼ Γ(𝑛,𝛼):) 

(7) 𝑓𝑈(𝑢) =
𝛼𝑛

Γ(𝑛)
𝑢𝑛−1𝑒−𝛼𝑢,     𝑢 > 0. 

𝑌𝑗:𝑚:𝑀اگر  .  1لم  
∗ = − log(1 − 𝑒−𝜆/𝑌𝑗:𝑚:𝑀)    و𝑉 =

∑𝑚𝑗=1 (𝑆𝑗 + 1)𝑌𝑗:𝑚:𝑀
شرطی ∗ احتمال  چگالی  تابع   ،𝑋1:𝑛:𝑁

∗  

𝑈شرط  به = 𝑢    0برای < 𝑥 <
𝑢

𝑛
 برابر با   

𝑓𝑋1:𝑛:𝑁
∗ |𝑈=𝑢(𝑥) =

𝑁(𝑛 − 1)(𝑢 − 𝑁𝑥)𝑛−2

𝑢𝑛−1
, 

شرطی   احتمال  چگالی  تابع  𝑌1:𝑚:𝑀و 
𝑉شرط  به  ∗ = 𝑣     برای

0 < 𝑦 <
𝑣

𝑚
 برابر با   

𝑓𝑌1:𝑚:𝑀
∗ |𝑉=𝑣(𝑦) =

𝑀(𝑚 − 1)(𝑣 − 𝑀𝑦)𝑚−2

𝑣𝑚−1
, 

 است.  

می  برهان.  ثابت  را  اول  قسمت  دوم تنها  قسمت  اثبات  کنیم، 

 مشابه قسمت اول است. داریم 

𝑓𝑋1:𝑛:𝑁
∗ |𝑈=𝑢(𝑥) =

𝑓𝑋1:𝑛:𝑁
∗ ,𝑈(𝑥,𝑢)

𝑓𝑈(𝑢)
, 

آن در  𝑓𝑋1:𝑛:𝑁که 
∗ ,𝑈(𝑥,𝑢) توام احتمال  چگالی  تابع   ،𝑋1:𝑛:𝑁

و   ∗

𝑈    و𝑓𝑈(𝑢) تابع چگالی احتمال ،𝑈    است. واضح است که وقتی

است.    𝛼یک آماره بسنده کامل برای    𝑈معلوم است،    𝜆پارامتر  

کنید   𝑊فرض  = ∑𝑛𝑖=2 𝑍𝑖  آنگاه  ،𝑊    و𝑍1    .هستند مستقل 

احتمال   چگالی  تابع  𝑋1:𝑛:𝑁بنابراین، 
می  𝑈و    ∗ تابع  را  از  توان 

𝑍1های  و با استفاده از تبدیل  𝑍1و    𝑊چگالی احتمال توام   =

𝑁𝑋1:𝑛:𝑁
𝑈و    ∗ = 𝑊 + 𝑍1  با  به نتیجه  حال،  آورد.  دست 

 ∎شود. ( حاصل می7استفاده از معادله )

𝑚,𝑛هر    برای  . ۲قضیه   ≥ 2  ،UMVUE   پارامتر  𝑅  یعنی ،�̃� ،  

 صورتبه

�̃� =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
1 −∑

𝑛−1

𝑘=0

(−1)𝑘(
𝑣

𝑢
)𝑘

(
𝑛 − 1
𝑘

)

(
𝑚 + 𝑘 − 1
𝑘

)
, 𝑣 < 𝑢,

∑

𝑚−1

𝑘=0

(−1)𝑘(
𝑢

𝑣
)𝑘

(
𝑚 − 1
𝑘

)

(
𝑛 + 𝑘 − 1
𝑘

)
, 𝑣 > 𝑢

 

آن   در  که  برای  آماره  𝑉و    𝑈است  کامل  بسنده    𝛽و    𝛼های 

 هستند که از قبل معرفی شدند. 

𝑋1:𝑛:𝑁توان نشان داد که  راحتی میبه  برهان. 
𝑌1:𝑚:𝑀و    ∗

دارای    ∗

 هستند، بنابراین:    1−(𝑀𝛽)و   1−(𝑁𝛼)توزیع نمایی با میانگین  

𝜙(𝑋1
∗,𝑌1

∗) = {

1, 𝑀𝑌1:𝑚:𝑀
∗ > 𝑁𝑋1:𝑛:𝑁

∗ ,

0, 𝑀𝑌1:𝑚:𝑀
∗ < 𝑁𝑋1:𝑛:𝑁

∗ ,
 

 است. در نتیجه،  𝑅برآوردگر نااریب پارامتر  

�̃� = 𝐸[𝜙(𝑋1
∗,𝑌1

∗)|𝑈 = 𝑢,𝑉 = 𝑣]

= ∬
𝐴

𝑓𝑋1∗|𝑈=𝑢(𝑥)𝑓𝑌1∗|𝑉=𝑣(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝐴که   = {(𝑥,𝑦): 0 < 𝑥 <
𝑢

𝑁
,0 < 𝑦 <

𝑣

𝑀
,𝑁𝑥 < 𝑀𝑦}     و

𝑓𝑋1∗|𝑈=𝑢(𝑥)    و𝑓𝑌1∗|𝑉=𝑣(𝑦)    برابر با مقدار تعریف شده در لم

𝑣است. برای    1 < 𝑢  ، 

�̃� =
𝑁(𝑛 − 1)

𝑢𝑛−1
𝑀(𝑚 − 1)

𝑣𝑚−1
∫

𝑣

𝑀

0

∫

𝑀𝑦

𝑁

0

 

(𝑢 − 𝑁𝑥)𝑛−2(𝑣 −𝑀𝑦)𝑚−2𝑑𝑥𝑑𝑦 

= 1 −
𝑀(𝑚 − 1)

𝑢𝑛−1𝑣𝑚−1
∫

𝑣

𝑀

0

(𝑣 − 𝑀𝑦)𝑚−2 

× (𝑢 − 𝑀𝑦)𝑛−1𝑑𝑦   {𝑃𝑢𝑡:
𝑀𝑦

𝑣
= 𝑡} 

= 1 − (𝑚 − 1)∫
1

0

(1 − 𝑡)𝑚−2(1 −
𝑣𝑡

𝑢
)𝑛−1𝑑𝑡 
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= 1 − (𝑚 − 1)∫
1

0

(1 − 𝑡)𝑚−2 

×∑

𝑛−1

𝑘=0

(−1)𝑘 (
𝑛 − 1
   𝑘

) (
𝑣𝑡

𝑢
)𝑘𝑑𝑡 

= 1 −∑

𝑛−1

𝑘=0

(−1)𝑘(
𝑣

𝑢
)𝑘

(
𝑛 − 1
  𝑘

)

(
𝑚 + 𝑘 − 1
      𝑘

)
. 

𝑣طور مشابه و برای  به > 𝑢:داریم ، 

�̃� =∑
𝑚−1

𝑘=0
(−1)𝑘(

𝑢

𝑣
)𝑘

(
𝑚 − 1
   𝑘

)

(
𝑛 + 𝑘 − 1
       𝑘

)
. ■ 

 های اطمینان بازه  -4

 بازه اطمینان دقیق   4-1

𝑋1:𝑛:𝑁}فرض کنید   , … ,𝑋𝑛:𝑛:𝑁}  ای با سانسور فزاینده از  نمونه

𝐺𝐼𝐸(𝛼,𝜆)    سانسور طرح  ,𝑁,𝑛,𝑅1}و  … ,𝑅𝑛}  به طور  باشد. 

کنید   فرض  ,𝑌1:𝑚:𝑀}مشابه،  … ,𝑌𝑚:𝑚:𝑀}  سانسور  نمونه با  ای 

از   سانسور    𝐺𝐼𝐸(𝛽,𝜆)فزاینده  طرح  ,𝑀,𝑚,𝑆1}و  … ,𝑆𝑚}  

برای   که  کنید  فرض  حال  𝑖باشد.  = 1,⋯ ,𝑛   دهیم قرار 

𝑋𝑖:𝑛:𝑁
∗∗ = −𝛼𝑙𝑜𝑔(1 − 𝑒−𝜆/𝑋𝑖:𝑛:𝑁)    طور  بههمچنین  )یا

برای   که  کنید  فرض  𝑗  مشابه  = 1,⋯ ,𝑚  دهیم  بتوانیم قرار 

𝑌𝑗:𝑚:𝑀
∗∗ = −𝛽𝑙𝑜𝑔(1 − 𝑒−𝜆/𝑌𝑗:𝑚:𝑀)  آنگاه  ،)𝑋𝑖:𝑛:𝑁

برای    ∗∗

𝑖 = 1,⋯ ,𝑛    یا(𝑌𝑗:𝑚:𝑀
𝑗برای    ∗∗ = 1,⋯ ,𝑚 نمونه با  (  ای 

 های سانسور فزاینده از توزیع نمایی استاندارد است. حال، تبدیل

 𝑍1
∗ = 𝑁𝑋1:𝑛:𝑁

∗∗ , 

𝑍𝑖
∗ = 𝑁 −∑

𝑖−1

𝑘=1

(𝑅𝑘 + 1)(𝑋𝑖:𝑛:𝑁
∗∗ − 𝑋𝑖−1:𝑛:𝑁

∗∗ ),   

𝑖برای   = 2,⋯ ,𝑛    و نیز 

𝐷1
∗ = 𝑀𝑌1:𝑚:𝑀

∗∗ , 

𝐷𝑗
∗ = 𝑀 −∑

𝑗−1

𝑘=1

(𝑆𝑘 + 1)(𝑌𝑗:𝑚:𝑀
∗∗ − 𝑌𝑗−1:𝑚:𝑀

∗∗ ), 

𝑗برای   = 2,⋯ ,𝑚  ،می نظر  در  و چن  را  کائو  مقاله  از  گیریم. 

می16] که  [،  گرفت  نتیجه  𝑍1توان 
∗, ⋯ ,𝑍𝑛

𝐷1)یا    ∗
∗, ⋯ ,𝐷𝑚

∗  )

توزیع با توزیع نمایی استاندارد  متغیرهای تصادفی مستقل و هم

کنید   فرض  𝑉𝑋هستند.  = 2𝑍1
𝑈𝑋و    ∗ = 2∑

𝑛
𝑖=2 𝑍𝑖

)یا   ∗

𝑉𝑌 = 2𝐷1
𝑈𝑌و    ∗ = 2∑

𝑚
𝑗=2 𝐷𝑗

آنگاه  ∗ باشد.   )𝑉𝑋    و𝑈𝑋    یا(

𝑉𝑌    و𝑈𝑌  مستقل تصادفی  متغیرهای  و  (  𝑉𝑋هستند  ∼

𝜒(2)
2 , 𝑈𝑋 ∼ 𝜒(2n−2)

𝑉𝑌)یا    2 ∼ 𝜒(2)
2  , 𝑈𝑌 ∼ 𝜒(2m−2)

2) . 

کنید  .  3لم   𝑇𝑋(𝜆)فرض  =
𝑈𝑋

(𝑛−1)𝑉𝑋
  ،𝑇1 = 𝑈𝑋 + 𝑉𝑋  ،

𝑇𝑌(𝜆) =
𝑈𝑌

(𝑚−1)𝑉𝑌
𝑇2و     = 𝑈𝑌 + 𝑉𝑌صورت،. در این 

𝑇𝑋(𝜆) ∼ 𝐹(2𝑛 − 2,2),           𝑇1 ∼ 𝜒
2(2𝑛),   

𝑇𝑌(𝜆) ∼ 𝐹(2𝑚 − 2,2) ,  𝑇2 ∼ 𝜒
2(2𝑚). 

 ■ [ مراجعه شود.  17به جانسون و همکاران ]  برهان. 

 اکیداً نزولی است.    𝜆( نسبت به  𝑇𝑌(𝜆))یا   𝑇𝑋(𝜆)  . 4لم 

0برای    برهان.  < 𝑎1 < 𝑎𝑖  و 𝑖 = 2, … ,𝑛 کنید فرض   ،

𝜉(𝜆) =
log(1−𝑒−𝜆/𝑎𝑖)

log(1−𝑒−𝜆/𝑎1)
اکیداً نزولی است   𝜆. این تابع نسبت به  

 زیرا  

𝑑𝜉(𝜆)

𝑑𝜆
=

1

log2(1 − 𝑒−𝜆/𝑎1)
 

× [log(1 − 𝑒−𝜆/𝑎1)
𝑒−𝜆/𝑎𝑖

𝑎𝑖(1 − 𝑒
−𝜆/𝑎𝑖)

 

−log(1 − 𝑒−𝜆/𝑎𝑖)
𝑒−𝜆/𝑎1

𝑎1(1 − 𝑒
−𝜆/𝑎1)

] 

=
−1

log2(1 − 𝑒−𝜆/𝑎1)
 

× [log(
1

1 − 𝑒−𝜆/𝑎1
)

𝑒−𝜆/𝑎𝑖

𝑎𝑖(1 − 𝑒
−𝜆/𝑎𝑖)

 

−log(
1

1 − 𝑒−𝜆/𝑎𝑖
)

𝑒−𝜆/𝑎1

𝑎1(1 − 𝑒
−𝜆/𝑎1)

] 

<
−1

log2(1 − 𝑒−𝜆/𝑎1)
 

× [log(
1

1 − 𝑒−𝜆/𝑎𝑖
)

𝑒−𝜆/𝑎𝑖

𝑎1(1 − 𝑒
−𝜆/𝑎𝑖)

 

−log(
1

1 − 𝑒−𝜆/𝑎1
)

𝑒−𝜆/𝑎𝑖

𝑎1(1 − 𝑒
−𝜆/𝑎1)

] 

=
−1

𝑎1log
2(1 − 𝑒−𝜆/𝑎1)

log(
1

1 − 𝑒−𝜆/𝑎𝑖
) 

× [
𝑒−𝜆/𝑎𝑖

1 − 𝑒−𝜆/𝑎𝑖
−

𝑒−𝜆/𝑎1

1 − 𝑒−𝜆/𝑎1
] < 0. 

 ، این عبارت به  𝑇𝑋(𝜆)علاوه بر آن، بعد از ساده کردن  

𝑇𝑋(𝜆) =
𝑈𝑋

(𝑛 − 1)𝑉𝑋
=
∑𝑛𝑖=1 𝑍𝑖

∗ − 𝑍1
∗

(𝑛 − 1)𝑍1
∗  

=
1

𝑁(𝑛 − 1)
∑

𝑛

𝑖=1

(𝑅𝑖 + 1)
log(1 − 𝑒−𝜆/𝑋𝑖:𝑛:𝑁)

log(1 − 𝑒−𝜆/𝑋1:𝑛:𝑁)
 

−
1

𝑛 − 1
 

 𝜆تابع اکیداً نزولی نسبت به    𝑇𝑋(𝜆)شود. در نتیجه،  تبدیل می

 ■ است.  

 صورت  به  𝑅پارامتر    MLEمعلوم است،    λوقتی    .5لم 

(9) �̂�𝑀𝐿 =
1

1 +
𝑚𝑇1/𝛼

𝑛𝑇2/𝛽

. 
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که   است  واضح  همین  𝑇2و    𝑇1است.  هستند.  طور  مستقل 

𝑇𝑋(𝜆)  ،𝑇𝑌(𝜆)    و�̂�𝑀𝐿    با این،  بر  علاوه  هستند.  مستقل 

 ،3استفاده از لم  

�̂�𝑀𝐿 =
1

1 +
𝛽

𝛼
𝐹
,  𝐹 =

𝑅

1 − 𝑅
.
1 − �̂�

�̂�
, 

است و    (2𝑛,2𝑚)آزادی    هایتوزیع فیشر با درجه  𝐹در آن   که

𝐹صورت  به ∼ 𝐹(2𝑛,2𝑚)  شود.  نمایش داده می 

𝑋1:𝑛:𝑁}فرض کنید    . 6قضیه   , … ,𝑋𝑛:𝑛:𝑁}  ای با سانسور  نمونه

از   𝑌1:𝑚:𝑀}و    𝐺𝐼𝐸(𝛼,𝜆)فزاینده  , … ,𝑌𝑚:𝑚:𝑀}  با  نمونه ای 

 باشد. آنگاه    𝐺𝐼𝐸(𝛽,𝜆)سانسور فزاینده از  

0برای    الف( < 𝜂 < 1، 

(max{𝑇𝑋
−1 (𝐹1+√1−𝜂

2

(2𝑛 − 2,2)) , 

𝑇𝑌
−1 (𝐹1+√1−𝜂

2

(2𝑚 − 2,2))}, 

min {𝑇𝑋
−1 (𝐹1−√1−𝜂

2

(2𝑛 − 2,2)) , 

𝑇𝑌
−1 (𝐹1−√1−𝜂

2

(2𝑚 − 2,2))}) 

1)100اطمینان    بازه − 𝜂)%    برای𝜆  که در   است 

 است.    𝐹(𝑝,𝑞)توزیع   امین چندک-𝐹𝜂(𝑝,𝑞)  ،100𝜂آن

0برای    ب( < 𝜂 < ، نامعادلات زیر ناحیه اطمینان مشترک  1

100(1 − 𝜂)%    برای(𝜆,𝑅)  کند: را تعیین می 

{
  
 

  
 max {𝑇𝑋

−1(𝐹(1+ √1−𝜂4 )/2(2𝑛 − 2,2)),𝑇𝑌
−1(𝐹(1+ √1−𝜂4 )/2(2𝑚 − 2,2))} ≤ 𝜆

    ≤ min {𝑇𝑋
−1(𝐹(1− √1−𝜂4 )/2(2𝑛 − 2,2)),𝑇𝑌

−1(𝐹(1− √1−𝜂4 )/2(2𝑚 − 2,2))} ,

1

1 +
1−�̂�𝑀𝐿

�̂�𝑀𝐿
𝐹1−(1−√1−𝜂)/2(2𝑚,2𝑛)

≤ 𝑅 ≤
1

1 +
1−�̂�𝑀𝐿

�̂�𝑀𝐿
𝐹1−(1+√1−𝜂)/2(2𝑚,2𝑛)

.

 

 ،4و لم    3با استفاده از لم  الف(  برهان. 

1 − 𝜂 = √1 − 𝜂.√1 − 𝜂 
= 𝑃[𝐹(1−√1−𝜂)/2(2𝑛 − 2,2) ≤ 𝑇𝑋(𝜆) 
≤ 𝐹(1+√1−𝜂)/2(2𝑛 − 2,2)] 

× 𝑃[𝐹(1−√1−𝜂)/2(2𝑚 − 2,2) ≤ 𝑇𝑌(𝜆) 
≤ 𝐹(1+√1−𝜂)/2(2𝑚 − 2,2)] 

= 𝑃[𝐹(1−√1−𝜂)/2(2𝑛 − 2,2) ≤ 𝑇𝑋(𝜆) 
≤ 𝐹(1+√1−𝜂)/2(2𝑛 − 2,2), 

𝐹1−√1−𝜂
2

(2𝑚 − 2,2) ≤ 𝑇𝑌(𝜆) 

≤ 𝐹(1+√1−𝜂)/2(2𝑚 − 2,2)] 

= 𝑃[𝑇𝑋
−1(𝐹(1+√1−𝜂)/2(2𝑛 − 2,2)) ≤ 𝜆 

𝑇𝑌
−1(𝐹(1+√1−𝜂)/2(2𝑚 − 2,2)) ≤ 𝜆 

≤ 𝑇𝑌
−1(𝐹(1−√1−𝜂)/2(2𝑚 − 2,2))] 

= 𝑃[max {𝑇𝑋
−1(𝐹(1+√1−𝜂)/2(2𝑛

− 2,2)),𝑇𝑌
−1(𝐹(1+√1−𝜂)/2(2𝑚

− 2,2))} ≤ 𝜆 

≤ min {𝑇𝑋
−1(𝐹(1−√1−𝜂)/2(2𝑛

− 2,2)),𝑇𝑌
−1(𝐹(1−√1−𝜂)/2(2𝑚

− 2,2))}]. 

 ،  5و لم    4، لم  3با استفاده از لم    ب(

1 − 𝜂 = √1 − 𝜂
4 . √1 − 𝜂

4 . √1 − 𝜂 
= 𝑃[𝐹(1− √1−𝜂4 )/2(2𝑛 − 2,2) ≤ 𝑇𝑋(𝜆) 
≤ 𝐹(1+ √1−𝜂4 )/2(2𝑛 − 2,2)] 
× 𝑃[𝐹(1− √1−𝜂4 )/2(2𝑚 − 2,2) ≤ 𝑇𝑌(𝜆) 
≤ 𝐹(1+ √1−𝜂4 )/2(2𝑚 − 2,2)] 
× 𝑃[𝐹(1−√1−𝜂)/2(2𝑛,2𝑚) ≤ 𝐹 
≤ 𝐹(1+√1−𝜂)/2(2𝑛,2𝑚)] 
= 𝑃[𝐹(1− √1−𝜂4 )/2(2𝑛 − 2,2) ≤ 𝑇𝑋(𝜆) 
≤ 𝐹(1+ √1−𝜂4 )/2(2𝑛 − 2,2), 

𝐹(1− √1−𝜂4 )/2(2𝑚 − 2,2) ≤ 𝑇𝑌(𝜆) 

≤ 𝐹(1+ √1−𝜂4 )/2(2𝑚 − 2,2), 

𝐹(1−√1−𝜂)/2(2𝑛,2𝑚) ≤
𝑅

1 − 𝑅
.
1 − �̂�𝑀𝐿

�̂�𝑀𝐿
 

≤ 𝐹(1+√1−𝜂)/2(2𝑛,2𝑚)] 

= 𝑃[𝑇𝑋
−1(𝐹(1+ √1−𝜂4 )/2(2𝑛 − 2,2)) ≤ 𝜆 

≤ 𝑇𝑋
−1(𝐹(1− √1−𝜂4 )/2(2𝑛 − 2,2)), 

𝑇𝑌
−1(𝐹(1+ √1−𝜂4 )/2(2𝑚 − 2,2)) ≤ 𝜆 

≤ 𝑇𝑌
−1(𝐹(1− √1−𝜂4 )/2(2𝑚 − 2,2)), 

𝐹1−(1+√1−𝜂)/2(2𝑚,2𝑛) ≤
1 − 𝑅

𝑅
.
�̂�𝑀𝐿

1 − �̂�𝑀𝐿
 

≤ 𝐹1−(1−√1−𝜂)/2(2𝑚,2𝑛)] 

= 𝑃[max {𝑇𝑋
−1(𝐹(1+ √1−𝜂4 )/2(2𝑛 − 2,2)), 

𝑇𝑌
−1(𝐹(1+ √1−𝜂4 )/2(2𝑚 − 2,2))} ≤ 𝜆 

≤ min {𝑇𝑋
−1(𝐹(1− √1−𝜂4 )/2(2𝑛 − 2,2)), 

𝑇𝑌
−1(𝐹(1− √1−𝜂4 )/2(2𝑚 − 2,2))} 

1

1 +
1−�̂�𝑀𝐿

�̂�𝑀𝐿
𝐹1−(1−√1−𝜂)/2(2𝑚,2𝑛)

≤ 𝑅 

≤
1

1+
1−�̂�𝑀𝐿
�̂�𝑀𝐿

𝐹
1−(1+√1−𝜂)/2

(2𝑚,2𝑛)
].   ■   

 اطمینان مجانبی   بازه  4-۲

کواریانسواریانس و  برآوردگرهایها  مجانبی     MLE  های 

اطلاع    وارونهای ماتریس  درایه  از طریق  λو    α  ،βپارامترهای  

𝐽𝑖𝑗  فیشر = 𝐸{−𝜕2ℓ(𝛩)/𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗}  در    آیند کهدست میبه

𝑖,𝑗آن   = 𝛩و    1,2,3 = (𝜃1,𝜃2,𝜃3) = (𝛼,𝛽,𝜆)  .طرفی ،  از 
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بستهتوان  نمی برایشکل  بالا  ای  ریاضی  کرد  امیدهای  .  ارائه 

از   شده  مقادیر  بنابراین،  مشاهده  فیشر  اطلاع  𝐼𝑖𝑗ماتریس  =

{−𝜕2ℓ(𝛩)/𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗}𝛩=�̂�  ریاضی امید  عملگر  حذف  با  که   ،

ماتریس اطلاع فیشر  های  درایهشود.  ده میآید، استفادست میبه

مشتق شده،  جزییمشاهده  تابع  مرتبه    های  -درست-لُگدوم 

 صورت که به  هستندنمایی  

 𝐼11 =
𝑛

𝛼2
,        𝐼22 =

𝑚

𝛽2
,  𝐼12 = 0 = 𝐼21, 

𝐼13 = −∑

𝑛

𝑖=1

(𝑅𝑖 + 1)𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖

𝑥𝑖(1 − 𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖)

= 𝐼31, 

 𝐼23 = −∑

𝑚

𝑗=1

(𝑆𝑗 + 1)𝑒
−
𝜆

𝑦𝑗

𝑦𝑗(1 − 𝑒
−
𝜆

𝑦𝑗)

= 𝐼32, 

𝐼33 =
𝑛 +𝑚

𝜆2
+∑

𝑛

𝑖=1

(𝛼(𝑅𝑖 + 1) − 1)𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖

𝑥𝑖
2(1 − 𝑒

−
𝜆

𝑥𝑖)2
 

+∑

𝑚

𝑗=1

(𝛽(𝑆𝑗 + 1) − 1)𝑒
−
𝜆

𝑦𝑗

𝑦𝑗
2(1 − 𝑒

−
𝜆

𝑦𝑗)2
 

 خواهند بود. 

𝑚,𝑛اگر   . 7قضیه   → 𝑛/𝑚و    ∞ → 𝑝 آنگاه ، 

[√𝑛(�̂� − 𝛼)√𝑛(�̂� − 𝛽)√𝑚(�̂� − 𝜆)]𝑇 

⟶
      𝐷

𝑁3(0,𝐀
−𝟏(𝛼,𝛽,𝜆)), 

آن  که متقارن  یهاماتریس  𝐀−𝟏(𝛂,𝛃,𝛌)و    𝐀(𝛂,𝛃,𝛌)در  ی 

 ،هستند

𝐀(𝛂,𝛃,𝛌) =

(

 
 
 
 

𝐼11
𝑛

0
𝐼13

√𝑛𝑚
𝐼22
𝑛

𝐼23

√𝑛𝑚
𝐼33
𝑚 )

 
 
 
 

, 

𝐀−𝟏(𝛂,𝛃,𝛌) =
1

|𝐀(𝛂,𝛃,𝛌)|

(

 
 
 
 

𝑏11
𝑛𝑚

𝑏12
𝑛𝑚

𝑏13

𝑛√𝑛𝑚
𝑏22
𝑛𝑚

𝑏23

𝑛√𝑛𝑚
𝑏33
𝑛2 )

 
 
 
 

 

 و  

|𝐀(𝛂,𝛃,𝛌)| =
1

𝑛2𝑚
(𝐼11𝐼22𝐼33 − 𝐼11𝐼23

2 − 𝐼13
2 𝐼22), 

𝑏11 = 𝐼22𝐼33 − 𝐼23
2 ,𝑏12 = 𝐼13𝐼23, 𝑏13 = −𝐼13𝐼22, 

𝑏22 = 𝐼11𝐼33 − 𝐼13
2 ,𝑏23 = −𝐼11𝐼23, 𝑏33 = 𝐼11𝐼22. 

برآوردگرهای ماکسیمم  های مجانبی  با استفاده از ویژگی  برهان. 

 و قضیه حد مرکزی چندمتغیره داریم:  نمایی  درست

[(�̂� − 𝛼)(�̂� − 𝛽) (�̂� − 𝜆)]𝑇 

⟶
      𝐷

𝑁3(0,𝐈
−𝟏(𝛂,𝛃,𝛌)), 

آن  که متقارن  یهاماتریس  𝐈−𝟏(𝛂,𝛃,𝛌)و    𝐈(𝛂,𝛃,𝛌)در  ی 

 هستند و

𝐈(𝛂,𝛃,𝛌) = (

𝐼11 0 𝐼13
𝐼22 𝐼23

𝐼33

) , 

𝐈−𝟏(𝛂,𝛃,𝛌) =
1

|𝐈(𝛂,𝛃,𝛌)|
(

𝑏11 𝑏12 𝑏13
𝑏22 𝑏23

𝑏33

) . 

|𝐈(𝛂,𝛃,𝛌)|نین،همچ = 𝑛2𝑚|𝐀(𝛂,𝛃,𝛌)  . کنید  ،  حال فرض 

𝐂 = (
√𝑛 0 0

0 √𝑛 0

0 0 √𝑚

 صورت، . در این(

𝐂[(�̂� − 𝛼)(�̂� − 𝛽) (�̂� − 𝜆)]𝑇 

⟶
      𝐷

𝑁3(0,  𝑪𝐈
−𝟏(𝛂,β,𝛌)𝐂𝐓), 

 در آن   که

𝐂[(�̂� − 𝛼)(�̂� − 𝛽) (�̂� − 𝜆)]𝑇 = 
[√𝑛(�̂� − 𝛼)√𝑛(�̂� − 𝛽)√𝑚(�̂� − 𝜆)]𝑇 

 و 

𝐂𝐈−𝟏(𝛂,𝛃,𝛌)𝐂𝐓 

=
1

|𝐀(𝛂,𝛃,𝛌)|

(

 
 
 
 

𝑏11
𝑛𝑚

𝑏12
𝑛𝑚

𝑏13

𝑛√𝑛𝑚
𝑏22
𝑛𝑚

𝑏23

𝑛√𝑛𝑚
𝑏33
𝑛2 )

 
 
 
 

. 

 ■ شود.برهان کامل می  ،بنابراین

𝑚,𝑛اگر   . 8قضیه  → 𝑛/𝑚و    ∞ → 𝑝 آنگاه ، 

√𝑛(�̂� − 𝑅) ⟶
      𝐷

𝑁(0,𝐵), 

 در آن که  

𝐵 =
1

(𝑛𝑚)|𝐀(𝛂,𝛃,𝛌)|(𝛼 + 𝛽)4
 

× [𝛼2𝑏22 + 𝛽
2𝑏11 − 2𝛼𝛽𝑏12]. 

توان توزیع  و کاربرد روش دلتا، می 7با استفاده از قضیه  برهان. 

�̂�مجانبی   = 𝑔(�̂�,�̂�,�̂�)    آن   که   ردکتعیین  را در 

𝑔(𝛼,𝛽,𝜆) =
𝛼

𝛼+𝛽
 چون   .

√𝑛(�̂� − 𝑅) ⟶
      𝐷

𝑁(0,𝐵), 
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𝐵در آن مقادیر زیر را داریم:    که = 𝐛𝐓𝐀−𝟏(𝛂,𝛃,𝛌)𝐛  نیز   و  

𝐛 = [
𝜕𝑔

𝜕𝛼

𝜕𝑔

𝜕𝛽

𝜕𝑔

𝜕𝜆
]𝑇 =

1

(𝛼+𝛽)2
[𝛽  − 𝛼   0]𝑇     همچنین و

𝐀−𝟏(𝛂,𝛃,𝛌)    شد، داریمتعریف    7در قضیه 

𝐵 = 𝐛𝐓𝐀−𝟏(𝛂,𝛃,𝛌)𝐛 

=
1

(𝑛𝑚)|𝐀(𝛂,𝛃,𝛌)|(𝛼 + 𝛽)4
 

× [𝛼2𝑏22 + 𝛽
2𝑏11 − 2𝛼𝛽𝑏12]. 

 ■ شود. می  برهان کامل  ،در نتیجه

از سازیم. با را می  𝑅اطمینان مجانبی    بازه،  8قضیه    با استفاده 

  𝐵توان  می  𝜆و    𝛼  ،𝛽پارامترهای     ML  استفاده از برآوردگرهای

1)100اطمینان مجانبی    ، بازهرا برآورد کرد. بنابراین − 𝜂)%  

 صورت  به  𝑅برای  

(�̂� − 𝑧1−𝜂
2

√�̂�

√𝑛
,�̂� + 𝑧1−𝜂

2

√�̂�

√𝑛
) , 

می آن    که  شود ارائه  چندک-𝑧𝜂  ،100𝜂در  توزیع    امین 

𝑁(0,1)   .است 

 اطمینان مبتنی بر روش بوت استرپ بازه  4-3

 نیست.در دسترس    �̂�گیری  معلوم نیست، توزیع نمونه  𝜆وقتی  

  بیانروش  مناسبی برای  روش بوت استرپ جایگزین   ،در نتیجه

اطمینان تقریبی پارامتر    بازه ساختنشده در بخش قبلی برای  

𝑅  بازهعلاوهبه.  است روی  پایه اطمینان    ،  شده  نتایج ریزی 

. بنابراین،  مجانبی، برای اندازه نمونه کوچک عملکرد خوبی ندارد

دو   قسمت  این  بو  بازهدر  روش  بر  مبتنی  استرپ  اطمینان  ت 

   .کنیمناپارامتری را ارائه می

Bootروش بوت استرپ درصدی )آن را    (1 − p  نامیم( که  می

 [ است و  18فرون ]براساس ایده اصلی ا 

Boot)آن را   t روش بوت استرپ (۲ − t نامیم( که براساس  می

 .  است  [19ایده هال ]

𝐁𝐨𝐨𝐭( روش  1 − 𝐩 

,𝑥1}را از    𝑛نمونه بوت استرپ با اندازه    -1 … ,𝑥𝑛}   و نمونه بوت

اندازه   با  از    𝑚استرپ  ,𝑦1}را  … ,𝑦𝑚}    اساس بر  کنید.  تولید 

{𝑥1
∗, … ,𝑥𝑛

𝑦1}و    {∗
∗, … ,𝑦𝑚

∗   ∗�̂�یعنی    𝑅  ، برآورد بوت استرپ{

 کنید.    تعیین(  5را با استفاده از رابطه )

 بار تکرار کنید.    NBOOT را  1گام    -2

𝐺∗(𝑥)فرض کنید   -3 = 𝑃(�̂�∗ ≤ 𝑥)   تابع توزیع تجمعی�̂�∗  

�̂�𝐵𝑝(𝑥)مشخص،   𝑥برای  در این حالت،  باشد.   = 𝐺∗−1(𝑥)   را

1)100اطمینان تقریبی    بازهتعریف کنید.   − 𝜂)%  پارامتر  𝑅 

 صورتبه

(�̂�𝐵𝑝 (
𝜂

2
) ,�̂�𝐵𝑝 (1 −

𝜂

2
)) 

 . آیددست میبه

𝐁𝐨𝐨𝐭( روش  ۲ − 𝐭 

,𝑥1}های  نمونهاز    -1 … ,𝑥𝑛}    و{𝑦1, … ,𝑦𝑚}  ،�̂�    محاسبه را 

 کنید.  

روش    -2 Bootمانند  − p استرپ بوت  نمونه  ابتدا   ،  

{𝑥1
∗, … ,𝑥𝑛

𝑦1}و  {∗
∗, … ,𝑦𝑚

∗ ، برآورد  ∗�̂�را تولید کرده و سپس   {

 آماره  ،  کنید. در ادامه   تعیین، را  𝑅  بوت استرپ

𝑇∗ =
√𝑛(�̂�∗ − �̂�)

√𝑉(�̂�∗)
 

به آوریدرا  آن  که    دست  قضیه    𝑉(�̂�∗)  مقدار در  قابل    8از 

 محاسبه است. 

 بار تکرار کنید.    NBOOTرا    2و    1های  گام  -3

𝐻(𝑥)فرض کنید    -4 = 𝑃(𝑇∗ ≤ 𝑥)    تابع توزیع تجمعی𝑇∗  

 مشخص، تعریف کنید:   𝑥باشد. برای  

�̂�𝐵𝑡(𝑥) = �̂� + 𝑛−
1

2𝐻−1(𝑥)√𝑉(�̂�). 

1)100اطمینان تقریبی    بازه − 𝜂)%پارامتر  𝑅  صورت  به 

(�̂�𝐵𝑡(
𝜂

2
),�̂�𝐵𝑡(1 −

𝜂

2
)) 

 . آیددست میبه

 𝑹پارامتر   برآورد بیز  -5

پارامترهای    اینکهرا با فرض    𝑅  پارامتر  در این بخش، برآورد بیز

𝛼  ،𝛽    و𝜆  کنیم. فرض  محاسبه می،  متغیرهای تصادفی هستند

پارامترهای  می که  پیشین    𝜆و    𝛼  ،𝛽شود  چگالی  توابع  دارای 

 صورت  گامای مستقل به

𝜋1(𝛼) ∝ 𝛼
𝑎1−1𝑒−𝑏1𝛼 ,𝛼 > 0,𝑎1 > 0,𝑏1 > 0, 

𝜋2(𝛽) ∝ 𝛽
𝑎2−1𝑒−𝑏2𝛽 ,𝛽 > 0,𝑎2 > 0,𝑏2 > 0, 

𝜋3(𝜆) ∝ 𝜆
𝑎3−1𝑒−𝑏3𝜆,𝜆 > 0,𝑎3 > 0,𝑏3 > 0 

براساس نمونه مشاهده شده، تابع چگالی پسین مشترک  .  باشند

𝛼  ،𝛽    و𝜆    با برابر 

(10)  𝜋(𝛼,𝛽,𝜆|data)
∝ 𝐿(data|𝛼,𝛽,𝜆)𝜋1(𝛼)𝜋2(𝛽)𝜋3(𝜆) 

 است. 
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( معادله  تحلیلی  10از  روش  با  بیز،  برآورد  که  است  مشخص   )

نمیبه نتیجهدست  در  نمونهروش   ،آید.  و  های  گیبز  گیری 

 𝑅  اطمینان پارامتر  بازه  متروپولیس را برای محاسبه برآورد بیز و

 با   برابر  𝛽و   𝛼  یم. توابع چگالی پسینگیرکار میبه

𝛼|𝜆,𝑑𝑎𝑡𝑎 ∼ 

Γ(𝑛 + 𝑎1,𝑏1 +∑

𝑛

𝑖=1

(𝑅𝑖 + 1)log(
1

1 − 𝑒
−
𝜆

𝑥𝑖

)), 

𝛽|𝜆,𝑑𝑎𝑡𝑎 ∼ 

Γ(𝑚 + 𝑎2,𝑏2 +∑

𝑚

𝑗=1

(𝑆𝑗 + 1)log(
1

1 − 𝑒
−
𝜆

𝑦𝑗

)), 

 و  

𝜋(𝜆|𝛼,𝛽,data) ∝ 𝜆𝑛+𝑚+𝑎3−1 

× exp {−𝜆(∑

𝑛

𝑖=1

1

𝑥𝑖
+∑

𝑚

𝑗=1

1

𝑦𝑗
+ 𝑏3)} 

× (∏

𝑛

𝑖=1

(1 − 𝑒−𝜆/𝑥𝑖)−1)

× (∏

𝑚

𝑗=1

(1 − 𝑒−𝜆/𝑦𝑗)−1) , 

پسینهستند.   چگالی  تابع  شناخته    𝜆  چون  چگالی  تابع  یک 

روش   از  آن  از  تصادفی  عدد  تولید  برای  نیست،  شده 

گیری  الگوریتم نمونه  لذا  شود.هستینگز استفاده می-متروپولیس

 صورت زیر نوشت: توان بهگیبز را می

اولیه  -1 به  𝜆و    𝛼  ،𝛽  مقدار    𝜆(0)و    𝛼(0)  ،𝛽(0)صورت  را 

 .  یدبگیر

2- 𝑡    دهیدقرار    1را برابر با . 

3- 𝜆(𝑡)    را از𝜋(𝜆|𝛼(𝑡−1),𝛽(𝑡−1),data)  یدتولید کن  . 

4-  𝛼(𝑡)  از پسین    را  چگالی  Γ(𝑛  تابع  + 𝑎1,𝑏1 +

∑𝑛𝑖=1 (𝑅𝑖 + 1)log(
1

1−𝑒
−
𝜆(𝑡−1)
𝑥𝑖

 .  یدتولید کن  ((

5-  𝛽(𝑡)  از پسین  را  چگالی  Γ(𝑚  تابع  + 𝑎2,𝑏2 +

∑𝑚𝑗=1 (𝑆𝑗 + 1)log(
1

1−𝑒
−𝜆(𝑡−1)/𝑦𝑗

 .  یدتولید کن  ((

6-  𝑅(𝑡) =
𝛼(𝑡)

𝛼(𝑡)+𝛽(𝑡)
 . یدرا محاسبه کن  .

7- 𝑡      را برابر با𝑡 +  .  دهیدقرار    1

 .  یدبار تکرار کن  𝑇را    3-7مراحل    -8

 با برابر    𝑅میانگین پسین و واریانس پسین    ،حال

�̂�(𝑅|data) =
1

𝑇
∑

𝑇

𝑡=1

𝑅(𝑡), 

𝑉𝑎�̂�(𝑅|data) =
1

𝑇
∑

𝑇

𝑡=1

(𝑅(𝑡) − �̂�(𝑅|data))
2 

مقادیر  شوند.  می شده    𝑇براساس  پیشنهاد  روش  از  استفاده  با 

HPD  ،100(1اطمینان    بازه[،  20توسط چن و شائو ] − 𝜂)% 

𝑅[𝜂)صورت  به
2
𝑇],𝑅[(1−𝜂

2
)𝑇])  شود که در آنساخته می  𝑅[𝜂

2
𝑇]  

𝑅[(1−𝜂و  
2
)𝑇]  ترتیببه  [

𝜂

2
𝑇]-و 1)]  امین  −

𝜂

2
)𝑇]-  امین

𝑅𝑡}  دنباله  در  کوچکترین عدد صحیح = 1,2, … ,𝑇}    .هستند 

ادامه بیزی  ،  در  به  𝑅برآورد  این فرض  با  آوریم که دست میرا 

معلوم   𝜆متغیرهای تصادفی هستند و پارامتر  𝛽و   𝛼  پارامترهای

می فرض  کهاست.  پیشین  دارای    𝛽و    𝛼  شود  چگالی  توابع 

. توابع  هستند (𝑎2,𝑏2)و   (𝑎1,𝑏1)گامای مستقل با پارامترهای  

پسین می  𝛽و    𝛼  چگالی  بهرا  بهتوان  𝛤(𝑛    صورتترتیب  +

𝑎1,𝑏1 + 𝐴1(𝑥))    و𝛤(𝑚 + 𝑎2,𝑏2 + 𝐴2(𝑦))   نشان داد که  

آن   (𝐴1(𝑥)در  = 𝑇1/(2𝛼)    و𝐴2(𝑦)) = 𝑇2/(2𝛽)  چون .

برابر    𝑅مستقل هستند، تابع چگالی پسین    𝛽و    𝛼توابع پیشین  

 با 

𝑓𝑅(𝑟) = 𝑆𝑟𝑛+𝑎1−1(1 − 𝑟)𝑚+𝑎2−1 
× 𝑘−𝑘1 ,0 < 𝑟 < 1, 

بود   آنکه  خواهد  𝑘1   در  = 𝑛 +𝑚 + 𝑎1 + 𝑎2  ،𝑘 =

𝑟(𝑏1 + 𝐴1(𝑥)) + (1 − 𝑟)(𝑏2 + 𝐴2(𝑦))    و 

𝑆 =
Γ(𝑛 +𝑚 + 𝑎1 + 𝑎2)

Γ(𝑛 + 𝑎1)Γ(𝑚 + 𝑎2)
 

× (𝑏1 + 𝐴1(𝑥))
𝑛+𝑎1(𝑏2 + 𝐴2(𝑦))

𝑚+𝑎2 . 

توان  را نمی  𝑅  خطا، برآورد بیز  توان دومتحت تابع زیان    چون

بهبه تحلیلی  ] صورت  لیندلی  روش  با  را  آن  آورد،  [  21دست 

می با  برآورد  و  لیندلی  تقریب  از  استفاده  با  از  کنیم.  پیروی 

[ همکاران  و  احمد  تقریبی  22رویکرد  بیز  برآورد   ،]𝑅 یعنی  ،

�̂�𝐵𝑆،    با خطا برابر    توان دومتحت تابع زیان 

(11) 

�̂�𝐵𝑆

= �̃�{1 +
�̃��̃�2

𝛽2(𝑚 + 𝑎2 − 1)(𝑛 + 𝑏1 − 1)
 

× [�̃�(𝑛 + 𝑎1 − 1) − 𝛽(𝑚 + 𝑎2 − 2)]}, 

 در آنکه  است  

�̃� =
�̃�

�̃� + 𝛽
,�̃� =

𝑛 + 𝑎1 − 1

𝑏1 + 𝐴1(𝑥)
, 

𝛽 =
𝑚 + 𝑎2 − 1

𝑏2 + 𝐴2(𝑦)
. 
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بیزیبازه    ،همچنین 1)100    اطمینان  − 𝜂)%    برای𝑅  به-

آن    که  است  (𝐿,𝑈)  صورت پایین  ، کران𝑈و    𝐿در    بالا و  های 

 هستند و در معادلات  

(12) 
𝑃[𝑅 ≤ 𝐿|data] =

𝜂

2
,  

𝑃[𝑅 ≤ 𝑈|data] = 1 −
𝜂

2
 

 .کنندصدق می

 سازی مطالعات شبیه    -6

شبیه بخش،  این  عملکرد  در  مقایسه  برای  کارلو  مونت  سازی 

های سانسور فزاینده  و بیز در طرح  MLE  ،UMVUEگر  برآورد

میزان    باهای مختلف را  گرشود. عملکرد برآورد انجام می  مختلف

میانگین   و  دوماریبی  )   توان  میMSEخطا  مقایسه  کنیم. ( 

  هایبازهیعنی    ختلفاطمینان م  هایبازهبرای مقایسه    ،همچنین

و    هابازهاز میانگین طول  HPD اطمینان مجانبی، بوت استرپ و

می استفاده  پوشش  برآوردگرهای  درصد  مقایسه  برای  کنیم. 

MLE و بیزی، سه مجموعه پارامتر  𝛩𝑖 = (𝛼,𝛽,𝜆)  صورت  را به

Θ1 = (2,2,0/5)  ،Θ2 = Θ3و    (2,2,1/5) = (2,2,2/5) 

بردههب  را همچنینکار  به،  ایم.  برآوردبرای  آوردن  های  گردست 

  3و  2، 1 تابع چگالی پیشین سه، HPDاطمینان   هایبازهبیز و 

 صورت  بهترتیب  بهرا  

 𝑎𝑗 = 0,𝑏𝑗 = 0,𝑗 = 1,2,3, 

 𝑎𝑗 = 1,𝑏𝑗 = 2,𝑗 = 1,2,3, 

 𝑎𝑗 = 2,𝑏𝑗 = 3,𝑗 = 1,2,3 

پیشین  که در بین آن  گیریمنظر می در و    بخشناآگاهی،  1ها، 

از سه طرح  ،  هستند. همچنین  بخشآگاهی،  3و    2های  پیشین

 :کنیماستفاده میصورت زیر  به سانسور  

𝑟1: (𝑛,𝑁) = (10,30),   (0∗9 ,20), 

𝑟2: (𝑛,𝑁) = (10,30),   (20,0∗9 ), 

𝑟3: (𝑛,𝑁) = (10,30),   (2∗10). 

م پارامترهای  مقادیر  طرحختلف برای  و  ،  متعدد  سانسور  های 

و    MLEمربوط به    MSEهای مختلف، مقادیر اریبی و  پیشین

بیزگربرآورد می  1000در    𝑅  های  گزارش  را  که تکرار  کنیم 

برای    1همچنین نمودار شکل    اند.ارائه شده  1نتایج در جدول  

است.   شده  ترسیم  جدول  این  نتایج  آزمایشتحلیل  های  در 

اطمینان را   هایبازهسازی، برای بررسی روش بوت استرپ، شبیه

کردیم.  بازنمونه  =250NBOOTبراساس   محاسبه  گیری 

اطمینان مرتبط، مبتنی بر   هایبازهدهای بیز و  همچنین، برآور

T=1000  اند.  دست آمدهتکرار به 

 

جدول   می1از  مشاهده  که  ،  و    MLEشود  نااریبی  مقادیر  در 

MSEبرآورد به  شبیه  برآورد  گرها  دو  مقایسه  است.  بیز    گربیز 

های  گردهد که برآوردنشان می  بخشآگاهیبراساس دو پیشین  

بر   مبتنی  برآورد  3پیشین  بیز  از  بهتری  بیز  گرعملکرد  های 

پیشین   بر  و  2مبتنی  نااریبی  مقادیر  در   ،MSE  .دارند ها 

پیشینگربرآورد،  همچنین دو  بر  مبتنی  بیز  ،  بخش آگاهی  های 

به  مورد  به  نسبت  بهتری  از  عملکرد  استفاده  با  آمده  دست 

شکل  دارند.  بخش  ناآگاهیپیشین   نمودار  از  استفاده  نیز    1با 

 نتایج حاصل شده به خوبی قابل استنباط است. 

را براساس توزیع مجانبی    𝑅برای  یدرصد 95اطمینان  هایبازه

MLE  به کردیم.  بازهعلاوهمحاسبه    ، Boot-pاطمینان    های، 

Boot-t    وHPD   شده محاسبه  طول  نیز  میانگین    هایبازهاند. 

ول  اطمینانی در جد  بازهط با هر  تباطمینان و درصد پوشش مر

است.    گزارش  2 شکل  شده  نمودار  تحلیل   2همچنین  برای 

-بازهداری برای  یسطح معننتایج این جدول ترسیم شده است.  

، مشاهده  2باشد. از جدول  می  95/0اطمینان محاسبه شده    های

که  می و    هایبازهشود  استرپ  بوت  ترتیب  به  HPDاطمینان 

 های  برای طرحاطمینان را  های  بازهبزرگترین و کوچکترین طول  

کنند و  و برای مقادیر پارامتر مختلف فراهم می  ختلفسانسور م

دارند.    هایبازه قرار  دوم  جایگاه  در  مجانبی  اطمینان 

می،همچنین که  مشاهده    Boot-pاطمینان    هایبازهشود 

دارند. طبق جدول    Boot-tاطمینان    هایبازهعملکرد بهتری از  

با بیشترین پوشش را    هایاحتمال   Boot-tاطمینان    هایبازه  2

 HPDاطمینان    بازهکنند. مقایسه دو  در بیشتر موارد فراهم می

پیشین   دو  می  بخشآگاهیبراساس  که  نشان    های بازهدهد 

  های بازه، عملکرد بهتری از  3مبتنی بر پیشین    HPDاطمینان  

با استفاده از نمودار  دارند.    2مبتنی بر پیشین    HPDان  ناطمی

 نیز نتایج حاصل شده به خوبی قابل استنباط است.   2شکل  

 λگیریم که پارامتر مقیاس مشترک  اکنون حالتی را درنظر می

را با    𝑅مربوط به    UMVUEو    MLEمعلوم است. در این مورد،  

( معادلات  از  )9استفاده  و  به8(  می(  اطلاع  دست  چون  آوریم. 

𝑎1صورت  بخش بهناآگاهینداریم، از پیشین    𝑅قبلی درباره   =

𝑏1 = 𝑎2 = 𝑏2 = استفاده    0 بیز  برآوردهای  محاسبه  برای 

کنیم که با استفاده از آن برآورد بیز تقریب لیندلی از رابطه  می

و  11) )  بازه(  رابطه  از  لیندلی  تقریب  بر  مبتنی  به12بیزی   )-

می و    آید.دست  اریبی  براساس    MSEمقادیر  تکرار    1000را 

 .  است  آمده  3ایم که نتایج در جدول  گزارش کرده
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 𝑅و بیز پارامتر   MLEبرآوردگرهای   MSEادیر اریبی و قم. 1جدول 

Θ𝑗  C.S MLE  1پیشین 2پیشین   3پیشین    

  MSE  اریبی MSE  اریبی MSE  اریبی MSE  اریبی 

 (𝑟1, 𝑟1) 0236/0  0073/0  0168/0  0051/0  0159/0  0029/0  0117/0  0016/0  

 (𝑟2, 𝑟2) 0236/0  0069/0  0185/0  0064/0  0159/0  0031/0  0121/0  0011/0  

Θ1 (𝑟3, 𝑟3) 0252/0  0063/0  0188/0  0018/0  0162/0  0013/0  0125/0  0003/0  

 (𝑟1, 𝑟2) 0238/0  0072/0  0181/0  0030/0  0172/0  0028/0  0125/0  0006/0  

 (𝑟1, 𝑟3) 0243/0  0039/0  0176/0  0022/0  0160/0  0019/0  0134/0  0008/0  

 (𝑟2, 𝑟3) 0242/0  0054/0  0183/0  0024/0  0178/0  0019/0  0137/0  0001/0  

 (𝑟1, 𝑟1) 0232/0  0041/0  0170/0  0033/0  0148/0  0017/0  0124/0  0006/0  

 (𝑟2, 𝑟2) 0245/0  0077/0  0179/0  0044/0  0158/0  0017/0  0118/0  0014/0  

Θ2 (𝑟3, 𝑟3) 0229/0  0067/0  0168/0  0064/0  0157/0  0032/0  0122/0  0017/0  

 (𝑟1, 𝑟2) 0244/0  0095/0  0181/0  0052/0  0166/0  0030/0  0126/0  0018/0  

 (𝑟1, 𝑟3) 0238/0  0085/0  0176/0  0038/0  0152/0  0025/0  0125/0  0001/0  

 (𝑟2, 𝑟3) 0227/0  0032/0  0185/0  0023/0  0155/0  0021/0  0123/0  0004/0  

 (𝑟1, 𝑟1) 0246/0  0045/0  0173/0  0043/0  0154/0  0023/0  0136/0  0010/0  

 (𝑟2, 𝑟2) 0233/0  0048/0  0175/0  0023/0  0162/0  0009/0  0113/0  0002/0  

Θ3 (𝑟3, 𝑟3) 0230/0  0032/0  0184/0  0017/0  0158/0  0008/0  0132/0  0001/0  

 (𝑟1, 𝑟2) 0237/0  0061/0  0192/0  0050/0  0158/0  0010/0  0129/0  0001/0  

 (𝑟1, 𝑟3) 0229/0  0035/0  0180/0  0034/0  0160/0  0018/0  0125/0  0004/0  

 (𝑟2, 𝑟3) 0241/0  0030/0  0186/0  0014/0  0150/0  0011/0  0130/0  0009/0  

نمودار شکل   این جدول ترسیم    3همچنین  نتایج  برای تحلیل 

است.   جدول  شده  برآورد3از  مقایسه  با  و    MLEبیز،    گر، 

UMVUEشود که  ، مشاهده میMLE   کمترین مقدار اریبی و

MSE  و    دارد  راUMVUE.دارند قرار  دوم  جایگاه  در  با    ها، 

نیز نتایج حاصل شده به خوبی قابل    3استفاده از نمودار شکل  

   استنباط است.

 گیری نتیجه  -7

تنش پارامتر  برآورد  مقاله،  این  نمایی  -در  توزیع  برای  مقاومت 

تعمیم نوع  وارون  فزاینده  سانسور  در طرح  بررسی شد.    2یافته 

روش است،  نامعلوم  مقیاس  پارامتر  برای  وقتی  مختلفی  های 

𝑅برآورد   = 𝑃(𝑋 < 𝑌)    استفاده شد. چونMLE    به مربوط 

نمی  𝑅پارامتر   بهرا  بسته  به شکل  تکرار  توان  روند  آورد،  دست 

 کار گرفته شد. همچنین،بازه اطمینان دقیق برای محاسبه آن به

 

 

 

  𝑅  فیشر  به اطلاع  ماتریس  از  آن،  بر  علاوه  شد.  آورده  دست 

دست آوردن بازه اطمینان مجانبی استفاده  برای بهمشاهده شده 

بازه کوچک  نمونه  اندازه  با  چون  مجانبی  شد.  اطمینان  های 

عملکرد خوبی ندارند، دو بازه اطمینان بوت استرپ نیز پیشنهاد  

و بازه    𝑅ها رضایت بخش بود. برآورد بیزی  شد که عملکرد آن

-گیری گیبز بهاطمینان مرتبط با آن با استفاده از روش نمونه

آمد. مشاهده   و  دست  اریبی  مقادیر  -برآوردگر    MSEشد که 

MLE    پارامتر این، وقتی  بر  بیز است. علاوه  برآوردگر  شبیه به 

معلوم برآوردگر مقیاس  مختلف،  بود،  بیز  و   MLEهای 

UMVUE    محاسبه شدند. نتایج نشان داد کهMLE   کمترین

و   اریبی  و    MSEمقادیر  دارد  دUMVUEرا  دوم  ها  جایگاه  ر 

شبیه نهایت،  در  یک سازیهستند.  تحلیل  و  کارلو  مونت  های 

های مختلف  مجموعه داده واقعی برای بررسی عملکرد برآوردگر

 کار گرفته شدند.  به
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: سبز،  2: قرمز، پیشین 1)پیشین و بیز  )آبی(  MLEبرآوردگرهای )سه شکل پایین(    MSEو )سه شکل بالا( مقادیر اریبی . نمودار 1شکل 

 .𝑅پارامتر  : سیاه( 3پیشین 

 𝑅و درصد پوشش در برآورد پارامتر   بازهمیانگین طول  . 2جدول 

Θ1 
C.S MLE Boot-p Boot-t Bayes 

1پیشین      2پیشین   3پیشین    

(𝑟1, 𝑟1) (948/0)4840/0  (954/0)5008/0  (957/0)5836/0  (943/0)4251/0  (951/0)4211/0  (946/0)4115/0  

(𝑟2, 𝑟2) (942/0)4987/0  (940/0)5130/0  (951/0)5856/0  (947/0)4227/0  (949/0)4213/0  (947/0)4172/0  

(𝑟3, 𝑟3) (943/0)4815/0  (946/0)5190/0  (958/0)6086/0  (953/0)4479/0  (944/0)4377/0  (942/0)4228/0  

(𝑟1, 𝑟2) (942/0)5154/0  (956/0)5345/0  (957/0)5916/0  (953/0)4470/0  (957/0)4406/0  (956/0)4398/0  

(𝑟1, 𝑟3) (947/0)4908/0  (943/0)5145/0  (954/0)6279/0  (952/0)4530/0  (941/0)4518/0  (941/0)4244/0  

(𝑟2, 𝑟3) (945/0)5131/0  (948/0)5333/0  (955/0)5958/0  (951/0)4516/0  (949/0)4382/0  (951/0)4323/0  

Θ2 
C.S MLE Boot-p Boot-t Bayes 

1پیشین      2پیشین   3پیشین    

(𝑟1, 𝑟1) (951/0)4687/0  (951/0)4929/0  (956/0)5834/0  (955/0)4347/0  (953/0)4334/0  (952/0)4244/0  

(𝑟2, 𝑟2) (947/0)4801/0  (943/0)5174/0  (956/0 )6157/0  (952/0)4377/0  (950/0)4237/0  (944/0)4227/0  

(𝑟3, 𝑟3) (957/0)4881/0  (953/0)5137/0  (959/0)5832/0  (941/0)4268/0  (955/0)4232/0  (946/0)4202/0  

(𝑟1, 𝑟2) (942/0)4937/0  (940/0)5172/0  (956/0)5876/0  (941/0)4569/0  (954/0)4470/0  (955/0)4387/0  

(𝑟1, 𝑟3) (944/0)4855/0  (941/0)5145/0  (958/0)5965/0  (948/0)4261/0  (950/0)4191/0  (954/0)4185/0  

(𝑟2, 𝑟3) (944/0)4883/0  (957/0)5368/0  (959/0)5916/0  (946/0)4418/0  (947/0)4353/0  (944/0)4339/0  

Θ3 
C.S MLE Boot-p Boot-t Bayes 

1پیشین      2پیشین   3پیشین    

(𝑟1, 𝑟1) (951/0)4855/0  (947/0)5156/0  (959/0)5996/0  (944/0)4621/0  (944/0)4616/0  (944/0)4230/0  

(𝑟2, 𝑟2) (950/0)4941/0  (940/0)4953/0  (959/0)5963/0  (952/0)4237/0  (959/0)4232/0  (956/0)4194/0  

(𝑟3, 𝑟3) (942/0)4924/0  (941/0)5307/0  (957/0)5667/0  (947/0)4586/0  (944/0)4573/0  (952/0)4221/0  
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در   بنفش( : 3: زرد، پیشین 2: سیاه، پیشین 1: سبز، پیشین Boot-t: قرمز، Boot-pاطمینان )مجانبی: آبی،  بازهمیانگین طول  . 2شکل 

 . 𝑅برآورد پارامتر  

 معلوم.  𝜆  باو درصد پوشش  هابازهو متوسط طول  𝑅و بیز پارامتر   MLE  ،UMVUEبرآوردگرهای   MSEمقادیر اریبی و . 3جدول  

𝜆 = 0/5 
C.S MLE Lindley UMVUE Lindley 

 MSE  اریبی MSE  اریبی MSE  اریبی  

(𝑟1, 𝑟1) 0115/0  0019/0  0129/0  0028/0  0122/0  0024/0  (946/0)4384/0  

(𝑟2, 𝑟2) 0108/0  0011/0  0133/0  0078/0  0125/0  0015/0  (942/0)4094/0  

(𝑟3, 𝑟3) 0120/0  0018/0  0135/0  0059/0  0121/0  0058/0  (944/0)4158/0  

(𝑟1, 𝑟2) 0112/0  0007/0  0125/0  0060/0  0121/0  0046/0  (943/0)4267/0  

(𝑟1, 𝑟3) 0110/0  0008/0  0134/0  0053/0  0125/0  0049/0  (949/0)4110/0  

(𝑟2, 𝑟3) 0120/0  0001/0  0129/0  0005/0  0124/0  0005/0  (950/0)4271/0  

𝜆 = 1/5 
C.S MLE Lindley UMVUE Lindley 

 MSE  اریبی MSE  اریبی MSE  اریبی  

(𝑟1, 𝑟1) 0118/0  0027/0  0138/0  0047/0  0125/0  0045/0  (945/0)4119/0  

(𝑟2, 𝑟2) 0118/0  0022/0  0130/0  0055/0  0121/0  0025/0  (947/0)4141/0  

(𝑟3, 𝑟3) 0119/0  0002/0  0136/0  0043/0  0122/0  0016/0  (946/0)4319/0  

(𝑟1, 𝑟2) 0113/0  0015/0  0136/0  0061/0  0124/0  0024/0  (943/0)4283/0  

(𝑟1, 𝑟3) 0122/0  0022/0  0125/0  0043/0  0123/0  0023/0  (949/0)4377/0  

(𝑟2, 𝑟3) 0112/0  0012/0  0135/0  0021/0  0131/0  0020/0  (955/0)4436/0  

𝜆 = 2/5 
C.S MLE Lindley UMVUE Lindley 

 MSE  اریبی MSE  اریبی MSE  اریبی  

(𝑟1, 𝑟1) 0111/0  0006/0  0131/0  0036/0  0118/0  0009/0  (950/0)4106/0  

(𝑟2, 𝑟2) 0120/0  0004/0  0133/0  0028/0  0120/0  0016/0  (946/0)4231/0  

(𝑟3, 𝑟3) 0115/0  0019/0  0127/0  0047/0  0126/0  0033/0  (941/0)4142/0  

(𝑟1, 𝑟2) 0119/0  0010/0  0129/0  0048/0  0121/0  0029/0  (948/0)4349/0  

(𝑟1, 𝑟3) 0117/0  0021/0  0128/0  0044/0  0119/0  0037/0  (951/0)4249/0  

(𝑟2, 𝑟3) 0114/0  0004/0  0130/0  0061/0  0117/0  0017/0  (947/0)4200/0  

  

(𝑟1, 𝑟2) (949/0)4907/0  (946/0)5257/0  (957/0)5924/0  (943/0)4458/0  (943/0)4438/0  (947/0)4363/0  

(𝑟1, 𝑟3) (949/0)4970/0  (949/0)5309/0  (956/0)5977/0  (953/0)4492/0  (943/0)4395/0  (952/0)4256/0  

(𝑟2, 𝑟3) (945/0)4979/0  (947/0)5268/0  (954/0)5932/0  (940/0)4581/0  (940/0)4332/0  (947/0)4313/0  
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 𝑅پارامتر  )قرمز( یز ب و   )سبز( UMVUE، )آبی( MLEبرآوردگرهای )سه شکل پایین(    MSEو )سه شکل بالا( مقادیر اریبی . نمودار 3شکل 
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