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چکیده: یکی از ابزارهاي پرکاربرد در کشف سریع علت هاي اسنادپذیر، نمودارهاي کنترل هستند. باتوجه به اهمیت هزینه هاي اقتصادي، 
دانکن در جهت کاهش هزینه هاي اقتصادي  چرخه ي کیفیت، اولین مدل اقتصادي در حضور علت هاي اسنادپذیر چندگانه را ارائه داد. در 

مدل او و مدل هاي برگرفته شده از آن فرض شده است که پس از وقوع یک علت اسنادپذیر، سایر علت هاي اسنادپذیر تا صدور هشدار 
درست رخ ندهند. در این مقاله پس از نقد مدل هاي پیشین در استفاده نادرست و غیرواقع بینانه از این فرض براي محاسبه متوسط هزینه 

در واحد زمان چرخه ي کیفیت، طرح آماري-اقتصادي واقع بینانه اي در حضور علت هاي اسنادپذیر چندگانه براي طراحی آماري-اقتصادي 

نمودار کنترل � ارائه می شود. نتایج حاصل از مدل پیشنهادي نشان می دهد که در مدل چن و یانگ این فرض برقرار نیست و بنا بر 
این، 

پیشنهادي ما پرداخته شود. پیشنهاد می شود براي رفع نواقص طراحی هاي انجام شده برپایه ي مدل آن ها، در پژوهش هاي آتی به بازطراحی آن ها براساس مدل 
کلمات کلیدي: طراحی اقتصادي، نمودار کنترلی ، علت هاي اسنادپذیر چندگانه، مدل شوك وایبول 

مقدمه -1

فرایند نمودارهاي کنترلی، یکی از ابزارهاي بسیار مفید کنترل 
هاي  جویی در هزینه ) براي بهبود کیفیت و صرفهSPC( آماري

یکی از پرکاربردترین و  �Xتولید هستند. نمودار کنترلی 
ترین نمودارهاي کنترلی شوهارتی براي پایش میانگین  مهم

 بصورت �Xفرایند است. حدود کنترلی در نمودار کنترلی 
𝜇0 ± 𝐿 𝜎

√𝑛
به ترتیب میانگین و   𝜎و  𝜇0شوند که  ارائه می 

  نیز به ترتیب اندازه نمونه 𝐿و  𝑛انحراف معیار مفروض فرایند، 
اخذ شده و ضریب حدود کنترلی هستند. وقوع یک علت 

    11/11/1400تاریخ پذیرش:                21/06/1400تاریخ دریافت: 
 3/ شماره 11دوره 

220-203صفحات 

) در طول  𝜎میانگین فرایند، با فرض آنکه انحراف معیار فرایند (
) در طول  𝜎فرایند، با فرض آنکه انحراف معیار فرایند (میانگین 

𝜇0به  𝜇0اسنادپذیر باعث انتقال میانگین فرایند از  + 𝛿𝜎 
براي پایش  ،پارامتر انتقال است. بنا بر این 𝛿 در آن، شود که می

 هصلااز فرایند در ف 𝑛اي به اندازه  زمان ثابت است، هر بار نمونه
بر  �Xو مقدار مشاهده شده آماره  اخذ شده )ℎمعین ( زمانی

اي خارج از  چنانچه نقطه ،شود روي نمودار کنترلی رسم می
حدود کنترلی قرار گیرد شاهد هشداري مبنی بر اینکه فرایند از 

هر  آماري کنترل آماري خارج شده است خواهیم بود. کارایی
پایش کیفیت   هاي و هزینه �𝑋𝑋مانند نمودار کنترل کنترل نمودار 

 مقدار تعیین شده هاي تولیدي هر فرایند با آن، به محصول
,𝑛پارامترهاي ( 𝐿,ℎ( که به پارامترهاي طراحیاند  وابسته 
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 اند. نمودار کنترلی معروف
 ]1[بار توسط گریشیک و روبین  مفهوم طراحی اقتصادي اولین

مطرح گردید. اگرچه محاسبات به کار رفته توسط آنها بسیار 
ها به عنوان پایه براي کارهاي بعدي  پیچیده بود ولی مطالعه آن

از اولین نفراتی بود که طراحی اقتصادي  ]2[قرار گرفت. دانکن 
با در نظر گرفتن مدل شوك نمایی ارایه  �𝑋𝑋 براي نمودار کنترلی

شده است که تنها یک انحراف  فرض ]2[داد. در مقاله دانکن 
با دلیل فرایند را تحت تاثیر قرار می دهد. در صنعت شرایطی 
وجود دارد که مدل تحت تاثیر چند انحراف بادلیل قرار خواهد 

در مقاله خود طراحی  ]3[ گرفت. بر این اساس مقاله دانکن
را با در نظر گرفتن چند  �𝑋𝑋اقتصادي براي نمودار کنترلی 

با توجه به اینکه در طراحی  لیل ارایه کرده است.انحراف با د
هاي بهینه آماري نمودارهاي کنترلی توجه  اقتصادي به ویژگی

اقتصادي نمودار کنترل -طراحی آماري ]4[سانیگا  شد، نمی
𝑋𝑋� − 𝑅  را ارائه داد و به بررسی مزایا و معایب هریک از
اي بر .پرداختاقتصادي -هاي آماري، اقتصادي و آماري طراحی

هاي پیشین بر مبناي مدل اقتصادي  مرور جامعی از پژوهش
و وودال و  ]6[هو و کیس  ،]5[گمري  مونت به ]2[دانکن 

 مراجعه شود.  ]7[گمري  مونت
در عمل، بسیاري از فرآیندهاي تولید تحت تاثیر چند انحراف 

گیرند و فرایندهایی که تحت تاثیر یک انحراف  با دلیل قرار می
با دلیل باشند، نادر هستند. بنا بر این بسیاري از محققین 

 ]3[مند به ارایه مدل هزینه در این شرایط هستند. دانکن  علاقه
به مدل تحت تاثیر چند مدل تک انحراف با دلیل خود را 

 -مدل آماري ]8[انحراف با دلیل توسعه داد. یو و همکاران 
تحت تاثیر چندین علت  �𝑋𝑋اقتصادي را براي نمودار کنترلی 

چون محاسبه مقدار  اسنادپذیر براي مدل دانکن ارایه کردند.
) هر چرخه کیفیت 𝐸𝐸(𝐶)) و هزینه (𝐸𝐸(𝑇𝑇)مورد انتظار زمان (

اسنادپذیر از نظر تئوري و محاسبات پیچیده   علت 𝑚 در حضور
، دو 𝐸𝐸(𝑇𝑇)و  𝐸𝐸(𝐶)سازي محاسبه  است، دانکن در جهت ساده

 فرض اساسی زیر را در کنار سایر مفروضات پذیرفت:
هاي اسنادپذیر مستقل از یکدیگر هستند  زمان وقوع علت )1

 (پذیره اول)،
 اسنادپذیر تا زمان شناسایی آن،  پس از وقوع یک علت )2

 اسنادپذیر دیگري رخ ندهد (پذیره دوم).  علت
) در مواجه با یک فرایند 2) و (1هاي ( وضوح، اگر پذیره به

ي  گاه مقدارهاي بهینه تولیدي یا خدماتی برقرار نباشند آن
ي  هاي بر پایه ] و سایر پژوهش3دست آمده از مدل دانکن [ به

] و دو 3آن در عمل غیر بهینه خواهد بود. بر اساس دانکن [

] تعمیمی از مدل بنرجی و 9ي اساسی او، چن و یانک [ پذیره
] در حضور چندین علت اسنادپذیر تحت مدل شوك 10رحیم [

] فرض نمودند 3ها برخلاف مدل دانکن [ وایبول ارائه دادند. آن
که پس از وقوع هشدار نمودار کنترلی، فرایند تولید متوقف 

کنند که پس از وقوع  بیان میگونه  ها پذیره دوم را این شود. آن
تا صدور هشدار صحیح، علت اسنادپذیر یک علت اسنادپذیر 

ي مدل اقتصادي  ] برپایه11. یو و همکاران [دیگري رخ ندهد
 �𝑋𝑋ترتیب به طراحی اقتصادي نمودار کنترل انطباقی  دانکن، به

هاي اسنادپذیر چندگانه که نسبت به نمودار  در حضور علت
داراي کارایی بالاتري است پرداختند. پاشا و همکاران  �𝑋𝑋کنترل 

] را تحت مدل شوك دلخواه متعلق 9] مدل چن و یانگ [12[
علت اسنادپذیر  mبه خانواده نرخ خطر متناسب در حضور 

اي بر طراحی  ] مطالعه13ملی و همکاران [ تعمیم دادند. سعادت
ر در حضو �𝑋𝑋اقتصادي نمودار کنترلی -اقتصادي و آماري

انجام  12هاي اسنادپذیر چندگانه تحت مدل شوك بِر  علت
اقتصادي انواع نمودارهاي -دادند. در طراحی اقتصادي و آماري

کنترلی شوهارتی و غیرشوهارتی در حضور چندین علت 
ي  ها اشاره شد، همواره دو پذیره ه برخی از آنباسنادپذیر که 

 اند. هسازي محاسبات استفاده شد اول و دوم براي ساده
این است که اگر در فرایندي این دو پذیره ي مهم در مورد  نکته

گاه وقوع یکی  طور ذاتی (فیزیکی)، پذیره دوم برقرار باشد، آن به
هاي اسنادپذیر به  هاي اسنادپذیر و عدم وقوع سایر علت از علت

هاي اسنادپذیر به یکدیگر و در نتیجه  معنی وابسته بودن علت
هاي اسنادپذیر خواهد بود که در  وقوع علت وابسته بودن زمان

هاي  تناقض با پذیره اول یعنی مستقل بودن زمان وقوع علت
اسنادپذیر از یکدیگر است. بنا بر این، اگر فرض شود که در یک 

گاه پذیره  هاي اسنادپذیر مستقل از هم رخ دهند آن فرایند، علت
د سایر هاي ممکن در رخ دا ي حالت دوم، یک پیشامد از همه

هاي اسنادپذیر پس از وقوع یک علت اسنادپذیر در چرخه  علت
کیفیت خواهد بود که باید شرایط وقوع آن و اثر پارامترهاي 

 طراحی بر آن مطالعه شود.
بنا بر این، از نظر تئوري متوسط زمان خارج از کنترل و متوسط 

] و 3ي خارج از کنترل محاسبه شده توسط دانکن [ هزینه
]، 9هاي دیگر بر مبناي آن مانند مدل چن و یانگ [ دلي م کلیه

ملی و  ] و سعادت14] و نادري و همکاران [12پاشا و همکاران [
ها  هاي آن زیرا در طراحی .] نیاز به بازبینی دارند13همکاران [

دهد استفاده  اي که حتما رخ می ي دوم به صورت پذیره پذیره
ها، احتمال وقوع  آنعبارتی باید در محاسبات  شده است. به

پذیره دوم به مثابه یک پیشامد در نظر گرفته شود. بنا بر این، 
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در این مقاله باتوجه به اینکه وقوع پذیره دوم قطعی نیست، به 
-هاي اقتصادي و آماري بررسی و بیان نقاط ضعف طراحی

ي دوم در  ي احتمال وقوع پذیره اقتصادي پیشین و محاسبه
پردازیم. همچنین  ] می9ي چن و یانگ [ اصل از مقالهنتایج ح

هاي اقتصادي در حضور چندین علت  در جهت اصلاح مدل
تر و  دهیم که در عمل کاربردي اسنادپذیر، مدلی را پیشنهاد می

 هاي پیشین است. تر از مدل بینانه واقع
، تعاریف و 2ساختار این مقاله به این صورت است که در بخش 

، احتمال 3در بخش شود.  رایه میهاي مورد استفاده ا پذیره
هاي اسنادپذیر  وقوع یک علت اسنادپذیر و عدم وقوع سایر علت

تا صدور هشدار محاسبه شده و نقد و بررسی نتایج ارائه شده در 
، بازطراحی از مدل 4در بخش  شود. ] ارایه می9چن و یانگ [

-در جهت طراحی آماري ]9[چن و یانگ اقتصادي -آماري
نیز علاوه  5شود. در بخش  ارائه می �𝑋𝑋اقتصادي نمودار کنترل 
اي بین  ي پارامترهاي طراحی، مقایسه بر تعیین مقدار بهینه
گیرد و در  انجام می ]9[چن و یانگ مدل پیشنهادي ما با 

 شود. ارایه می 6گیري در بخش  نهایت، نتیجه

  ها و نمادها پذیره-2

 ها پذیره -2-1

هاي مدل  اقتصادي از پذیره-در این مقاله براي طراحی آماري
 استفاده شده است.] 9اقتصادي چن و یانگ [

و  𝜇مشخصه کیفیت فرایند از توزیع نرمال با میانگین  )1
در طول فرایند ثابت است) معلوم  𝜎2 )𝜎2واریانس 

𝜇کند. در حالتی که  تبعیت می = 𝜇0  باشد فرایند تحت
ام رخ  𝑖ماري است و وقتی علت اسنادپذیر کنترل آ

𝜇0به  𝜇0دهد میانگین فرایند از  می + 𝛿𝑖𝜎  منتقل
شود که در این حالت فرایند خارج از کنترل آماري  می

 است. 
مدت زمان سپري شده از ابتداي چرخه کیفیت تا رخداد  )2

i)ام-iعلت اسنادپذیر  = 1,2, … , m)  که آن را با نماد
Ti دهیم، داراي توزیع وایبول با تابع چگالی زیر  نشان می

 است:

) 21( 
 

𝑓𝑖(𝑡) = 𝜆𝑖𝑘𝑡𝑘−1𝑒−𝜆𝑖𝑡
𝑘    

  (𝑡 > 0,𝜆𝑖 > 0,𝑘 > 0), 

 پارامتر مقیاس است.  𝜆𝑖پارامتر شکل و  𝑘که در آن 

 یکدیگرند.هاي اسنادپذیر مستقل از  زمان وقوع علت )3
از فرایند تولید در  𝑛اي تصادفی به اندازه  با انتخاب نمونه )4

𝑤𝑗 )𝑤𝑗زمان  = ∑ ℎ𝑙𝑙
𝑗
𝑙𝑙=1 فرایند مورد بررسی قرار (

گیري است که چنان  امین فاصله نمونه-ℎ𝑙𝑙 ،lگیرد.  می
شود که احتمال خارج شدن فرایند از حالت  تعیین می

که ابتداي فاصله تحت کنترل بوده، تحت کنترل زمانی
گیري مقدار ثابتی باشد چن و  براي تمام فواصل نمونه

 برابر است با: ℎ𝑙𝑙. بنا بر این، ]9[یانگ 

)2(  ℎ𝑙𝑙 = [𝑙1 𝑘⁄ − (𝑙 − 1)1 𝑘⁄ ]ℎ1. 

 𝑗1/𝑘ℎ1برابر  𝑤𝑗ام یعنی -𝑗گیري  بنا بر این، زمان نمونه
استفاده  ℎاز نماد  ℎ1است که در ادامه بجاي نماد 

 کنیم. می
فرایند خود اصلاح نیست. به عبارت دیگر وقتی فرایند از  )5

حالت کنترل خارج شود فقط با دخالت عامل انسانی 
 امکان بازگشت به حالت تحت کنترل دارد.

اسنادپذیر متوقف  فرایند در زمان جستجو و تعمیر علت )6
 شود. می

 اخذ و تفسیر نمونه ناچیز است. مدت زمان )7
 کند. فرایند از حالت تحت کنترل شروع به کار می )8

 نمادها -2-2

] 24پارامترهاي هزینه و زمان مشابه مقاله نادري و همکاران [
 هستند:
𝑍0،متوسط زمان براي جستجوي هشدار اشتباه : 
𝑍1 متوسط زمان براي کشف علت اسنادپذیر :i- ام زمانی که

 یص داده شده است،توسط نمودار تشخ
𝑍2𝑖 متوسط زمان براي تعمیر علت اسنادپذیر :i- ام زمانی که

𝑖)ام -iعلت اسنادپذیر  = 1,2, … ,𝑚) ،کشف شده است 
:𝐷0  متوسط هزینه کیفیت در واحد زمان براي حالت تحت

 کنترل،
:𝐷1𝑖  متوسط هزینه کیفیت در واحد زمان براي حالت خارج از

 ام است،-iکنترل مرتبط با علت اسنادپذیر 
:𝑌  متوسط هزینه بررسی هشدار اشتباه زمانی که فرایند تحت

 کنترل است،
𝐷2𝑖 هزینه مکان یابی و تعمیر علت اسنادپذیر :i-،ام 
گیري، هزینه ثابت نمونه  :  
واحد نمونه.هزینه هر :  b 
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ام میزان تغییري -iدر این مقاله پس از رخداد علت اسنادپذیر 
که همانند  𝛿𝑖 𝜎دهد برابر است با  که در میانگین فرایند رخ می

 )HN( نرمال-، نیم)UN( مطالعات پیشین، سه توزیع یکنواخت
1

√2𝜋
e−

1
2(12𝛿𝑖 )

2
NE( 1( و نمایی منفی 

2
e−

1
2𝛿𝑖   به عنوان

 .در نظر گرفته شده است  𝛿𝑖 برايتوزیع آغازین 

 چن و یانگ نقدي بر مدل اقتصادي  -3

هاي اقتصادي و  ي مدل طبق آنچه در مقدمه بیان شد در همه
هاي اسنادپذیر چندگانه پس از  اقتصادي در حضور علت-آماري

 E(C)و  E(T)سازي محاسبه  ] در جهت ساده3مدل دانکن [

اسنادپذیر، تا زمان   فرض نمودند که پس از وقوع یک علت
اسنادپذیر دیگري رخ ندهند (پذیره   صدور هشدار صحیح، علت

نشاندهنده  𝐼𝐼چه متغیر تصادفی گسسته  دوم). به عبارتی، چنان
هاي اسنادپذیر رخ داده قبل از صدور هشدار صحیح  تعداد علت

I}باشد آنگاه پیشامد  = معادل با وقوع فقط یک علت  {1
𝑚اسنادپذیر و عدم وقوع  − علت اسنادپذیر دیگر تا صدور  1

هشدار صحیح است. بنا بر این، اگر از مدلی اقتصادي و یا 
هاي اسنادپذیر چنگانه در  اقتصادي در حضور علت-آماري

شود باید بررسی کرد که  طراحی نمودارهاي کنترل استفاده می
شوند در عمل برقرار است یا  که استفاده میهاي مدلی  آیا پذیره

ي احتمال وقوع  بنا بر این، در ادامه پس از محاسبهخیر. 
 پیشامد

{I = ، با استفاده از آن به بررسی  ]9[در مدل چن و یانگ  {1
  دست آمده از مدل ي به مقادیر بهینه برقرار بودن پذیره دوم در

بینانه براي  اقتصادي واقع-ارائه مدل آماري] و 9چن و یانگ [
 پردازیم. میها  هاي مدل آن برطرف نمودن کاستی

𝐼𝐼}براي محاسبه احتمال وقوع پیشامد  = پیشامد  𝐼𝐼𝑖اگر  {1
هاي  امین علت اسنادپذیر و عدم وقوع سایر علت-𝑖وقوع 

اسنادپذیر تا صدور هشدار صحیح باشد، آنگاه با استفاده از 
 :شود اثبات میل کل قانون احتما

)3( 
𝑃(𝐼𝐼 = 1) = �𝑃(𝐼𝐼𝑖)

𝑚

𝑖=1

 

         = �
(1-βi) �1-e-λiℎ1𝑘� e-λ-iℎ1𝑘

(1-e-λℎ1𝑘)(1-βie-λ-iℎ1𝑘)

𝑚

𝑖=1

, 

∑=λکه در آن،  λi
m
i=1  ، λ-i=λ-λi و  𝛽𝑖 = Φ�𝐿 − 𝛿𝑖√𝑛� −

Φ�−𝐿 − 𝛿𝑖√𝑛� .داده شده الف) اثبات در پیوست ( هستند
 است.

𝑃(𝐼𝐼)، 3(  با توجه به رابطه = پارامترهاي طراحی تابعی از  (1
)𝑛,ℎ, 𝐿هاي اسنادپذیر)  ) و مدل شوك (توزیع زمان وقوع علت

 ،]14است. بنا بر این، باید گفت که در دانکن [  و پارامترهاي آن
که فرض  ها ي آن ي برپایهها ] و سایر مقاله15چن و یانگ [

تنها با توجه به  بطور حتمی رخ دهد نه }I=1{اند پیشامد  نموده
اي  بلکه در صورت پذیرش چنین پذیرهاینطور نیست،  )3رابطه (

ي پارامترهاي طراحی از بین مقادیري انتخاب  باید مقدار بهینه
) 1بینانه (نزدیک به  شوند که احتمال وقوع این پیشامد، واقع

چه احتمال این پیشامد به صفر نزدیک باشد  باشد. زیرا هر آن
 ي دوم است. به معنی عدم برقراري پذیره

ي  پردازیم که آیا در محاسبه ر ادامه به بررسی این موضوع مید
E(T)  وE(C) هاي ارائه شده، پیشامد { در طراحیI=1 به {

درستی در محاسبات منظور شده است یا خیر؟ براي این منظور 
] 15به بررسی طراحی اقتصادي ارائه شده توسط چن و یانگ [

است پرداخته ها قرار گرفته  که مبناي بسیاري از پژوهش
 .شود می

) مقاله خود، متوسط زمان طول 11در رابطه ( ]9[چن و یانگ 
 اند: ) ارائه نموده4ي کیفیت را به صورت رابطه ( یک چرخه

) 4( E(T)= �
1
λ
�

1
k
Γ�1+

1
k
�+α Z0

e-λh1
k

1-e-λh1
k      +�

𝜆𝑖
𝜆
𝐵𝑖  ,

𝑚

𝑖=1

 

برابر متوسط زمان خارج از کنترل بودن فرایند  ها𝐵𝑖که در آن 
–به علت وقوع علت اسنادپذیر  ي کیفیت انتهاي چرخهتا  𝑖 ام و

𝛼 = 2Φ(−𝐿) ها، متوسط زمان  . با توجه به مقاله آنهستند
 تحت کنترل بودن فرایند برابر،

)5(  
�

1
λ�

1
k
Γ �1+

1
k�+α Z0

e-λℎ1k

1-e-λℎ1k  

) تا 7به روابط ( نحوه اثبات آناست که براي بررسی جزئیات و 
 مراجعه شود.  ]9[چن و یانگ ) 9(

∑قابل ذکر است که  𝜆𝑖
𝜆
𝐵𝑖𝑚

𝑖=1، متوسط زمان سپري شده از  برابر
ي کیفیت بدون  پایان چرخهلحظه وقوع یک علت اسنادپذیر تا 

، چن و یانگبا توجه به  .استهاي اسنادپذیر  رخداد سایر علت
𝐵𝑖 ) فقط تابعی از پارامترهاي طراحی𝑛, ℎ, 𝐿و پارامترهاي ( 𝑘  و
𝜆𝑖 ي  است. بنا بر این در محاسبه∑ 𝜆𝑖

𝜆
𝐵𝑖𝑚

𝑖=1 عدم وقوع سایر ،
هاي اسنادپذیر تا صدور هشدار صحیح پس از وقوع علت  علت

این زیرا در  ام در محاسبات منظور نشده است.-𝑖اسنادپذیر



                                   مقدم           آبادي و محمد بامنی سید رحمت شجاعی علی                                                            207

 www.pqprc.ir  نشریه مهندسی و مدیریت کیفیت

ام -𝑖برابر احتمال وقوع علت اسنادپذیر  𝜆𝑖/𝜆ضریب  رابطه،
 عبارتی، هاي اسنادپذیر است. به قبل از وقوع سایر علت

𝑃�min1≤𝑗≤𝑚�Tj� = Ti� = 𝜆𝑖
𝜆
       )6(  

�min1≤𝑗≤𝑚�Tjوضوح پیشامد  است که به = Ti  به معنی عدم
-𝑖هاي اسنادپذیر پس از وقوع علت اسنادپذیر  وقوع سایر علت

هاي  ي پژوهش محاسباتی عملا در همهام نیست. این اشتباه 
] نیز 9] و چن و یانگ [3پیشین برگرفته شده از مدل دانکن [

 رخ داده است.
، رابطه 𝐸𝐸(𝑇𝑇)براي تبیین اثر این اشتباه بر مقدار محاسبه شده 

𝑖شود. اگر براي  تحت دو سناریو بررسی می )4( = 2, … ,𝑚 
𝜆𝑖فرض شود که  = 𝜆1,𝑍2𝑖 = 𝑍21  و𝛿𝑖 = 𝛿1 گاه  باشند آن

 شود: بصورت زیر بازنویسی می )4(رابطه 

)7( 
𝐸𝐸(𝑇𝑇) = �

1
m𝜆1

�
1
k
Γ �1+

1
k
� 

 +α Z0
e-m𝜆1ℎ1k

1-e-m𝜆1ℎ1k + 𝐵1    

𝑚) فرض کنیم که 4حال اگر در رابطه ( =  باشد آنگاه،  1

)8( 𝐸𝐸(𝑇𝑇) = �
1
𝜆1
�

1
k
Γ �1+

1
k
�  +α Z0

e-𝜆1ℎ1k

1-e-𝜆1ℎ1k + 𝐵1 

شود که   مشاهده می) 8( و )7(خواهد بود. با مقایسه روابط 
متوسط زمان خارج از کنترل بودن فرایند تا پایان چرخه 

که  شوند. حال آن کیفیت در دو سناریو با یکدیگر برابر می
ي  ترتیب، متوسط زمان یک چرخه به) 8(و  )7(وضوح روابط  به

رو  و یک علت اسنادپذیر هستند و از این mکیفیت در حضور 
همانند متوسط  ارج از کنترل در دو سناریوباید متوسط زمان خ

این در حالی است  زمان تحت کنترل بودن فرایند برابر نباشند.
که متوسط زمان خارج از کنترل بودن در این دو سناریو برابر 

شود که عدم جاري شدن درست  شدند. بنا بر این، مشاهده می
محاسبه نادرست  که یک پیشامد است، باعث ي دوم پذیره
𝐸𝐸(𝑇𝑇)  .شده است 

 بینانه اقتصادي واقع-مدل آماري -4

اقتصادي -هاي اقتصادي و آماري بر مدل هبا توجه به ایراد وارد
ي  اقتصادي جدیدي برپایه-مدل آماريدر این بخش  ،پیشین

 1 شکلباتوجه به شود.  ارائه می ]9[مدل اقتصادي چن و یانگ 
ي کیفیت برابر مجموع مدت زمان تحت  مدت زمان هر چرخه

چنانچه کنترل و مدت زمان خارج از کنترل بودن فرایند است. 

دهنده مدت زمان  ترتیب نشان به 𝑋𝑋4تا  𝑋𝑋1متغیرهاي تصادفی 
تحت کنترل بودن فرایند (با احتساب مدت زمان سپري شده 
براي یافتن هشدار اشتباه)، مدت زمان خارج از کنترل بودن 
فرایند تا صدور هشدار صحیح، مدت زمان سپري شده پس از 
هشدار صحیح تا کشف علت اسنادپذیر و مدت زمان سپري 

فرایند پس از کشف علت اسنادپذیر  شده براي تعمیر و اصلاح
 گاه، در نظر بگیریم آن

، آن E(T)براي محاسبه  ]9[و چن و یانگ  ]3[باتوجه به دانکن 
شود که  را به دو بخش جدا از هم افراز نموده و فرض می

𝐼𝐼}پیشامد = در سمت راست معادله  .رخ دهد (پذیره دوم) {1
دهنده متوسط زمان تحت کنترل بودن  )، بخش اول نشان9(

فرایند با احتساب مدت زمان سپري شده براي بررسی 
هشدارهاي اشتباه و بخش دوم متوسط زمان خارج از کنترل 

 E(T)سازي محاسبه  بودن فرایند است. بنا بر این در جهت ساده

 ، 𝐼𝐼با توجه به تعریف متغیر تصادفی 

 )10(   𝐸𝐸(𝑇𝑇) = �E(T|I = i)P(I = i)
𝑚

𝑖=1

       

 = E(𝑇𝑇|I = 1)P(I = 1)   
 + E(𝑇𝑇|I ≠ 1)P(I ≠ 1)          
 = E(𝑋𝑋1) + E(X2 + X3 + X4|I = 1)P(I = 1) 
 + E(X2 + X3 + X4|I ≠ 1)P(I ≠ 1). 

E(T|Iبا توجه به اینکه محاسبه  = i)P(I = i) براي 
𝑖 = 2, … ,𝑚  داراي پیچیدگی است، چنانچه شرایطی ایجاد

E(X2شود که  + X3 + X4|I ≠ 1)P(I ≠ 1) ≈ گاه  شود آن 0
به اینکه متوسط زمان خارج از کنترل بودن فرایند  با توجه

 مقداري متناهی است، براي برقراري رابطه فوق کافی است که
𝑃(𝐼𝐼 =  شود که در این صورت، 1تقریبا برابر  (1

 
 
 

𝑃(𝐼𝐼وضوح  خواهد شد. به = 1) ≈ به این معنی است که  1
ي کیفیت احتمال وقوع بیش از یک علت  در هر چرخه

اسنادپذیر تقریبا برابر صفر است و این همان فرض دوم دانکن 
دست آوردن متوسط زمان خارج از کنترل بودن  در به ]3[

 شده در این مقاله با فرایند است. تفاوت رویکرد ارائه
ي دوم را یک پیشامد  ههاي پیشین این است که ما پذیر پژوهش

 هاي اسنادپذیر ي رخداد علت هاي ممکن در نحوه از تمام حالت
هاي پیشین،  ایم ولی در مدل چندگانه مستقل در نظر گرفته

 )9(    E(T)=E(X1)+E(X2+X3+X4). 

𝐸𝐸(𝑇𝑇) ≃ 𝐸𝐸(𝑋𝑋1) + 𝐸𝐸 ��𝑋𝑋𝑙𝑙

4

𝑙𝑙=2

|𝐼𝐼 = 1� 
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 در حالت تحت کنترل و خارج از کنترل تیفیچرخه کنترل ک :1 شکل
 

دهد که با  طور حتم رخ می شده است که این پذیره بهفرض 
اي نادرست  چنین پذیره 3توجه به مطالب بیان شده در بخش 

 است.

 ي کیفیت متوسط زمان یک چرخه -4-1

متوسط زمان تحت کنترل  ]9[با توجه به چن و یانگ 
)𝐸𝐸(𝑋𝑋1)ست از:ا ) در هر چرخه کیفیت عبارت 

)11( 𝐸𝐸(𝑋𝑋1) = �1
λ
�

1
k Γ �1+ 1

k
� +α Z0

e-λℎ1
k

1-e-λℎ1
k ,  

به محاسبه } I=1پیشامد { حال با فرض وقوع
E(X2 + X3 + X4|I = شود. به شرط وقوع  پرداخته می (1

𝐼𝐼}پیشامد  = ، متوسط زمان خارج از کنترل تا صدور {1
 هشدار درست عبارت است از:

)13( 𝐸𝐸(𝑋𝑋 − 𝑋𝑋1|𝐼𝐼 = 1) 

= ���wj 
(1-βi)(1-e-λiℎ1

𝑘
)

P(I=1)
�e-λℎ1

𝑘
�

j
-�βie

-λ-iℎ1
𝑘
�

j

e-λih
k-βi

�
∞

j=1

m

i=1

−��

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 1-βi

P(I=1)
×

e-λ-ijh1
k

1-βie
-λ-iℎ1

𝑘

×
Γ �k+1

k ,λi(j-1)ℎ1
𝑘� -Γ �k+1

k ,λijℎ1
𝑘�

λi
1/k ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

∞

j=1

m

i=1

 

 

∫=Γ(s,x)که در آن  ts-1e-tdt∞
x  .اثبات در پیوست است

 .) ارائه شده استب(
کشف، اصلاح و تعمیر  متوسط زمان E(X3+X4|I=1)اگر 

ام به شرط وقوع فقط یک علت اسنادپذیر تا -𝑖علت اسنادپذیر 
)، 3(  گاه چون با توجه به رابطه صدور هشدار صحیح باشد آن

𝑃(𝐼𝐼𝑖)  سنادپذیربرابر احتمال وقوع فقط علت ا𝑖  تا صدور
 هشدار صحیح است پس داریم:

)14( E(X3+X4|I=1)=��(Z1+Z2i)
P(I𝑖)
P(I) � .

m

i=1

 

زمان یک  ) متوسط14) تا (9بنا بر این، از روابط (
 شود: صورت زیر ارائه می ي کیفیت به چرخه

)15
( 

      

E(T)= �
1
λ�

1
k
Γ �1+

1
k�+α Z0

e-λℎ1𝑘

1-e-λℎ1𝑘
 

+��

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ wj(1-βi)e-λ-ijhk �1-e-λiℎ1𝑘�

P(I=1)

×
e-λiJℎ1𝑘-βi

j

e-λiℎ1𝑘-βi ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫∞

j=1

m

i=1

  

−��

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 1-βi

P(I=1) ×
e-λ-iJh1k

1-βie-λ-iℎ1𝑘

×
Γ �k+1

k ,λi(j-1)ℎ1𝑘� -Γ �k+1
k ,λijh

λi
1/k

∞

j=1

m

i=1

 

+��(Z2i+Z1)
P(I𝑖)

P(I=1)�
𝑚

𝑖=1

. 

 پایان چرخه
 تحت کنترل

 خارج از کنترل

𝒘𝒘𝒋𝒋−𝟏𝟏 𝒘𝒘𝒋𝒋 

شروع 
 چرخه

𝑿𝑿𝟏𝟏 𝑿𝑿𝟐𝟐 𝑿𝑿𝟑𝟑 𝑿𝑿𝟒𝟒 

 هشدار صحیح
𝑿𝑿 

وقوع علت 
 اسنادپذیر

کشف علت 
 اسنادپذیر

حذف علت 
اسنادپذیر و 
 اصلاح فرایند

𝒘𝒘𝒋𝒋−𝟐𝟐  هشدار
اشتباه 𝒉𝒉𝒋𝒋−𝟏𝟏 𝒉𝒉𝒋𝒋 
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 ي کیفیت ي یک چرخه متوسط هزینه -4-2

. متوسط هزینه در زمان 1متوسط هزینه چرخه کیفیت شامل 
. متوسط هزینه جستجوي هشدارهاي اشتباه، 2تحت کنترل، 

. متوسط هزینه 4. متوسط هزینه در زمان خارج از کنترل و 3
شود. بنا بر این، باتوجه به مراحل محاسبه  گیري می نمونه
𝐸𝐸(𝑇𝑇) :داریم 

ي در زمان تحت کنترل بدون احتساب  متوسط هزینه )1
 گیري برابر است با: ي نمونه هزینه

)16( 𝐸𝐸(𝐶1) = D0 �
1
λ�

1
k
Γ �1+

1
k�+α Y

e-λℎ1𝑘

1-e-λℎ1𝑘
 

 ي خارج از کنترل بودن فرایند برابر است با: متوسط هزینه )2

)17(  

𝐸𝐸(𝐶2) 

= ��D1i �
 wj(1-βi)e-λ-ijℎ1𝑘 �1-e-λiℎ1𝑘�

P(I=1) �
∞

j=1

m

i=1

 

+��D1i

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 1-βi

P(I=1)
×

e-λ-iJℎ1𝑘

1-βie-λ-iℎ1𝑘
×

Γ �k+1
k ,λi(j-1)ℎ1𝑘� -Γ �k+1

k ,λijℎ1𝑘�

λi
1/k ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

∞

j=1

m

i=1

 

+�
P(Ii)
P(I) 

D2i

m

i=1

 

 گیري برابر است با: ي نمونه و در آخر، متوسط هزینه )3

)18( 
𝐸𝐸(𝐶3)

= �(a+bn) �
P(Ii)
P(I) 

[
e-λℎ1𝑘

1-e-λℎ1𝑘
+

1
1-βie-λ-iℎ1𝑘

]�
m

i=1

. 

 اثبات در پیوست (پ) داده شده است.
ي  اصلاح شده ،)18) تا (16به روابط (بنا بر این، با توجه 

چن و یانگ ي کیفیت در مدل  ي چرخه متوسط هزینه
 است از: عبارت ]9[

)19( 𝐸𝐸(𝐶) = 𝐸𝐸(𝐶1) + 𝐸𝐸(𝐶2) + 𝐸𝐸(𝐶3) 

با توجه به این که هدف ما یافتن مقادیر بهینه پارامترهاي 
 براي کمینه نمودن �𝑋𝑋طراحی نمودار کنترلی 

𝐸𝐸(𝐴) = 𝐸(𝐶)
𝐸(𝑇)

𝐼𝐼در شرایطی است که پیشامد {  = } با 1
اقتصادي -طراحی آماري ،احتمال نزدیک به یک رخ دهد

 ]9[چن و یانگ  اقتصادي بینانه که اصلاح شده مدل واقع
 .بندي نمود فرمول) 20رابطه ( صورت توان به است را می

 
 

)20( 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

minimize E(A)         
subject to ∶                 

𝛽 ≤ 𝛽𝑢        
𝛼 ≤ 𝛼𝑢        

𝑃(𝐼𝐼 = 1) ≥ 𝑝0 
      

 

مورد قبول براي   کران پایینبرابر  𝑝0 )،20رابطه (در 
𝑃(𝐼𝐼 = 1) ،𝛽𝑢  کران بالاي مورد قبول براي متوسط زمان

 𝛼𝑢خارج از کنترل بودن فرایند تا صدور هشدار صحیح و 
برابر کران بالاي مورد قبول براي متوسط تعداد هشدار 

 ي پارامترهاي طراحی است. اشتباه در یافتن مقدار بهینه
قابل ذکر است که در حالتی که فرایند متأثر از چندین 

𝛽، علت اسنادپذیر است = ∑ 𝑃(𝐼𝑖)
𝑃(𝐼)

𝛽𝑖𝑚
𝑖=1 .است 

 نتایج عددي -5

رابطه بین فرض در این بخش ابتدا به صورت عددي به بررسی 
هاي اسنادپذیر پس از وقوع یک علت  عدم وقوع سایر علت

,𝑛اسنادپذیر در چرخه کیفیت و پارامترهاي ( ℎ1, 𝐿 پرداخته و (
 ،DEoptimو استفاده از پکیج  Rافزار  سپس با استفاده از نرم

اقتصادي -طراحی آماريمقادیر بهینه پارامترهاي طراحی در 
توان  شود. پارامترهاي ورودي مدل را می میمحاسبه بینانه  واقع

𝑌,𝐷0,𝐷1𝑖به پارامترهاي هزینه ( ,𝐷𝑖2, 𝑎, 𝑏 پارامترهاي زمان ،(
)𝑍0,𝑍1,𝑍2𝑖 ،() پارامترهاي انتقال𝛿𝑖 و پارامترهاي توزیع (

بندي نمود. پارامترهاي ورودي مدل  ) طبقه𝜆𝑖,𝑘وایبول (
اند. بر اساس  شدهمقداردهی  ]9[براساس مقادیر چن و یانگ 

 هاي اسنادپذیر، مقادیر ي علت ، براي همه]9[چن و یانگ 
𝑌 = $2000 ،𝐷0 = $210 ،𝑎 = $20 ،𝑏 = $20 ،
𝑍0 = 1.25ℎ و 𝑍1 = شود.  یکسان فرض می 1.25

مقاله  1نیز مطابق با جدول  𝐷2𝑖و  𝜆𝑖 ،𝑍2𝑖 ،𝐷𝑖1پارامترهاي 
است. براي بررسی   آمدهبخش بعدي  1جدول در  چن و یانگ

 ]9[چن و یانگ  4جزئیات قواعد تعیین این پارامترها به بخش 
اقتصادي -آماريشود در طراحی  مراجعه شود. فرض می

اختیار را  و صفر 85/0، 90/0، 95/0 مقادیر 𝑝0 ،بینانه واقع
 کند. می
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 چن و یانگ} در مدل I=1حتمال پیشامد { -5-1

𝐼𝐼}به بررسی احتمال وقوع پیشامد در این بخش  = نتایج  در {1
 ]9[چن و یانگ  دست آمده براي پارامترهاي طراحی در مقاله به

شود. با توجه به مقادیر پارامترهاي طراحی در مدل  پرداخته می
 ] 9مقاله چن و یانگ [ 3اقتصادي جدول 
در مدل  𝑘ارائه شده است با افزایش پارامتر  2که در جدول 

، احتمال پیشامد هر سه توزیع آغازینوایبول تحت  شوك
{𝐼𝐼 = عبارتی، با  کند. به (پذیره دوم) به شدت کاهش پیدا می {1

ي  متوسط هزینه در واحد زمان چرخه] 9چن و یانگ [که  این
𝐼𝐼}کیفیت را با فرض وقوع پیشامد  = اند، ولی  محاسبه نموده {1

، 𝐸𝐸(𝑇𝑇) ،𝐸𝐸(𝐶)به نادرست به علت محاس kبا افزایش پارامتر 
𝐸𝐸(𝐴)  و همچنین عدم در نظر گرفتن کران پایین براي

𝑃(𝐼𝐼 = دست آمده براي پارامترهاي طراحی از مدل  ، نتایج به(1
که در طراحی  ها غیربهینه است. از طرفی با توجه به این آن

شود در ادامه به تعیین  هاي آماري توجه نمی اقتصادي به ویژگی
شده در  اقتصادي ارائه-طراحی در طراحی آماريپارامترهاي 

 شود. ) پرداخته می20رابطه (

-تعیین پارامترهاي طراحی در مـدل آمـاري   -2-5
 بینانه اقتصادي واقع

بینانه، با توجه به مقدار  اقتصادي واقع-در اجراي طراحی آماري
حداکثر احتمال ارتکاب خطاي نوع اول و دوم مورد قبول به 

براي تعیین پارامترهاي طراحی پرداخته  𝐸𝐸(𝐴)کمینه نمودن 
 0.1و  0.05ترتیب برابر  به 𝛽𝑢و  𝛼𝑢شود. براي این منظور  می

 شود. در نظر گرفته می
شود که با  ، مشاهده می3با توجه به نتایج آمده در جدول 

یابد. زیرا  ، متوسط هزینه در واحد زمان افزایش می𝑝0افزایش 
هاي  عنی است که اگر یکی از علت، به این م𝑝0افزایش 

گاه باید پارامترهاي طراحی طوري تعیین  اسنادپذیر رخ داد آن
رو با توجه  هشدار دهد. از این  تر شوند که نمودار کنترلی سریع

، فاصله 𝑝0شود که با افزایش  مشاهده می 3به جدول 
گیري و ضریب حدود کنترلی در هر سه توزیع آغازین  نمونه

 شده است. 𝐸𝐸(𝐴)و همین امر باعث افزایش  کاهشی است

 
 ])9[ چن و یانگ 1جدول برگرفته از مجموعه مقادیر پارامترهاي ورودي مدل (: 1جدول 

𝜆𝑖(× 10−3)  𝑍2𝑖  𝐷2𝑖 𝐷1𝑖 𝛿𝑖 𝑖 
𝐻𝑁𝑖 𝑈𝑛𝑖 𝑁𝐸𝐸𝑖  𝐻𝑁𝑖 𝑈𝑛𝑖 𝑁𝐸𝐸𝑖  𝐻𝑁𝑖 𝑈𝑛𝑖 𝑁𝐸𝐸𝑖 
4.220 2.294 4.566  2.909 2 3.293  1454 1000 1647 575 1 1 
3.608 2.294 3.557  2.488 2 2.565  1244 1000 1283 1684 1.5 2 
3.190 2.294 3.059  2.198 2 1.103  1099 1000 1103 2901 1.8 3 
2.901 2.294 2.772  2 2 2  1000 1000 1000 4000 2 4 
2.612 2.294 2.502  1.802 2 1.804  901 1000 902 5341 2.2 5 
2.194 2.294 2.155  1.512 2 1.554  756 1000 777 7776 2.5 6 
1.557 2.294 1.689  1.074 2 1.217  537 1000 609 12602 3 7 

NE :نمایی منفی ،Un :یکنواخت ،HN :نرمال-نیم 
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 گیري نتیجه -6

که در بسیاري از مواقع مدل شوك فرایند  با توجه به این
هاي  در این مقاله نقاط ضعف و مشکلات طراحیغیرنمایی است 

هاي  اقتصادي پیشین در حضور علت-اقتصادي و آماري
به بررسی مدل اقتصادي چن و یانگ  و اسنادپذیر چندگانه ارائه

ي  در همه] که تحت مدل شوك وایبول است پرداخته شد. 9[
اقتصادي پیشین در حضور -هاي اقتصادي و آماري مدل
ارائه شده در  ه فرض بر این استهاي اسنادپذیر چندگان علت

پس از وقوع یک علت اسنادپذیر که  ]9[چن و یانگ  3جدول 
. تا صدور هشدار درست رخ ندهند هاي اسنادپذیر سایر علت

به محاسبه و  داده شد که این پذیره یک پیشامد است و نشان
دست آمده در چن  احتمال وقوع این پیشامد در نتایج بهبررسی 
دست آمده نشان داد که مدل  ] پرداخته شد. نتایج به9[و یانگ 

در جهت برطرف نمودن بینانه است.  ها غیر واقع اقتصادي آن
-ضعف بیان شده، مدل جدیدي براي طراحی آمارينقاط 

. تحت مدل اقتصادي انواع نمودارهاي کنترلی ارائه شد
در  �𝑋𝑋اقتصادي نمودار کنترل -آماري پیشنهادي به طراحی

 . ه شدپرداخت مستقل گانهدهاي اسنادپذیر چن حضور علت
توان به بررسی  هاي آینده می از موضوعات جالب براي پژوهش

استفاده از مدل پیشنهادي ما در طراحی اقتصادي و اثرات 
اقتصادي انواع نمودارهاي کنترل، بخصوص نمودارهاي -آماري

که پیش از این تحت  و چندمتغیره کنترلی غیر شوهارتی
اند  اقتصادي پیشین بررسی شده-هاي اقتصادي و آماري مدل

 اشاره کرد.
 

 
𝑃(𝐼𝐼  محاسبه :2جدول  =  ي پارامترهاي طراحی براي بهینه (1

𝑲 توزیع آغازین 𝒏 𝒉𝒉𝟏𝟏 L 𝑃(𝐼𝐼 = 1) E(A) 

1 
 

NE 3 1.39 2.51 0.966 353.500 

HN 3 1.39 2.51 0.967 352.114 

Un 3 1.39 2.59 0.975 346.356 

1.5 
 

NE 3 2.62 2.44 0.912 399.002 

HN 3 2.61 2.45 0.914 394.466 

Un 3 2.6 2.56 0.933 398.134 

1.8 
 

NE 3 2.76 2.41 0.881 408.217 

HN 3 2.75 2.42 0.883 401.811 

Un 3 2.74 2.54 0.909 409.09 

2 
 

NE 3 2.75 2.4 0.861 410.598 

HN 3 2.74 2.4 0.865 403.104 

Un 3 2.73 2.53 0.893 411.885 

2.5 
 

NE 3 2.62 2.36 0.816 410.283 

HN 3 2.61 2.36 0.82 400.64 

Un 3 2.59 2.5 0.857 411.111 

3 
 

NE 3 2.45 2.32 0.776 406.463 

HN 3 2.44 2.32 0.782 395.317 

Un 3 2.42 2.47 0.826 405.93 

4 
NE 3 2.16 2.25 0.711 397.437 

HN 3 2.15 2.26 0.718 384.435 

Un 3 2.13 2.41 0.775 393.925 
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 هاي اسنادپذیر مستقل بینانه تحت علت اقتصادي واقع-ي پارامترهاي طراحی در مدل آماري تعیین مقدار بهینه :3جدول 
𝑘 توزیع آغازین 𝒑𝟎 𝒏 𝒉𝒉𝟏𝟏 𝑳 𝑷(𝑰 = 𝟏𝟏) 𝑬(𝑨) 𝜶 𝟏𝟏 − 𝜷 

1 
 

NE 

0 6 2.237 2.166 0.976 374.601 0.030 0.900 
0.85 6 2.237 2.166 0.976 374.601 0.030 0.900 
0.9 6 2.237 2.166 0.976 374.601 0.030 0.900 
0.95 6 2.237 2.166 0.976 374.601 0.030 0.900 

UN 

0 5 2.069 2.272 0.981 359.327 0.023 0.900 
0.85 5 2.069 2.272 0.981 359.327 0.023 0.900 
0.9 5 2.069 2.272 0.981 359.327 0.023 0.900 
0.95 5 2.069 2.272 0.981 359.327 0.023 0.900 

HE 

0 6 2.285 2.224 0.975 366.110 0.026 0.900 
0.85 6 2.285 2.224 0.975 366.110 0.026 0.900 
0.9 6 2.285 2.224 0.975 366.110 0.026 0.900 
0.95 6 2.285 2.224 0.975 366.110 0.026 0.900 

1.5 
 

NE 

0 6 2.827 2.177 0.949 484.674 0.029 0.900 
0.85 6 2.827 2.177 0.949 484.674 0.029 0.900 
0.9 6 2.827 2.177 0.949 484.674 0.029 0.900 
0.95 6 2.788 2.177 0.950 484.721 0.029 0.900 

UN 

0 5 2.733 2.290 0.959 475.324 0.022 0.900 
0.85 5 2.733 2.290 0.959 475.324 0.022 0.900 
0.9 5 2.731 2.290 0.959 475.324 0.022 0.900 
0.95 5 2.733 2.290 0.959 475.324 0.022 0.900 

HE 

0 6 2.872 2.238 0.947 471.835 0.025 0.900 
0.85 6 2.872 2.238 0.947 471.835 0.025 0.900 
0.9 6 2.872 2.238 0.947 471.835 0.025 0.900 
0.95 6 2.768 2.237 0.950 472.158 0.025 0.900 

1.8 
 

NE 

0 6 2.765 2.184 0.934 512.340 0.029 0.900 
0.85 6 2.765 2.184 0.934 512.340 0.029 0.900 
0.9 6 2.765 2.184 0.934 512.340 0.029 0.900 
0.95 6 2.350 2.177 0.950 522.282 0.029 0.900 

UN 

0 5 2.697 2.301 0.946 508.565 0.021 0.900 
0.85 5 2.697 2.301 0.946 508.565 0.021 0.900 
0.9 5 2.697 2.301 0.946 508.565 0.021 0.900 
0.95 5 2.578 2.298 0.950 509.367 0.022 0.900 

HE 

0 6 2.803 2.246 0.931 498.896 0.025 0.900 
0.85 6 2.803 2.246 0.931 498.896 0.025 0.900 
0.9 6 2.803 2.246 0.931 498.896 0.025 0.900 
0.95 6 2.336 2.237 0.950 510.959 0.025 0.900 
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𝑘 توزیع آغازین 𝒑𝟎 𝒏 𝒉𝒉𝟏𝟏 𝑳 𝑷(𝑰 = 𝟏𝟏) 𝑬(𝑨) 𝜶 𝟏𝟏 − 𝜷 

2 

NE 

0 6 2.685 2.189 0.924 521.014 0.029 0.900 
0.85 6 2.685 2.189 0.924 521.014 0.029 0.900 
0.9 6 2.685 2.189 0.924 521.014 0.029 0.900 
0.95 6 2.158 2.177 0.950 543.269 0.029 0.900 

UN 

0 5 2.628 2.308 0.938 520.294 0.021 0.900 
0.85 5 2.628 2.308 0.938 520.294 0.021 0.900 
0.9 5 2.628 2.308 0.938 520.294 0.021 0.900 
0.95 5 2.345 2.298 0.950 526.680 0.022 0.900 

HE 

0 6 2.719 2.252 0.921 507.551 0.024 0.900 
0.85 6 2.719 2.252 0.921 507.551 0.024 0.900 
0.9 6 2.719 2.252 0.921 507.551 0.024 0.900 
0.95 6 2.146 2.237 0.950 532.778 0.025 0.900 

2.5 

NE 

0 6 2.470 2.199 0.900 524.777 0.028 0.900 
0.85 6 2.470 2.199 0.900 524.777 0.028 0.900 
0.9 6 2.467 2.199 0.900 524.778 0.028 0.900 
0.95 6 1.850 2.177 0.950 583.066 0.029 0.900 

UN 

0 5 2.429 2.325 0.918 529.013 0.020 0.900 
0.85 5 2.429 2.325 0.918 529.013 0.020 0.900 
0.9 5 2.429 2.325 0.918 529.013 0.020 0.900 
0.95 5 1.977 2.298 0.950 560.808 0.022 0.900 

HE 

0 6 2.495 2.264 0.896 511.783 0.024 0.900 
0.85 6 2.495 2.264 0.896 511.783 0.024 0.900 
0.9 6 2.457 2.262 0.900 511.934 0.024 0.900 
0.95 6 1.842 2.237 0.950 574.423 0.025 0.900 

3 
 

NE 

0 6 2.283 2.209 0.877 517.335 0.027 0.900 
0.85 6 2.283 2.209 0.877 517.335 0.027 0.900 
0.9 6 2.122 2.199 0.900 521.897 0.028 0.900 
0.95 6 1.670 2.177 0.950 609.789 0.029 0.900 

UN 

0 5 2.251 2.341 0.899 523.835 0.019 0.900 
0.85 5 2.251 2.341 0.899 523.835 0.019 0.900 
0.9 5 2.244 2.340 0.900 523.843 0.019 0.900 
0.95 5 1.765 2.298 0.950 584.598 0.022 0.900 

HE 

0 6 2.302 2.276 0.873 505.000 0.023 0.900 
0.85 6 2.302 2.276 0.873 505.000 0.023 0.900 
0.9 6 2.115 2.262 0.900 511.023 0.024 0.900 
0.95 6 1.664 2.237 0.950 602.595 0.025 0.900 

3.5 

NE 

0 6 2.133 2.219 0.855 506.644 0.027 0.900 
0.85 6 2.133 2.219 0.855 506.644 0.027 0.900 
0.9 6 1.906 2.199 0.900 520.175 0.028 0.900 
0.95 6 1.552 2.177 0.950 628.373 0.029 0.900 

UN 

0 5 2.105 2.356 0.882 513.985 0.018 0.900 
0.85 5 2.105 2.356 0.882 513.985 0.018 0.900 
0.9 5 1.999 2.340 0.900 517.166 0.019 0.900 
0.95 5 1.627 2.298 0.950 601.516 0.022 0.900 

HE 

0 6 2.149 2.288 0.850 494.934 0.022 0.900 
0.85 6 2.149 2.288 0.850 494.934 0.022 0.900 
0.9 6 1.900 2.262 0.900 510.655 0.024 0.900 
0.95 6 1.547 2.237 0.950 622.278 0.025 0.900 
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𝑷(𝑰پیوست الف: محاسبه  = 𝟏𝟏) 

نشان دهنده مدت زمان  𝑋𝑋، متغیر تصادفی 1 شکلبا توجه به 
سپري شده از ابتداي چرخه کیفیت تا صدور هشدار صحیح 

نویسی مراحل اثبات روابط زیر را تعریف  است. در جهت خلاصه
 کنیم: می

)21( λ=� λi

m

i=1
 ,   λ-i=λ-λi 

)22( {T-i>X}={T1>X,…,Ti-1>X, Ti+1>X ,…,Tm>X} 
-𝑖پیشامد وقوع علت اسنادپذیر  )22(وضوح با توجه به رابطه  به

هاي  ام قبل از صدور هشدار صحیح و عدم وقوع سایر علت
}) با 𝐼𝐼𝑖اسنادپذیر تا صدور هشدار صحیح (یعنی پیشامد{

معادل است، بنا بر این، با استفاده از  {Ti≤X ,T-i>X}پیشامد 
 قانون احتمال کل داریم:

P(Ii)=��P�wl-1<Ti≤wl,T-i>wj,X=wj�
j

l=1
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j=1

  

=��βi
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� e-λ-ih1
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k)(1-βie-λ-ih1

k)
.        (23) 

𝐼𝐼}بوضوح  = 1} = ⋃ 𝐼𝐼𝑖𝑚
𝑖=1  است و چون براي هر𝑖 ≠ 𝑗  داریم
𝐼𝐼𝑖 ⋂ 𝐼𝐼𝑗 = 𝑃(𝐼𝐼بنا بر این،  ∅ = 1) = ∑ 𝑃(𝐼𝐼𝑖)𝑚

𝑖=1 است. 

𝑬(𝑿𝑿پیوست ب: محاسبه  − 𝑿𝑿𝟏𝟏|𝑰 = 𝟏𝟏) 

با توجه به این که فرض بر این است که مدت زمان اخذ و 
تفسیر نمونه قابل اغماض است پس هشدار صحیح در یکی از 

و ... رخ خواهد داد. بنا بر  𝑤1 ،𝑤2گیري یعنی  هاي نمونه زمان
 این، داریم:

)24( 
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𝑋𝑋1آنگاه  T=min(T1,…,Tm)به وضوح اگر  = 𝑇𝑇  است و
 داریم:
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 𝑬(𝑪𝟑𝟑)پیوست پ: محاسبه 
هاي اخذ شده از فرایند تا صدور  برابر تعداد نمونه 𝑁فرض کنید 

 هشدار صحیح است، بنا بر این داریم:
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 و در نتیجه، 
𝐸𝐸(𝐶3) = (𝑎 + 𝑏𝑛) × 𝐸𝐸(𝑁|𝐼𝐼 = 1) 

است.
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Abstract: One of the most widely used tools in the rapid detection of assignable 
causes is control charts. Given the importance of economic costs, Duncan proposed 
the first economic model in the presence of multiple assignable causes in order to 
reduce the economic costs of the quality cycle. In his model and all the economic 
designs derived from that, assumed that after the occurrence of an assignable  
cause, process is free from the occurrence of other assignable causes. In this paper, 
after criticizing previous models for incorrect and unrealistic use of this 
assumption to calculate the average cost per unit of quality cycle time, a realistic 
economic-statistical design in the presence of multiple assignable causes for 
economic-statistical design of 𝑿𝑿� control chart is presented. The numerical results 
of our model show well that in the previous models; the average cost per unit time 
of the quality cycle is severely underestimated compared to the actual value and 
with increasing the Weibull distribution shape parameter, the probability of this 
assumption is greatly reduced. Therefore, it is suggested that in order to eliminate 
the shortcomings of the economic design of various types of control charts with 
multiple assignable causes in future research, they should be redesigned based on 
our model. 

Keywords: Economic-Statistical Design, 𝑋𝑋� Control Chart, Multiple Assignable causes, 
Weibull Shock Model. 

 
1.Introduction 
Control charts are one of the most useful tools for statistical process control (SPC) to 
improve quality and save on production costs. Control chart X� is one of the most widely 
used and important skill control charts for monitoring the average process. The control 
limits in the control diagram X� are 𝜇0 ± 𝐿 𝜎

√𝑛
 where 𝜇0 and 𝜎  are the mean and standard 

deviation of the process, respectively, 𝑛 and 𝐿 are the sample size obtained and the 
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coefficient of the control limits, respectively. Occurrence of an assignable cause the 
change of the mean of the process from 𝜇0 to 𝜇0 + δσ, where δ is the shift parameter. 
Therefore, to monitor the mean of the process, assuming that the standard deviation of 
the process (𝜎) is constant over time, each time 𝑛 samples of the process are taken at a 
given time interval (ℎ) and the observed value of the statistic X� on control chart is 
drawn, if a point is outside the control range we will see a true alarm that the process is 
out of statistical control. The statistical efficiency of any control chart, such as the 
control chart X� and the costs of monitoring the quality of the products produced by each 
process with it, depend on the specified value of the parameters (𝑛, 𝐿,ℎ), which are 
known as the control chart design parameters. 
The concept of economic design was first proposed by Grishick and Rubin [1]. 
Although the calculations used by them were very complex, their study became the 
basis for later work. Duncan [2] was one of the first to design an economic design for 
the X� control chart using the shock model. In Duncan's paper [2], it is assumed that only 
one assignable cause affects the process. There are conditions in the industry where the 
model will be affected by several assignable causes. Accordingly, Duncan [3] in his 
paper proposed an economic design for the X� control chart with taking into account 
multiple assignable causes. Considering that the economic design did not pay attention 
to the optimal statistical features of control charts, Saniga [4] proposed the economic-
statistical design of the 𝑋𝑋� − 𝑅 control chart and examined the advantages and 
disadvantages of each statistical, economic and economic-statistical design. For a 
comprehensive review of previous research based on Duncan's economic model [2], see 
Montgomery [5], Ho and Case [6], and Woodall and Montgomery [7]. 
In practice, many production processes are affected by multiple assignable causes, and 
processes that are affected by one assignable cause are rare. Therefore, many 
researchers are interested in presenting a cost model in this context. Duncan [3] 
developed his single assignable cause model into a model under the influence of 
multiple assignable causes. Yu et al. [8] presented an economic-statistical model for the 
𝑋𝑋� control chart under the influence of multiple assignable causes for the Duncan model. 
Because calculating the expected amount of time (𝐸𝐸(𝑇𝑇)) and cost (𝐸𝐸(𝐶)) of each quality 
cycle in the presence of 𝑚 is a theoretically and computationally complex reason, 
Duncan seeks to simplify the calculation of 𝐸𝐸(𝐶) and 𝐸𝐸(𝑇𝑇). , Accepted the following 
two basic assumptions along with other assumptions: 
1. The time of occurrence of the assignable causes are independent of each other (first 
assumption), 

2. Once an assignable cause occurs, no other assignable cause occurs until it is 
identified (second assumption). 

Clearly, if the assumptions (1) and (2) are not established in the face of a manufacturing 
or service process, then the optimal values obtained from Duncan's model [3] and other 
research based on it will be non-optimal in practice. According to Duncan [3] and his 
two main assumptions, Chen and Yang [9] provided a generalization of the Banerjee 
and Rahim [10] model in the presence of multiple assignable causes under the Weibull 
shock model. Contrary to Duncan's model [3], they assumed that the production process 
would stop after the control chart alert occurred. They express the second premise in 
such a way that after the occurrence of an assignable cause until the issuance of the true 
alarm, no other assignable cause occurs. 
Based on Duncan's economic model, Yu et al. [11] developed the economic design of 
the 𝑋𝑋� adaptive control chart in the presence of multiple assignable causes, which is 
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more efficient than the 𝑋𝑋� control chart. Pasha et al. [12] generalized the Chen and Yang 
model [9] under the arbitrary shock model belonging to the proportional hazard rate 
family in the presence of 𝑚 of assignable cause. Saadatmelli et al. [13] conducted a 
study on the economic and economic-statistical design of the 𝑋𝑋� control chart in the 
presence of multiple assignable causes under the Shock Burr XII model. In economic 
and economic-statistical design, various types of control charts in the presence of 
multiple assignable causes, some of which were mentioned, the first and second 
assumptions have always been used to simplify the calculations.  
The important point about these two assumptions is that if the second assumption is 
inherent in a process (physically), then the occurrence of one of the assignable causes 
and the absence of other assignable causes will mean that the assignable causes are 
dependent. However, in the first assumption, it is stated that the assignable causes are 
independent of each other. Therefore, if it is assumed that in a process, independent 
assignable causes occur, then the second assumption is that an event of all possible 
states occurred. Other assignable causes after the occurrence will be an assignable cause 
in the quality cycle. Study it and the effect of design parameters on it. 
Thus, in theory, the average time out of control and the average cost out of control 
calculated by Duncan [3] and all other models based on it such as Chen and Yang [9], 
Pasha et al. [12] and Naderi et al. [14] and Saadatmelli et al. [13] need to be reviewed. 
Because in their designs, the second assumption is used as the assumption that must 
happen. In other words, in their calculations, the probability of the second assumption 
occurring as an event must be considered. Therefore, in this paper, considering that the 
occurrence of the second assumption is not definite, we examine and express the 
weaknesses of previous economic and statistical-economic designs and calculate the 
probability of the occurrence of the second assumption in the results of Chen and Yang 
[9]. We also propose a model that is more practical and realistic in practice than 
previous models in order to modify economic models in the presence of multiple 
assignable causes. 
The structure of this paper is as follows: In Section 2, the definitions and assumptions 
used are presented. In Section 3, the probability of the occurrence of a assignable cause 
and the absence of other assignable causes until the issuance of the alarm is calculated 
and a review of the results presented in Chen and Yang [9] is presented. In Section 4, a 
redesign of the Chen and Yang economic-statistical model [9] for the economic-
statistical design of the X لکنتر  control chart is presented. In Section 5, in addition to 
determining the optimal value of the design parameters, a comparison is made between 
our proposed model and Chen and Yang [9], and finally, the conclusion is presented in 
Section 6. 
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