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ثبض قلیک، سحز آظهَى عورط قرشبثیسُ سرٌف     ضلبثشی ثطای زؾشگبُ یک ّبی ضیؿک هسل ؾبظی ٍ سدعیِ ٍ سحلیل ایي همبلِ ثِ هسل ۺچکیده
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هب هسل ضیؿک ضلبثشی ضا زض زٍ حبلز هكبّسُ زلیل ذطاثی ٍ زلیل ذطاثی دَقبًسُ قسُ، زض ًظط . گیطز اؾشفبزُ لطاض هیضیؿک ضلبثشی هَضز 

ثِ ّوطاُ ضٍـ اهشیربظزّی فیكرط    EM، الگَضیشنضٍ اظ ایي اًس. هفمَز قسُ ،ثبض قلیک آهسُ اظ آظهبیف زؾشگبُ یک زؾز ّبی ثِ زازُ .گیطین هی

زض  ،قَز. ثِ عروٍُ  کطزى ظهبى ٍ ّعیٌِ، آظهَى عوط قشبثیسُ اؾشفبزُ هی س. ّوچٌیي، ثطای کنًقَ اؾشفبزُ هی سلثطای ثطاٍضز دبضاهشطّبی ه

گیطین کِ  ؾبظی قسُ، ًشیدِ هی ّبی قجیِ ثب سَخِ ثِ زازُ قَز. ثِ هٌظَض ثطاٍضز زلیك لبثلیز اعویٌبى هحصَل، عطح آظهَى ثْیٌِ هیاًشْب 

کَسبُ قسى هسر آظهَى هٌدط ثِ زؾشیبثی ثِ ، ثِ عوٍُّؿشٌس. هٌبؾجی ثطای ثطاٍضز  ّبی ثَر اؾشطح ضٍـفبصلِ اعویٌبى ٍ  EMالگَضیشن 

 .قَز عطح آظهَى ثْیٌِ هی

 ضلبثشی، زلایل ذطاثی دَقبًسُ قسُ. ّبی ثبض قلیک، ضیؿک ، ثطاٍضز اهشیبظزّی فیكط، زؾشگبُ یکEMالگَضیشن هاۺ  کلیدواشه

 

  مقدمه -۱

قَز کِ سٌْب یک ثبض  ای گفشِ هی ، ثِ ٍؾیل1ِیکقل ثبض یک  زؾشگبُ

ل آى هآظهَى عَل عوط ثبعث ًبثَزی کبلبثل اؾشفبزُ اؾز ٍ 

، ییفضب یّب قبسلاظ لجیل  یکقل ثبض یک یّب زؾشگبُقَز.  هی

ٍ ... ذَزضٍّب  یَّا یؿِکًكبًی،  ّبی آسف کذؿَل ّب، هَقک

ّبی  زازُ ،یکقل ثبض یکّبی  ثِ زلیل هبّیز زؾشگبُثبقٌس.  هی

قًَس، زض ًشیدِ  آظهبیف ایي ٍؾبیل ثِ عَض کبهل ؾبًؿَض هی

یؿز. ثِ عجبضر هكبّسُ ً ّب لبثل ایي زؾشگبُعوط ٍالعی عَل 

. قًَس ّبی هكبّسُ قسُ ؾبًؿَض چخ یب ضاؾز هی ، زازُزیگط

قَز، زچبض قکؿز اگط زؾشگبُ زض ظهبى آظهبیف ثسیي سطسیت کِ 

ضخ ثٌبثطایي ؾبًؿَض چخ  ،ؾزعَل عوط کوشط اظ ظهبى آظهبیف ا

ثب قکؿز هَاخِ  َىآظه اًدبم اگط زؾشگبُ زض ظهبى زّس؛ ٍ هی

عَل عوط ثیكشط اظ ظهبى آظهبیف اؾز ٍ ثٌبثطایي دؽ ، ًكَز

 ثبض یکّبی  زّس. ثٌبثطایي زض هَضز زؾشگبُ ضاؾز ضخ هیؾبًؿَض 

ب زض یک ثبظُ ّ ، هب صطفبً زض هَضز ٍضعیز قکؿز زؾشگبُیکقل

ّب؛ ٍ ایي  ع  زاضین ًِ زض هَضز عَل عوط ٍالعی آىظهبًی اعو
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ّب ضا ثِ یک هكکل  ثیٌی لبثلیز اعشوبز ایي زؾشگبُ هؿئلِ دیف

 ثبض یکّبی  چبلف ثطاًگیع سجسیل کطزُ اؾز. هغبلعِ زؾشگبُ

ٍ  2فيَ ّبی عَل عوط اٍلیي ثبض سَؾظ سَؾظ آظهَى یکقل

[ 3] ّوکبضاىٍ  3ثبلاکطیكٌبى[ اًدبم قس. اذیطاً، 7] ّوکبضاى

ّب  ثبض قلیک کِ عَل عوط آى ّبی یک اؾشٌجبعی زض هَضز زؾشگبُ

کٌٌس، اضائِ زازًس. ضٍی ّن ضفشِ،  اظ سَظیع ًوبیی سجعیّز هی

ثبض قلیک اًدبم ًگطفشِ  ّبی یک هغبلعبر ظیبزی ضٍی زؾشگبُ

 اؾز.

ّؿشٌس کِ  یهشعسز یاخعا یاغلت زاضا یکقل ثبض یک یّب زؾشگبُ

کذؿَل  یکقًَس. ثِ عٌَاى هثبل، زؾشگبُ  یذطاثسَاًٌس ثبعث  یه

زض  یویبییؾَدبح ٍ هَاز ق یکاؾشَاًِ،  یکقبهل  یًكبً آسف

 ذَزضٍ قبهل ؾٌؿَض سصبزف، ثبز یَّا یؿِزاذل آى اؾز. ک

 ثٌسی ثؿشِ یّط ًَع  غصا یثطاّوچٌیي َّا اؾز.  یؿِکٌٌسُ ٍ ک

هبًٌس ضقس  ؛غصا ٍخَز زاضز یاًمضب یثطا یقسُ، علل هرشلف

غصا زض اثط  یّب زض ثؿشِ، ؾغح ضعَثز ٍ ذطاث یکطٍ اضگبًیؿنه

اظ  یکّط  یذطاثّبی شکط قسُ،  زض سوبهی هثبل .یساؾیَىاکؿ

 َضززض ه قَز. یهحصَل ه یؾبظًسُ هٌدط ثِ ذطاث یاخعا

ثِ  .ینکٌ یه یضا ثطضؾ یذطاة، هب هعوَلاً علز ذطاث یٍاحسّب

حلیل ثمب ٍ لبثلیز اعشوبز، ّبی سدعیِ ٍ س عَض کلی زض آظهَى
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زّس کِ ًبزیسُ  قکؿز هحصَل زض ًشیدِ چٌسیي عبهل ضخ هی

ّب فمظ ثِ یک فبکشَض،  گطفشي ایي عَاهل ٍ یب کبّف زازى آى

هوکي اؾز هٌدط ثِ سصویوبر اقشجبُ ٍ ًشبیح غیط لبثل لجَل 

ّبی عَل عوط ثب زضًظط گطفشي ّوِ  قَز. سدعیِ ٍ سحلیل زازُ

قًَس، ثِ هؿئلِ  ثِ قکؿز هحصَل هیعَاهلی کِ هٌدط 

هعطٍف اؾز. ثِ عٌَاى هثبل زض یک  4ّبی ضلبثشی ضیؿک

کبضآظهبیی ثبلیٌی ثط ضٍی گطٍّی اظ ثیوبضاى هجشو ثِ ًَع  ذبصی اظ 

ؾطعبى، هوکي اظ علل زیگطی غیط اظ ؾطعبى ٍخَز زاقشِ ثبقس 

کِ هَخت هطگ ثطذی اظ ثیوبضاى قَز؛ هبًٌس سصبزف، ؾکشِ ٍ ... 

قًَس، هوکي اؾز اظ  هجشو هی 19ٍظُ ثیوبضاًی کِ ثِ کٍَیس اهط

ثیوبض هوکي  ای زیگطی ًیع ضًح ثجطًس کِ هطگ ّبی ظهیٌِ ثیوبضی

سَاى  ّب هی اؾز ثِ یکی اظ ایي زلایل اسفبق ثیفشس. اظ ایي هثبل

ّبی ضیؿک ضلبثشی قبهل عَل عوط ٍ علز  هشَخِ قس کِ زازُ

ؾز هؿشمل اظ ّن قکؿز هحصَل اؾز. علل قکؿز هوکي ا

[. هسل ضیؿک ضلبثشی سَؾظ ثطذی اظ 1ثبقٌس ٍ یب ٍاثؿشِ ثبقٌس ]

ًَیؿٌسگبى زض ظهیٌِ ّبی هشٌَعی اظ لبثلیز اعشوبز هَضز هغبلعِ 

[، 18[، ]28[، ]20سَاى ثِ ] لطاض گطفشِ اؾز کِ اظ ایي ثیي هی

 [ اقبضُ کطز.2[ ٍ ]26]

 یّب زؾشگبُ ایثطزض ایي همبلِ لصس زاضین هسل ضیؿک ضلبثشی ضا 

هَضز ثطضؾی لطاض زّین. ثِ ایي هٌظَض اعوعبسی کِ  یکقل ثبض یک

 هحصَل یزقبهل ٍضع قًَس آٍضی هی اظ آظهَى عَل عوط، خوع

 قکؿز زض صَضر یعلز ذطاث یيٍ ّوچٌ یزض ظهبى ثبظضؾ

. ّوچٌیي، زض ایي همبلِ هسل ضیؿک ضلبثشی ذَاّس ثَزهحصَل 

هحصَلار سرطیت قسُ، هَخَز ٍ ّن زض صَضسی کِ زلایل ذطاثی 

ثبقٌس، هَضز هغبلعِ  5ّن زض حبلشی کِ زلایل ذطاثی دٌْبى قسُ

ّبی عَل عوط، اظ  آٍضی زازُ گیطز. ثِ عوٍُ ثطای خوع لطاض هی

 کٌین. قَز، اؾشفبزُ هی آظهًَی کِ زض ازاهِ سَضیح زازُ هی

ثطذَضزاض  ییثبلا یفیزقسُ اظ ک یسضٍظّب اکثط هحصَلار سَل یيا

کِ ایي اهط  ذَاٌّس زاقز یعوط عَلاًعَل  یيثٌبثطا، ؿشٌسّ

ثِ زلیل هكکلی کِ  .قَز هٌدط ثِ عَلاًی قسى ظهبى آظهَى هی

زض اضظیبثی هحصَلار ثب لبثلیز اعشوبز ثبلا هَاخِ ّؿشین، زض ایي 

ّبی عوط  همبلِ ثِ هٌظَض کبّف ظهبى ٍ ّعیٌِ آظهبیف، اظ آظهَى

ّبی عوط قشبثیس ثب اعوبل سٌكی  ىقَز. آظهَ اؾشفبزُ هی 6قشبثیسُ

ثیف اظ حس عجیعی ثِ هحصَلار، ثبعث ؾطعز ثركیسى ثِ ضًٍس 

قًَس.  سرطیت هحصَل ٍ زض ًشیدِ کبّف عَل عوط هحصَل هی
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6
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ّب  الجشِ لاظم ثِ شکط اؾز کِ سوبهی ًشبیح زض ضاثغِ ثب ایي آظهَى

قًَس. ثطای اعوع  ٍ آقٌبیی  زض قطایظ اؾشفبزُ هعوَل اضائِ هی

[ هطاخعِ 11[ ٍ ]6[، ]23ّبی عوط قشبثیسُ ثِ ] یكشط ثب آظهَىث

 کٌیس.

ّبی عوط قشبثیسُ اًَاع  هرشلفی زاضًس کِ هب زض ایي همبلِ اظ  آظهَى

ّبی عوط  سطیي آظهَى کِ یکی اظ هشساٍل 7آظهَى سٌف ثبثز

ًوبیین. زض آظهَى سٌف ثبثز ّط ٍؾیلِ  قشبثیسُ اؾز، اؾشفبزُ هی

اظ دیف سعییي قسُ کِ ثیف اظحس  سٌْب سحز یک ؾغح سٌف

گیطز ٍ ایي ضًٍس سب قکؿز ٍؾیلِ ٍ یب  ثبقس، لطا هی هعوَل هی

یبثس. سب کٌَى هغبلعبر ظیبزی زض  اعوبل ًَعی ؾبًؿَض ازاهِ هی

ظهیٌِ آظهَى عوط قشبثیسُ سٌف ثبثز، اًدبم قسُ اؾز کِ ثِ 

[ اقبضُ کطز. ٍلی 22[ ٍ ]17[، ]25سَاى ثِ ] عٌَاى هثبل هی

ّبی عوط  بلعبر ثؿیبض هحسٍزی زض ظهیٌِ ثِ کبض ثطزى آظهَىهغ

ثبض قلیک اًدبم قسُ اؾز. اذیطاً،  ّبی یک قشبثیسُ ثطای زؾشگبُ

ثبض قلیک ضا  یک یّب زؾشگبُ یٌبىاعو یزلبثل[ 30] 8یَ یَ ٍ لی غی

  سحز آظهَىکٌٌس ٍ  یبفشِ سجعیّز هی ینسعو کِ اظ سَظیع گبهبی

گیطًس، هَضز ثطضؾی لطاض زازًس. هب زض  ای لطاض هی قشبثیسُ زٍضُ عوط

 ثبض یکّبی  آٍضی اعوعبر زؾشگبُ ایي همبلِ لصس زاضین ثطای خوع

اظ آظهَى عوط قشبثیسُ سٌف ثبثز سحز هسل ضیؿک  یکقل

ضلبثشی اؾشفبزُ کٌین، ایي اهط هَخت دیچیسگی هسل حبصل 

. ضٍیکطز هب زض ایي خْز ثطاٍضز دبضاهشطّبی هدَْل ذَاّس قس

همبلِ، خْز ثطاٍضز دبضاهشطّبی هدَْل هسل حبصل، اؾشفبزُ اظ زٍ 

 10ٍ ضٍـ اهشیبظزّی فیكط (EM) 9ضٍـ الگَضیشن اًشظبض ثیكیٌِ

 اؾز.

ثطاٍضز زؾز آٍضزى ِ ث یلسضسوٌس ثطا ضٍـ یک EM یشنلگَضا

هفمَز قسُ  یّب زازُ ثب حضَض( MLE) 11هبکؿیون زضؾشٌوبیی

اظ  حبصل یّب زازُعَض کِ ثبلاسط سَضیح زازُ قس،  ّوبىاؾز. 

سَاى  هیٍ قًَس  هی بًؿَض، ؾیکقل ثبض یکّبی  زؾشگبُ َىآظه

 یيثِ ّوّبی هفمَز قسُ زض ًظط گطفز.  ّب ضا ثِ عٌَاى زازُ آى

ٍضز اثطّبی هَضز ثحث زض ایي همبلِ ثطای  یل یکی اظ ضٍـزل

ٍ  12اًِگ .اؾز EM یشنلگَضدبضاهشطّبی هدَْل، اؾشفبزُ اظ ا

ًطهبل ٍ  ّبی لگ ضا ثطای سَظیع EM[ الگَضیشن 24] ّوکبضاى

کِ سحز ؾبًؿَض فعایٌسُ لطاض گطفشِ ثَزًس، ثِ کبض ثطزًس.  13ٍایجل
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ضا ثطای ثطاٍضز دبضاهشطّبی حبصل اظ  EM یشنلگَض[ ا9دَض ] حکوی

اعوبل آظهَى عوط قشبثیسُ سٌف ثبثز ثطای سَظیع لَهکؽ ٍ سحز 

 ؾبًؿَض فعایٌسُ ًَع  اٍل ثِ کبض ثطز. 
 ثبض یکّبی  گیطین کِ عَل عوط زؾشگبُ زض ایي همبلِ زض ًظط هی

کٌس. سَظیع ضایلی، یکی اظ  دیطٍی هی 14اظ سَظیع ضایلییک قل

دط کبضثطز ثطای عَل عوط هحصَلار اؾز کِ دیَؾشِ  ّبی سَظیع

 یزلبثلکبضثطز لبثل سَخْی زض ظهیٌِ سدعیِ ٍ سحلیل ثمب، ًظطیِ 

یٌی ٍ ثِ عَض ٍیػُ هٌْسؾی اضسجبعبر زاضز. ثِ هغبلعبر ثبلعشوبز، ا

 یٌسّبییفطآ یؾبظ هسل یثطا یعیکهرشلف ف ّبی یٌِزض ظهعوٍُ، 

 یطٍیًیَیی، ضاز ّبی یگٌبلهبًٌس اضسفبع  هَج، سبثف صسا ٍ ًَض، ؾ

 یثطا یيّوچٌ .قَز یاؾشفبزُ ه یطٍُ غ یطسصَ یؾبظ ثبز، هسل

 ّب، یؿشبلّب، کط ّب، قجکِ ّب، همبٍهز عَل عوط زض لَلِ یؾبظ هسل

 یّب ّب زض هدوَعِ ّب ٍ ذبظى سطاًؿفَضهبسَضّب، ضلِ ّب، یطُزؾشگ

هغبلعِ ؾطعز  یثطا ایلیض یع. سَظقَز یاؾشفبزُ ه یوبضازاض َّاد

 یبًگیيٍ ه یثبز یيسَضث یّب یزؾبل زض ؾب یکثبز زض عَل 

ثطای آقٌبیی ثیكشط ثب هٌكب ٍ  قَز. یضٍظاًِ اؾشفبزُ ه ثبزؾطعز 

[ هطاخعِ ًوبییس. اذیطاً ایي 14[ ٍ ]15کبضثطزّبی ایي سَظیع ثِ ]

ّبی عوط قشبثیسُ هَضز اؾشفبزُ  سَظیع زض ثطضؾی آظهَى

[ عطح 12دَض ] اؾز. ثِ عٌَاى هثبل حکوی ای لطاض گطفشِ گؿشطزُ

ضا ثطای سَظیع ضایلی ثب  15آظهَى عوط قشبثیسُ سٌف گبم ثِ گبم

دَض  حضَض هحسٍزیز ّعیٌِ ٍ ظهبى ثْیٌِ کطز. ّوچٌیي حکوی

آظهَى سٌف ثبثز ضا  [ عطح ثْیٌِ آظهَى سٌف گبم ثِ گبم 10ٍ]

ّب اظ سَظیع ضایلی دیطٍی  ثطای هحصَلاسی کِ عَل عوط آى

کٌٌس، هَضز همبیؿِ لطاض زاز. ثب سَخِ ثِ کبضثطزّبی گؿشطزُ  هی

ّبی هرشلف کِ سب حسٍزی ثِ آى اقبضُ قس،  سَظیع ضایلی زض ظهیٌِ

ثطای ایٌکِ ثشَاى هَضَع  هَضز ثحث زض ایي همبلِ ضا زض هَاضز 

هرشلف ثِ کبض ثطز ٍ ّوچٌیي ثِ زلیل خبهعیز هَضَع  زض 

ثِ عٌَاى سَظیع عَل عوط  ّبی هرشلف، سَظیع ضایلی ضا ظهیٌِ

ثبض قلیک، کِ هَضَع  هَضز ثحث ایي همبلِ  هحصَلار یک

 گیطین. ثبقس، زض ًظط هی هی
ایي همبلِ ثِ  2قَز: ثرف   همبلِ حبضط قبهل هَاضز ظیط هی

سحز  یکقل ثبض یکّبی  سَصیف هسل حبصل اظ آظهَى زؾشگبُ

طّبی ، ثِ ثطاٍضز دبضاه3دطزاظز. زض ثرف  هسل ضیؿک ضلبثشی هی

ٍ ضٍـ اهشیبظزّی فیكط  EMهدَْل هسل ثب اؾشفبزُ اظ الگَضیشن 

دطزاظین. ّوچٌیي ثِ ثطضؾی ًحَُ اًشربة ًمغِ قطٍع  الگَضیشن  هی

EM  همبیؿِ ثطاٍضز حبصل اظ آى ثب ثطٍاضز حبصل اظ ضٍـ ٍ
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ّبی ثطاٍضز هدبًجی ٍ  اهشیبظزّی فیكط ذَاّین دطزاذز. ضٍـ

ای دبضاهشطّبی هدَْل زض  ، ثطای سرویي فبصل16ِثَر اؾشطح

ثطای حبلشی کِ  EMالگَضیشن  5قًَس. زض ثرف  اضائِ هی 4ثرف 

قًَس. عطح  زلایل قکؿز دَقبًسُ قسُ ثبقٌس، ثِ ضٍظضؾبًی هی

ثْیٌِ آظهَى هَضز ثطضؾی ثب هعیبض ثِ حسالل ضؾبًسى ٍاضیبًؽ 

هدبًجی ثطاٍضز لبثلیز اعشوبز زض قطایظ اؾشفبزُ هعوَل ٍ زض ظهبى 

ثطای  7زض ثرف  قَز. اضائِ هی 6، زض ثرف 𝜉ف سعییي قسُ اظ دی

ّبی اضائِ قسُ، هغبلعبر  اضظیبثی ثطاٍضزّبی اًدبم قسُ ٍ ثطضؾی

 8گیطز ٍ ًْبیشبً زض ثرف  ؾبظی ثط ضٍی هسل صَضر هی قجیِ

 قَز. ًشبیح حبصل اظ ایي هغبلعِ اضائِ هی

 توصیف مدل -۲

ؾغح سٌف   ثبض قلیک زض  زؾشگبُ یک  فطض کٌیس سعساز 

هرشلف ٍ اظ دیف سعییي قسُ کِ ّوگی ثیف اظ حس اؾشفبزُ 

   گیطًس. زض ّط ؾغح سٌف ًیع سعساز هعوَل ّؿشٌس، لطاض هی
ّب اعوعبر  قَز کِ زض ایي ظهبى ظهبى ثبظضؾی زض ًظط گطفشِ هی

خوع آٍضی  ّب لاظم زض هَضز ٍضعیز ذطاثی ٍ علز ذطاثی زؾشگبُ

قًَس. زض ایي   ّبی خسیس خْز ازاهِ آظهَى خبیگعیي هی ٍ زؾشگبُ

کٌین فمظ زٍ عبهل هٌدط ثِ ذطاثی زؾشگبُ  همبلِ فطض هی

قَز. ثِ عٌَاى هثبل زض هَضز زؾشگبُ الکشطٍ اًفدبضی، ذطاثی  هی

ّب ٍ یب ًكز ؾَذز هوکي  زؾشگبُ ثِ زٍ زلیل فطؾَزگی ؾین

اظای  خْز سَصیف هسل ثِاؾز ضخ زّس. ًوبزّبی لاظم 

1,2,...,i I ٍ0,1,2,...,j Jقًَس: صَضر ظیط اضائِ هی 

- ijN ُّبیی کِ زض ؾغح سٌف عجبضسؿز اظ سعساز زؾشگبj ٍ ام

 قًَس. هیام ٍاضز آظهَى iظهبى ثبظضؾی

- jx
 

عجبضسؿز اظ ؾغَح سٌف هرشلفی کِ ثِ هحصَلار 

 قًَس. اعوبل هی

- i ّبی ثبظضؾی اظ دیف سعییي قسُ ّؿشٌس کِ  ثیبًگط ظهبى

سوبهی ٍاحسّبی سحز آظهَى زض ؾغَح هرشلف سٌف اعوبل 

 گیطًس. ّب هَضز ثبظثیٌی لطاض هی قسُ زض ایي ظهبى

- nrij سعساز هحصَلاسی ّؿشٌس کِ ثِ زلیلr ام ٍ زض ؾغح

قًَس؛ کِ  ام ثب قکؿز هَاخِ هیiام ٍ ظهبى ثبظضؾیjسٌف

rزض ایي همبلِ =  اؾز.1,2
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-  sijًكبًگط سعساز هحصَلار ؾبلن ثبلی هبًسُ زض ؾغح سٌف

jام ٍ ثبظضؾیiثبقس.  ام هی 

- Trijk ُثیبًگط عَل عوط زؾشگبkام زض ؾغح سٌفj ٍ ام

ثبقس، کِ ام هیrام ٍ ًبقی اظ زلیل سرطیتiظهبى ثبظضؾی

1, 2,...,
ji

k N .اؾز 

ثب سَخِ ثب ًوبزّبی هعطفی قسُ زض ثبلا ٍاضح اؾز کِ 
2

1
rij

r
n

ij ij

s N - ٍ

1 1

I J

ij
i j

N
 

 N ثیبًگط سعساز ًوًَِ هَضز =

گیطین کِ عَل  زض ایي همبلِ زض ًظط هی ثطضؾی اؾز. ثِ عوٍُ

ضایلی ثب سبثع  عوط هحصَلار سحز آظهَى عطاحی قسُ، اظ سَظیع

 ًوبیس: احشوبل ظیط دیطٍی هی

کِ
jr ثیبًگط دبضاهشط همیبؼ سَظیع ضایلی ٍ هشٌبؾت ثب هیبًگیي

rعَل عوط هحصَلار ثِ اظای = 1,2 ٍ0,1,2,...,j J

 ثبقس. هی

ّبی  ّبی عوط قشبثیسُ، زازُ کِ لجوً اقبضُ قس زض آظهَىعَض  ّوبى

قًَس کِ هحصَلار سحز  آٍضی هی عَل عوط زض قطایغی خوع

اًس. ثِ ّویي زلیل، ثطای  سٌكی ثیف اظ حس عجیعی لطاض گطفشِ

کِ ثشَاًین عَل عوط هحصَلار ضا زض قطایظ اؾشفبزُ عجیعی  ایي

ٌف ٍ عَل عوط ثِ زؾز آٍضین، ًیبظ ثِ زاًؿشي ضاثغِ ثیي س

کٌین ثیي دبضاهشط همیبؼ سَظیع  زاضین. زض ایي همبلِ فطض هی

 ضایلی ٍ ؾغح سٌف اعوبل قسُ، ضاثغِ ظیط ثطلطاض اؾز:

کِ
r ٍr.دبضاهشطّبی هدَْلی ّؿشٌس کِ ثبیس ثطاٍضز قًَس 

آٍضی قسُ زض  ّبی خوع سَخِ ثِ آظهَى عطاحی قسُ، زازُثب 

,2ّبی ثبظضؾی ظهبى , ..., I  1  قبهل ٍضعیز قکؿز هحصَل

ثبقس. زض ایي همبلِ زٍ زلیل ذطاثی  ثِ ّوطاُ زلیل ذطاثی آى هی

کٌین ایي زٍ  قَز، کِ فطض هی ثطای هحصَلار زض ًظط گطفشِ هی

س ٍ هٌدط ثِ ذطاثی هحصَل کٌٌ زلیل هؿشمل اظ ّن عول هی

ضا ثِ عٌَاى سبثع هكرصِ ٍضعیز  ijkًوبزاظ ایي ضٍ  قًَس. هی

ام زض ًظط iام ٍ ظهبى ثبظضؾیjام، زض ؾغح سٌف هحصَل 

ام iگیطین. ثِ ایي صَضر کِ اگط هحصَل زض ظهبى ثبظضؾی هی

0ijkزچبض قکؿز ًكسُ ثبقس،  اگط عبهل ٍr ِام هٌدط ث

ijkقکؿز هحصَل قَز، r  ثِ اظایr = لطاض زازُ 1,2

قَز، ثبظضؾی  قَز. زض ٍالع ظهبًی کِ زؾشگبُ زچبض قکؿز هی هی

قَز سب زلیل قکؿز قٌبؾبیی گطزز. ثِ  سطی اًدبم هی زلیك

 قَز: ثِ صَضر ظیط ًیع سعطیف هی ijkعجبضر زیگط سبثع هكرصِ

 
 

زّین. ثِ  ًكبى هیijkضا ثبijkهمبزیط هشٌبظط ثب سبثع هكرصِ

ثطای احشوبل عسم قکؿز زؾشگبُ ٍ  p0ijعوٍُ، زض ازاهِ اظ ًوبز

ثِ سطسیت ثطای احشوبل قکؿز ًبقی اظ  p1ijٍp2ijاظ ًوبزّبی

ثِ  (1) ضاثغِکٌین کِ ثب خبیگصاضی  عبهل یک یب زٍ اؾشفبزُ هی

 قًَس: صَضر ظیط هحبؾجِ هی
 

(۴)        (      (           ))   
 

  
 

 (
 

   
  

 

   
 )

 

(۵)  

      .         (        )/  

   
 

   
     

 (   
 

  
 

 
(
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)  

  

(۶)        .         (        )/  
   

 

   
     

 (   
 

  
 

 
(

 

   
  

 

   
 +

) 

آٍضی قسُ زض ؾغَح سٌف ّبی خوع زازُ , 1,2,...,jx j Jx  ٍ

ّبی ثبظضؾی ظهبى , 1,2,...,i i I ُّبیی ثب  قبهل سعساز زؾشگب

ّبی  همساض هكرصِ jk = 0i، jk = 1iٍ jk = 2iقَز؛ کِ  هی

 قًَس. ًوبیف زازُ هی sij،n1ij ٍn2ijثِ سطسیت ثب ًوبزّبی

کٌین؛ ثِ  ( ضا خبیگصاضی هی2( ضاثغِ )6( سب )4اکٌَى زض ضٍاثظ )

ایي سطسیت هسل هَضز ثطضؾی ثط حؿت دبضاهشطّبی هدَْل

 , , ,    1 2 1 آیس. زض ایي همبلِ ثطای ثطاٍضز  ثِ زؾز هی=2

قَز. ثطای ایي  اؾشفبزُ هی MLEدبضاهشطّبی هدَْل، اظ ضٍـ 

 ِ سبثع زضؾشٌوبیی ًیبظ زاضین کِ زض ظیط اضائِ قسُ اؾز: کبض ث

 

 

 

N کِ زضآى n n s  ij 1ij 2ij ij.  ( 6( سب )4)ثب خبیگصاضی ضٍاثظ

آیس کِ ثطای ؾبزگی  بثع زضؾشٌوبیی ثِ زؾز هی( س7زض ضاثغِ )

زؾز آٍضزى  ثطای ثِکٌین.  هحبؾجبر اظ لگبضیشن آى اؾشفبزُ هی

ًؿجز ثِ لگبضیشن سبثع زضؾشٌوبیی ثبیس اظ  دبضاهشطّبML ثطاٍضز

(۱)    ( )  
 

   
   

 
  

    
 

 

(۲) 𝜃𝑟𝑗  𝛼𝑟𝑒
𝛽𝑟𝑥𝑗 

 

(۷) 𝐿(𝜸 𝜹 𝝉 𝒙)     𝑝
 𝑖𝑗

𝑆𝑖𝑗𝑝
 𝑖𝑗

𝑛 𝑖𝑗𝑝
 𝑖𝑗

𝑛 𝑖𝑗

𝐽

𝑗= 

𝐼

𝑖= 

 

 

∆𝑖𝑗𝑘  

0 𝜏𝑖     (𝑇 𝑖𝑗𝑘  𝑇 𝑖𝑗𝑘)

 𝑇 𝑖𝑗𝑘     (𝜏𝑖 𝑇 𝑖𝑗𝑘)

2 𝑇 𝑖𝑗𝑘     (𝜏𝑖  𝑇 𝑖𝑗𝑘)

    

 

(3) 
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دبضاهشطّبی هدَْل
rٍ

rثِ اظای r =  هكشك ثگیطین 1,2ٍ

 .فط لطاض زّینص ثطاثط

 

هكرص اؾز، ثِ زؾز آٍضزى  (9)ٍ  (8) عَض کِ زض ضٍاثظ وبىّ

،1ثطاٍضز هبکؿیون زضؾشٌوبیی دبضاهشطّبی
2،1 ٍ

2  ِث

ّبی  دصیط ًیؿز؛ اظ ایي ضٍ ثبیس اظ ضٍـ صَضر سحلیلی اهکبى

زض ایي همبلِ ثب سَخِ ثِ عطح آظهبیف هَضز  عسزی اؾشفبزُ کٌین.

 .گیطین ثْطُ هی EMثطضؾی اظ ضٍـ الگَضیشن 

 EMالگوریتم  -۳

 MLثطاٍضز  ییيسع یضٍـ کبضآهس ثطا یک EM یشنلگَضا

 یلثِ زل هفمَز قسُ یّب زازُصَضر ٍخَز  هسل زض یدبضاهشطّب

اٍلیي ایي الگَضیشن ثبقس.  ّبی دَقبًسُ قسُ هی زازُ یب ؾبًؿَض ٍ

لاکلِي  کشبة هک .سقهعطفی [ 5] ٍ ّوکبضاى 17ثبض سَؾظ زهذؿشط

ٍ کبضثطز  یِزض هَضز ًظطی ضا ثحث خبهع[ 21]18ٍ کطیكٌبى

 قًَسُ ضًٍس سکطاض یک EM یشنلگَضا زّس. یاضائِ ه EM یشنالگَض

 ثبقررس:  یزٍ هطحلرِ ه هشكکل اظ
  مرحله:E  ی هفمَز قسُ ثّب زازُ ایي هطحلِزض ِ

هرسل  یدبضاهشطّبی سُ قسُ ٍ ثطآٍضز خبضّهكببی ّ قطط زازُ
 ،قًَس یثطآٍضز ه
کِ  ضطف یيثب ایی سبثع زضؾشٌوبزض ایي هطحلِ  M:هطحلِ  -

زض . قَز یُ هعلَم ّؿشٌس، حساکثط ههفمَز قس بیّ زازُ
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اهیس  ی طحلِاظ ه هفمَز قسُ یّب حمیمز ثطآٍضز زازُ

 گیطًس. یلطاض ه هفمَز قسُ همبزیط یثِ خبی ضیبض

ثب سکطاض الگرَضیشن ثب سَخِ ثِ ایٌکرِ همرساض  M  هطحلِ زض

سَاى ًؿجز ثِ  ییبثس، ه یزض ّرط هطحلرِ افعایف ه ٌوبییزضؾرش

 .ثَز يئهغو ییّوگطا

ّبی سکطاض قًَسُ ثطای  زض همبیؿِ ثب ؾبیط الگَضیشن EMالگَضیشن 

ّبی  هبًٌس ضٍـ ًیَسي ضافؿَى، زاضای ٍیػگی MLیبفشي ثطاٍضز 

خبلت سَخْی اؾز. ثطذی اظ هعایبی ایي ضٍـ ًؿجز ثِ ثمیِ 

ٍ  19ّطهبًع ٍ[ ٍ 16سَؾظ َّقیبض ]ّبی سکطاض قًَسُ  ضٍـ

سَاى ثِ  ّب هی اضائِ قسُ اؾز؛ کِ اظ هیبى آى [13]ّوکبضاى 

زض صَضر اًشربة ًمغِ قطٍع  هٌبؾت،  EMّوگطایی الگَضیشن 

عسم ًیبظ ثِ اضظیبثی سبثع زضؾشٌوبیی ٍ هكشمبر هطسجِ زٍم آى 

اقبضُ کطز. ثِ عوٍُ ثب سَخِ ثِ سَضیحبر اضائِ قسُ زض ثرف 

سطیي ضٍـ ثطای ثطاٍضز دبضاهشطّبی هدَْل زض  همسهِ، هٌبؾت

 EMّبی هفمَز قسُ، اؾشفبزُ اظ الگَضیشن  صَضر ٍخَز زازُ

  اؾز.

ّبی  ّب ضا ثِ عٌَاى زازُ زض ایي ثطضؾی، عَل عوط ٍالعی زؾشگبُ

گیطین ٍ ثب ًوبز هفمَز قسُ زض ًظط هی rijk

rijkT
 زّین  ًوبیف هی

 ٍ زاضین:

 
ّبی هكبّسُ قسُ زض ایي آظهَى  ثِ عوٍُ ثِ ذبعط زاضین، زازُ

قبهل , ,=obs 1ij 2ij ijn n s خب ًوبز ٍ زض ایي ّؿشٌس

 , , ,    1 2 1 ضا ثطای دبضاهشطّبی هدَْل هسل ٍ ًوبز=2
          2, , ,
k k k k k

    1 1 1=
 

ضا ثطای ثطاٍضز دبضاهشطّب زض 

 گیطین. ام زض ًظط هیkسکطاض

ثِ لگبضیشن سبثع زضؾشٌوبیی  EMؾبظی الگَضیشن  اکٌَى ثطای دیبزُ

 قَز: ّبی کبهل ًیبظ زاضین کِ زض ظیط اضائِ هی ثطای زازُ

 
 ( زاضین:10( ٍ لطاض زازى آى زض ضاثغِ )2اظ ضاثغِ ) ثب اؾشفبزُ
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( ضا ثِ صَضر 11قسُ، ضاثغِ ) اکٌَى ثب سَخِ ثِ هكبّسار ثجز

 ًوبیین: ظیط ثبظًَیؿی هی

 

  Eمرحله  -۳-۱

ّبی هفمَز  ّوبًغَض کِ اقبضُ قس، زض ایي هطحلِ ثطای سمطیت زازُ

ّبی هفمَز قسُ  قسُ، ثِ اهیسضیبضی سبثع لگبضیشن زضؾشٌوبیی زازُ

 ّبی هكبّسُ قسُ ٍ ثطاٍضز اذیط دبضاهشطّب ثِ قطط اعوع  اظ زازُ

ًیبظهٌسین. کِ ثِ صَضر ظیط  ((    ( ) )  )یعٌی 

 قَز: هحبؾجِ هی
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  Mمرحله  -۲-۳

زض ایي هطحلِ، ثطاٍضز دبضاهشطّب اظ عطیك هبکؿیون کطزى اهیس 

کِ زض  Eضیبضی سبثع لگبضیشن زضؾشٌوبیی اضائِ قسُ زض هطحلِ 

قًَس. ثٌبثطایي ثِ گطازیبى  هحبؾجِ قس، ثِ ضٍظ هی (12ضاثغِ )

ًیبظهٌسین کِ زض   ( ًؿجز ثِ دبضاهشطّبی هدَْل 12ضاثغِ )

 قًَس. ( اضائِ هی14( ٍ )13ضٍاثظ )

 

کِ   
2

| ,k
rijktE  

 
 

 obs  ُزض ثرف ضویوِ الف هحبؾجِ قس

( ٍاضح اؾز کِ ثطای حل ایي 14( ٍ )13اؾز. ثب زلز زض ضٍاثظ )

ّبی عسزی ثْطُ گطفز. هب زض ایي همبلِ اظ  هعبزلار ثبیس اظ ضٍـ

 ثطای حل هعبزلار اؾشفبزُ کطزین. Matlabافعاض  ًطم

ضا ثرب ًوربز   Mثطاٍضز ثِ ضٍظ قرسُ دبضاهشطّرب زض هطحلرِ     
γ

k+1 

ٍ  Eحرل  اهطگرطزین.   ثطهری  Eزّین ٍ هدسز ثِ هطحلِ  ًوبیف هی

M  سفبضررررل ین کررررِکٌرررر یسکررررطاض هرررر سررررب خرررربیی  ضا

         | , | ,k+1 k
com comE E   obs obs  همررررساض

 .زٌّسُ ّوگطایی اؾز، اذشیبض کٌس کَچک زلرَاّی ضا کِ ًكبى

  EMنقطه شروع الگوریتم  -۳-۳

ًؿجز ثِ ثطاٍضز اٍلیِ دبضاهشطّب حؿبؼ اؾز. اگط  EMالگَضیشن 

ًمغِ قطٍع  هٌبؾت ًجبقس، هوکي اؾز الگَضیشن ّوگطا ًكَز؛ 

سط  عَض ًمغِ قطٍع  هٌبؾت، هٌدط ثِ ّوگطایی ؾطیع ّویي

ّبی هرشلفی ثطای سعییي ًمغِ قطٍع   قَز. ضٍـ الگَضیشن هی

. زض ایي [ اقبضُ کطز4] ٍ[ 7سَاى ثِ ] ٍخَز زاضز، زض ایي ظهیٌِ هی

ّب زض  کٌین. آى [ اؾشفبزُ هی7همبلِ اظ ضٍـ اضائِ قسُ سَؾظ ]

ٍ ظهبى ثبظضؾیjxًظط گطفشٌس کِ لبثلیز اعشوبز زض ؾغح سٌف

iثبیس زض حسٍز احشوبلار ٍالعیp0ij،p1ij ٍp2 i j ثِ اظای

1,2,...,i Iٍ0,1,2,...,j J ،ثبقٌس. ثِ عَض قَْزی
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|𝒁/} 

∂E( 𝑐𝑜𝑚(𝜸(𝑘+ ))|𝒁)

𝜕𝛼𝑟
 

 2 ∑ ∑ 𝑁𝑖𝑗
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𝐼
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∑ ∑ ∑ ∑ 𝑒  𝛼𝑟
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ijعجبضسٌس اظ p̂0ij،p̂1ijٍp̂2ijثطاٍضزّبی سدطثی

ij

s

N   
،

   

1ij

ij

n

N

ٍ
   

2ij

ij

n

N

 .

اگط یکی اظ ایي هَاضز صفط ثبقٌس، ثطاٍضز همساض اٍلیِ ثب هكکل 

اًس کِ زض  هَاخِ ذَاّس قس. همبلار ظیبزی ثِ ایي هكکل دطزاذشِ

کِ ثِ صَضر  [19] 20لی ٍ کَّيایٌدب اظ ضاّکبض اضائِ قسُ سَؾظ 

کٌین. ایي ضاثغِ ثِ ثطاٍضز سدطثی اصوح  هیثبقس، اؾشفبزُ  ظیط هی

 قسُ هعطٍف اؾز.

(15)  ( ̃     ̃     ̃   )  (
     

     
 
      

     
 
      

     
) 

 

 سَاى ًشیدِ گطفز: ( هی4اکٌَى ثب سَخِ ثِ ضاثغِ )

 

لطاض زازى  ٍ (2سَؾظ ضاثغِ ) (16ضاثغِ )ّوچٌیي ثب ؾبزُ کطزى 

 زاضین: (6( ٍ )5زض ضٍاثظ )

rثِ اظای = 1,2،1,2,...,i I ٍ0,1,2,...,j J ثب .

p0ij،p1ij ٍp2خبیگصاضی کطزى  i j سَؾظ ثطاٍضز سدطثی

هعطفی قس، ثطاٍضز حسالل هطثعبر  (15قسُ کِ زض ضاثغِ ) اصوح

ِ حسالل ضؾبًسى هعبزلِ سَؾظ ث1،2،1 ٍ2دبضاهشطّبی

 آیس: ظیط ثِ زؾز هی

 ًس اظ:ا هشطّب عجبضراثسیي سطسیت ثطاٍضز حسالل هطثعبر دبض
 

rثِ اظای = ؾز ا ( عجبضر18( ٍ )17زض ضٍاثظ ) rijW. ک1,2ِ

 :اظ
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عجك سَضیحبر ثیبى قسُ قسُ، اظ ثطاٍضز حسالل هطثعبر دبضاهشطّب 

( اضائِ قسًس، ثطای ًمغِ قطٍع  دبضاهشطّب 18( ٍ )17کِ زض ضٍاثظ )

 قَز. اؾشفبزُ هی EMزض الگَضیشن 

 براورد امتیازدهی فیشر -۴-۳

اظ ضٍـ ثطاٍضز اهشیبظزّی فیكط  EMزض ایٌدب عوٍُ ثط الگَضیشن 

قَز. ٍ ًْبیشبً  ًیع ثطای ثطاٍضز دبضاهشطّبی هدَْل هسل اؾشفبزُ هی

قَز. اهشیبظزّی فیكط  ای ثیي ایي زٍ ضٍـ ثطاٍضز اضائِ هی همبیؿِ

(FS) قسُ، ثطگطفشِ اظ ضٍـ ًیَسي  یک ضٍـ عسزی اصوح

فیكط  ضافؿَى ثب اؾشفبزُ اظ ثطزاضّبی اهشیبظ ٍ هبسطیؽ اعوعبر

زاًین هبسطیؽ اعوع  فیكط ًمف  عَض کِ هی . ّوبى[29] اؾز

 کٌس. کلیسی زض اؾشٌجبط آهبضی دبضاهشطّبی ثطاٍضزقسُ ایفب هی
کٌٌس کِ  یاؾشفبزُ هیي ّؿ یؽاظ هبسط ی ًیَسي ضافؿَىسکطاضّب

 .[8ّؿشٌس ] ییهكشمبر زٍم سبثع زضؾشٌوبهشكکل اظ عٌبصط آى 
 ضا FSزٍ ضٍـ ثطاٍضز ًیَسي ضافؿَى ٍ [ 27] 21قَضض ٍ ٍَّی

ؾز ا ثْشط FSضٍـ  کِ یسًسضؾ یدًِش یيٍ ثِ اهمبیؿِ کطزًس 

 یوگطا ًوًیَسي ضافؿَى ّ یشنکِ الگَض یظهبً یشن زضالگَض یطا ایيظ

ثِ سبثع اهشیبظّب کِ عجبضسؿز اظ FSزض ضٍـ  قَز. یقَز، ّوگطا ه

   V   γ γ γ  ٍ هعبزلِ ٍ هبسطیؽ اعوع  فیكط ًیبظ زاضین

 ّب عجبضسؿز اظ:دبضاهشطثطاٍضز  یثطا یثِ ضٍظضؾبً
 (   )   ( )   ̂   ( ) 

ثطاٍضز هبسطیؽ اعوع  فیكط اؾز کِ زض ثرف F̂زض ایي ضاثغِ، کِ

  .هحبؾجِ ٍ اضائِ قسُ اؾز ضویوِ ة
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∑ ∑ 𝑁𝑖𝑗(𝑊𝑖𝑗 𝛽𝑟𝑥𝑗)
𝐽
𝑗= 

𝐼
𝑖= 

∑ ∑ 𝑁𝑖𝑗
𝐽
𝑗= 

𝐼
𝑖=  

  

(18) 𝛽 𝑟
𝐿𝑆𝐸  

∑ ∑ 𝑁𝑖𝑗(𝑊𝑟𝑖𝑗     𝛼𝑟)
𝐽
𝑗= 

𝐼
𝑖= 

∑ ∑ 𝑁𝑖𝑗𝑥𝑗
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 ای پارامترها فاصلهبرآورد   -۴

 فاصله اطمینان مجانبی  -۴-۱

ای ثطای ثطاٍضزگط هبکؿیون زضؾشٌوبیی  ظهبًی کِ فطم ثؿشِ

سعییي سَظیع زلیك ثطاٍضزگطّب زقَاض دبضاهشطّب ٍخَز ًساضز، 

قَز؛ اظ ایي ضٍ اظ فبصلِ اعویٌبى هدبًجی کِ ثط دبیِ سَظیع  هی

قَز. زض ایي ضٍـ ثِ  قَز، اؾشفبزُ هی سمطیجی ًطهبل ؾبذشِ هی

هبسطیؽ ٍاضیبًؽ کَاضیبًؽ هدبًجی ثطاٍضزگطّب ًیبظ زاضین. فبصلِ 

زض ؾغح اعویٌبىγاعویٌبى هدبًجی دبضاهشط 100 1 -ω ثِ %

 قَز: صَضر ظیط هحبؾجِ هی

کِ ثطای هحبؾجِ ˆVar γِّبی ضٍی لغط اصلی هعکَؼ  ثِ زضای

 هبسطیؽ اعوع  فیكط ثبیس هطاخعِ کطز.

 فاصله اطمینان بوت استرپ -۲-۴

 یکدبضاهشط ثَر اؾشطحضٍـ  یكسَاى اظ عط یضا ه یٌبىفَاصل اعو

 یطثِ قطح ظ فبصلِ اعویٌبى ثَر اؾشطح هطاحلثِ زؾز آٍضز.  یعً

 اؾز:

 ،کٌین ضا ثطاٍضز هیγّ̂بی اٍلیِ، ثب اؾشفبزُ اظ زازُ .1
2. Bًُوًَِ ثَر اؾشطح سصبزفی ثب دبضاهشطّبی ثطاٍضزقسγ̂ ،

 کٌین، سَلیس هی
 ، دبضاهشطّب ضا2سَلیس قسُ اظ هطحلِ  ثَر اؾشطحزض ّط ًوًَِ  .3

 کٌین،  ثطاٍضز هی
ضا ثِ صَضر صعَزی  3دبضاهشطّبی ثطاٍضز قسُ زض هطحلِ  .4

 کٌین،  هطست هی
زض ؾغح اعویٌبىγ دبضاهشط ثَر اؾشطحفبصلِ اعویٌبى   .5

 100 1 -ω  قَز: هحبؾجِ هی ثِ صَضر ظیط %
 

ؾبظی قسُ اؾز، فبصلِ  کِ قبهل هغبلعبر قجیِ 7زض ثرف 

ثب ّن همبیؿِ  4اعویٌبى حبصل اظ زٍ ضٍـ شکط قسُ زض ثرف 

 قًَس. هی

 شده علل شکست پوشانده -۵

 یيکطز. زض ا ییضا قٌبؾبهحصَل  سَاى علز قکؿز یًو گبّی

 "دَقبًسُ قسُ"قکؿز ٍاحسّب،  قَز کِ علز یهَضز، گفشِ ه

ثِ سبثع هكرصِ هَضز،  یيثب ا EMالگَضیشن  یكسغج یاؾز. ثطا

1ijk( همساض 3اضائِ قسُ زض ضاثغِ )   ثطای حبلز علل  ضا

ثِ ijkکٌین. زض ایي صَضر سبثع هكرصِ  دَقبًسُ قسُ، اضبفِ هی

 قَز: ثبظًَیؿی هیصَضر ظیط 

هؿشمل  قسُ َقبًسُکِ ٍلَع  علل دگیطین  ثطای ؾبزگی زض ًظط هی

 ثِ ایي هعٌب کِ قکؿز اؾز. زلیلهكبّسُ عسم  یطثٌبییاظ علل ظ

 

ثٌبثطایي 
2

ijk

rijkt
  

   
  

E ِظهبًی کijk = 0,1, زض حبلشی کِ علل 2

قسُ ٍخَز زاضز، زلیمبً هكبثِ حبلشیؿز کِ علل  دَقبًسُ

قسُ ٍخَز ًساضز، یعٌی ّوبى ضٍاثغی کِ زض ثرف  دَقبًسُ

 ضویوِ الف هحبؾجِ ٍ اضائِ قسًس. 

قسُ زچبض قکؿز  ّبیی کِ ثب زلیل دَقبًسُ اکٌَى سعساز زؾشگبُ

 ijmثب ًوبز امiظهبى ثبظضؾیام ٍ jزض ؾغح سٌف قسًس ضا

  زض ایي صَضر زاضین: زّین. ًوبیف هی

N m n n s   ij ij 1ij 2ij ij 

عوٍُ ثِ  1p p p p   0ij 1ij 2ij-1 ijِک . p0ij،p1ij ٍp2ij زض

 ( اضائِ قسًس. 6( ٍ )5(، )4ضٍاثظ )

ؾبظی  هوحظِ کطزیس، ثطای دیبزُ 3ّوبًغَض کِ زض ثرف 

2اهیس ضیبضی ،Mزض هطحلِ  EMالگَضیشن 

rijkT ضا سحز همبزیط

اکٌَى  هحبؾجِ ٍ زض ثرف ضویوِ الف اضائِ کطزین.ijkهرشلف

قسُ  ضا زض حبلشی کِ علل دَقبًسُ EMثطای ایٌکِ ثشَاى الگَضیشن 

( ثِ صَضر ظیط ثبظًَیؿی 12ٍخَز زاضز، ًیع اؾشفبزُ کطز، ضاثغِ )

 قَز: هی
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ثِ هحبؾجِ Mایي الگَضیشن زض هطحلِ  ضًٍسازاهِ  ثطایّوچٌیي 

   
2

1
| ,k

rijktE


 
      

 obsقَز: ًیبظ زاضین کِ زض ظیط هحبؾجِ هی 
 

سَاى ثطای حبلشی کِ علل  ضا هی EMثِ ایي سطسیت الگَضیشن 

 .قسُ ٍخَز زاضز، ًیع ثِ کبض ثطز دَقبًسُ

 کردن برآورد قابلیت اطمینان  بهینه  -۶

یبثی ثِ ًشبیح ثْیٌِ ٍ لبثل اعشوبز، ثِ  زض ایي ثرف ثِ هٌظَض زؾز

دطزاظین. هٌظَض اظ ثْیٌِ  ثْیٌِ کطزى عطح آظهَى هَضز ثطضؾی هی

کِ  ثبقس هیکطزى عطح ایي آظهَى، سعییي ظهبى ذبسوِ آظهَى 

( اؾز. هعیبضی کِ زض ایي Iثبظضؾی ) آذطیي ظهبىهٌغجك ثب 

قَز، عجبضسؿز اظ  همبلِ ثطای ثْیٌِ کطزى عطح آظهَى اؾشفبزُ هی

ثِ حسالل ضؾبًسى ٍاضیبًؽ هدبًجی ثطاٍضز لبثلیز اعشوبز زض ظهبى

.لبثلیز اعویٌبى ٍ هیبًگیي ظهبى  ٍ زض قطایظ اؾشفبزُ هعوَل

هحصَلار زض قطایظ اؾشفبزُ هعوَل،  (MTTF) 22سب ذطاثی

هٌس  ّب عولِ همبزیطی ّؿشٌس کِ هٌْسؾبى لبثلیز اعویٌبى ثِ آى

ٍ زض قطایظ اؾشفبزُ  ّؿشٌس. ثطاٍضز لبثلیز اعشوبز زض ظهبى

 ( زض ایي آظهبیف عجبضسؿز اظ:0xهعوَل )

                                                           
22 Mean time to failure 

 
ّوچٌیي ثب زاقشي 0R̂   ثطاٍضزMTTF  ِثِ ضٍـ ظیط هحبؾج

 قَز:  هی

 
 

زض ایي همبلِ اظ ثطاٍضز دبضاهشطّبی هدَْل، ثطای ثطاٍضز لبثلیز 

 قَز. اعشوبز زض قطایظ اؾشفبزُ عجیعی اؾشفبزُ هی
ثطاٍضز لبثلیز اعشوبز ثب اؾشفبزُ اظ ضٍـ زلشب ٍ ثط ٍاضیبًؽ هدبًجی 

کَاضیبًؽ هدبًجی کِ هعبزل ثب هعکَؼ  -حؿت هبسطیؽ ٍاضیبًؽ

 قَز: هبسطیؽ اعوع  فیكط اؾز، ثِ صَضر ظیط هحبؾجِ هی
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ؾبظی هَضز اؾشفبزُ  ثب سَخِ ثِ سَضیحبر شکط قسُ، هعیبض ثْیٌِ

 زض ایي همبلِ عجبضر اؾز اظ:

*ثب ًوبز ذبسوِ آظهَىظهبى ثْیٌِ 
 ًوبیف زازُ قسُ اؾز ٍ ثطای

ؾبظی زض ًطم افعاض هشلت،  ( اظ اثعاض ثْی19ٌِ) ثْیٌِ کطزى ضاثغِ

 قَز. اؾشفبزُ هی

 سازی شده مطالعات شبیه -۷

ّبی لجل ثِ  کِ زض ثرف ضا زض ایي ثرف لصس زاضین هَاضزی

ثِ صَضر عسزی هَضز  ،صَضر سئَضی هَضز ثحث لطاض زازین
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ّبی سصبزفی ثب  ایي هٌظَض ًوًَِاضظیبثی لطاض زّین. ثطای 

ّب  آى ّبی یکجبض قلیک کِ عَل عوط ّبی هرشلف، اظ زؾشگبُ حدن

کٌس، ثِ اظای همبزیط اٍلیِ هرشلف، سَلیس  اظ سَظیع ضایلی سجعیّز هی

ّب اعوبل  کٌین ٍ آظهَى قشبثیسُ سٌف ثبثز ضا ثطای آى هی

ؾِ  خب، ؾِ هدوَعِ زازُ هرشلف ضا ثِ عٌَاى کٌین. زض ایي هی

 گیطین. ؾبظی زض ًظط هی هثبل هرشلف، خْز هغبلعبر قجیِ

 ثبقٌس: همبزیط اٍلیِ ایي ؾِ هدوَعِ زازُ ثِ صَر ظیط هی

 (  0   0)  همبزیط اٍلیِ هثبل اٍل: زٍ ؾغح سٌف قشبثیسُ 

ؾِ ،   0   ؾغح سٌف زض قطایظ اؾشفبزُ هعوَل  ثِ ّوطاُ

، (0  20 0 )  ظهبى ثبظضؾی اظ دیف سعییي قسُ قبهل 

 .       ،      ،       ، 2    ّوچٌیي

 همبزیط اٍلیِ هثبل زٍم: ؾِ ؾغح سٌف قشبثیسُ

ظهبى ثبظضؾی  ، چْبض  0   ثِ ّوطاُ  (  0   0 2 0)   

،       ،      ّوچٌیي، (0  0  20 0 )  قبهل 

     ،       . 
همبزیط اٍلیِ هثبل ؾَم: چْبض ؾغح سٌف قشبثیسُ 

ظهبى  ، دٌح  0   ثِ ّوطاُ  (  0   0   0 2 0)  

، ( 2 20    0   )  ثبظضؾی اظ دیف سعییي قسُ قبهل 

 .     ،     ،       ،      ّوچٌیي

دطزاظین. زض  ای دبضاهشطّبی هدَْل هسل هی زض اثشسا ثِ ثطاٍضز ًمغِ

دبضاهشطّب ثب اؾشفبزُ اظ الگَضیشن  ML، ثطاٍضز 3سب  1ّبی  خسٍل

EM 24، هیبًگیي هطثعبر ذغب23ثِ ّوطاُ اضیجی (MSE)  ذغبی ٍ

ّبی  ثبض سکطاض ثِ سطسیت ثطای زازُ 10000ثِ اظای  (RE) 25ًؿجی

، 3ٍ  2، 1ّبی  اضائِ قسُ اؾز. ّط یک اظ هثبل 3ٍ  2، 1ّبی  هثبل

حبلز اٍل، ثِ اظای سوبم ثب ؾِ حدن ًوًَِ هرشلف کِ عجبضسٌس اظ: 

       ّب   ٍ   ؛ حبلز زٍم، ثِ اظای سوبم 0     ّب   ٍ   
هَضز اؾشفبزُ لطاض  20    ّب    ٍ  ثِ اظای سوبم ٍ حبلز ؾَم، 

کٌین،  هكبّسُ هی 3سب  1ّبی  عَض کِ زض خسٍل ّوبى اًس. گطفشِ

 MSE  ٍREزض ّط ؾِ هثبل، ثب افعایف حدن ًوًَِ همساض اضیجی، 

یبثٌس، کِ ایي ًكبى اظ ثْجَز ثطاٍضز دبضاهشطّب زاضز. ثِ  کبّف هی

سَاى گفز ثب افعایف حدن ًوًَِ سحز ثطضؾی،  عجبضر زیگط هی

ثِ  قًَس. سط هی همبزیط دبضاهشط ثطاٍضز قسُ ثِ همبزیط ٍالعی ًعزیک

ّبی  زض خسٍل EM  ٍFSعوٍُ، ثِ هٌظَض همبیؿِ زٍ ضٍـ ثطاٍضز 

ثِ ّوطاُ ، FSشطّبی هسل ثب اؾشفبزُ اظ ضٍـ ثطاٍضز دبضاه 6سب  4

، 1ّبی  ّبی هثبل ثِ سطسیت ثطای زازُ MSE  ٍREهمساض اضیجی، 

                                                           
23 Bias 
24 Mean Square Error 
25 Relative Error 

 6سب  4ّبی  عَض کِ زض خسٍل اضائِ قسُ اؾز. ّوبى 3ٍ  2

ثب  ، یعٌیاؾز 3سب  1ّبی  خسٍلقَز، ًشبیح هكبثِ  هكبّسُ هی

سط  عزیکافعایف حدن ًوًَِ ثطاٍضز دبضاهشطّب ثِ همساض ٍالعی ً

قًَس. زض ٍالع افعایف حدن ًوًَِ هَخت زلز ثیكشط ثطاٍضز  هی

همبزیط  قَز؛ ظیطا ثب افعایف حدن ًوًَِ دبضاهشطّبی هدَْل هی

ثِ عوٍُ ثب همبیؿِ زٍ ضٍـ  یبثٌس. کبّف هی MSE  ٍREاضیجی، 

ضغن  علی EMالگَضیشن قَین زض  ، هشَخِ هیEM  ٍFSثطاٍضز 

قًَس ٍ ثِ همساض  سط ثطاٍضز هی زلیكدیچیسگی هحبؾجبسی، دبضاهشطّب 

اضیجی، همبزیط  3سب  1ّبی  خسٍلسط ّؿشٌس، چَى زض  ٍالعی ًعزیک

MSE  ٍRE 6سب  4ّبی  کوشط اظ همبزیط هشٌبظط زضخسٍل 

 ثبقٌس.  هی

ای دبضاهشطّبی هدَْل ثِ زٍ  ثطاٍضز فبصلِ 9سب  7ّبی  زض خسٍل

% ثِ سطسیت 95جی ٍ ثَر اؾشطح زض ؾغح اعویٌبى ضٍـ هدبً

عَض کِ زض  اضائِ قسُ اؾز. ّوبى 3سب  1ّبی هثبل  ثطای زازُ

ًوبییس، عَل ثبظُ اعویٌبى ثَر  هكبّسُ هی 9سب  7ّبی  خسٍل

اؾشطح کوشط اظ عَل ثبظُ اعویٌبى هدبًجی اؾز ٍ ایي ًكبى اظ 

ح اؾز کِ ثطسطی فبصلِ اعویٌبى ثَر اؾشطح زاضز. ّوچٌیي ٍاض

ای اضائِ قسُ ثِ ّط زٍ ضٍـ،  ثب افعایف حدن ًوًَِ، ثطاٍضز فبصلِ

 قَز. سط هی زلیك

ًْبیشبً، عطح آظهَى هَضز ثطضؾی زض ایي همبلِ ثط حؿت هعیبض 

ظهبى ذبسوِ  10قَز. زض خسٍل  ثْیٌِ هی 6اقبضُ قسُ زض ثرف 

آظهَى ثِ ّوطاُ ثطاٍضز ثْیٌِ لبثلیز اعویٌبى زض ظهبى اظ دیف 

اضائِ قسُ اؾز. زض  3سب  1ّبی  ثطای ّط یک اظ هثبل 𝜉عییي قسُ س

𝜉ٍ  0   ، 1ّبی هثبل  ، ثطای زاز10ُخسٍل  ثطای ؛     

𝜉ٍ  20   ، 2ّبی هثبل  زازُ ّبی هثبل  ثطای زازٍُ     

3 ،  200  ٍ𝜉 زض ًظط گطفشِ قسُ اؾز. ثب سَخِ ثِ     

سَاى ًشیدِ گطفز کِ  ، هی10ظهبى ثْیٌِ ذبسوِ آظهَى زض خسٍل 

سط ثبقس، ٍاضیبًؽ هدبًجی ثطاٍضز  ّطلسض عَل هسر آظهَى کَسبُ

قَز ٍ زض  لبثلیز اعشوبز زض قطایظ اؾشفبزُ هعوَل کوشط هی

ّس ثَز. سط ذَا ًشیدِ ثطاٍضز لبثلیز اعشوبز ثِ همساض ٍالعی ًعزیک

زض ایي صَضر لبثلیز اعشوبز هحصَلار ٍ ّوچٌیي هیبًگیي عَل 

هكبّسُ  10قًَس. زض خسٍل  سط ثطاٍضز هی زلیك عوط هحصَلار

قَز کِ ظهبى ثْیٌِ ذبسوِ آظهَى ًعزیک ثِ آذطیي ظهبى  هی

 ثبقس. ثبظضؾی هی
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 نتایج -۸

ّبی سک قبر هحصَلار یب سدْیعاسی ّؿشٌس کِ ثوفبصلِ  زؾشگبُ

ضًٍس ٍ ثٌبثطایي عوط ٍالعی آًْب ّطگع  اؾشفبزُ اظ ثیي هی دؽ اظ

لبثل هكبّسُ ًیؿز. سٌْب اعوعبر هكبّسُ قسُ زض هَضز ایي 

کطزًس یب  ّب ایي اؾز کِ آیب آًْب زض ظهبى اؾشفبزُ کبض هی زؾشگبُ

ّب اغلت زض سدعیِ ٍ سحلیل ثمب ٍ لبثلیز  ًِ. زلایل قکؿز زؾشگبُ

ًَس کِ زض ًْبیز هٌدط ثِ اعویٌبى ًبزیسُ گطفشِ هی ق

ّبی ضلبثشی اظ  قَز. هَضَع  ضیؿک ّبی ًبزضؾز هی گیطی سصوین

هَضَعبر هْن زض ثحث آًبلیع لبثلیز اعشوبز اؾز. زض ایي همبلِ، 

ّبی یک ثبض قلیک  آظهَى عوط قشبثیسُ سٌف ثبثز، ثطای زؾشگبُ

ّبی ضلبثشی هَضز هغبلعِ لطاض گطفز. ّوچٌیي  سحز هسل ضیؿک

ّب زض ًظط گطفشِ قس  یلی ثِ عٌَاى عَل عوط ایي زؾشگبُسَظیع ضا

کِ زض سدعیِ ٍ سحلیل ثمب ٍ لبثلیز اعشوبز، آهبض کبضثطزی ٍ علَم 

دصیطی  کٌس؛ ٍ ایي ًكبى اظ اًعغبف فیعیک ًمف هْوی ضا ثبظی هی

ّبی  ّب ٍ ٍخَز زازُ ایي سَظیع زاضز. ثِ زلیل اعوبل ؾبًؿَض ثِ زازُ

ثطای ثطاٍضز دبضاهشطّبی هدَْل هسل  EMهفمَز قسُ اظ الگَضیشن 

اؾشفبزُ قس. ّوچٌیي هَضَع  اًشربة همبزیط اٍلیِ ایي الگَضیشن 

ثطای کبضایی ثیكشط آى هَضز ثحث لطاض گطفز. عوٍُ ثط الگَضیشن 

EM  ضٍـ اهشیبظزّی فیكط ًیع ثطای ثطاٍضز دبضاهشطّبی هدَْل اظ

اؾشفبزُ قس ٍ زٍ ضٍـ شکط قسُ هَضز همبیؿِ لطاض گطفشٌس. 

ای دبضاهشطّبی هدَْل ثِ زٍ ضٍـ هدبًجی   ّوچٌیي ثطاٍضز فبصلِ

ٍ ثَر اؾشطح اضائِ ٍ هَضز همبیؿِ لطاض گطفشٌس. ثب سَخِ ثِ 

 EMکِ الگَضیشن  ؾبظی قسُ، ًشیدِ گطفشِ قس هغبلعبر قجیِ

سطی ضا ًؿت ثِ ضٍـ  ضغن دیچیسگی هحبؾجبسی، ثطاٍضز زلیك علی

زّس. ّوچٌیي فبصلِ اعویٌبى حبصل اظ  اهشیبظزّی فیكط اضائِ هی

سط اظ فبصلِ اعویٌبى هدبًجی دبضاهشطّبی  ضٍـ ثَر اؾشطح، زلیك

، زض سوبهی  ثبقس. ثِ عوٍُ، ثب افعایف حدن ًوًَِ هدَْل هی

ضز هَضز ثحث ًشبیح ثْشطی هكبّسُ قس. زض ازاهِ، ّبی ثطاٍ ضٍـ

ّبیی کِ علز ذطاثی  ثطای زازُ EMثطاٍضز دبضاهشطّب ثب الگَضیشن 

ّب دَقیسُ قسُ ّؿشٌس، هَضز اصوح ٍ ثبظثیٌی لطاض گطفز. دؽ   آى

ّبی  ای دبضاهشطّبی هدَْل ثِ ضٍـ ای ٍ فبصلِ اظ ثطاٍضز ًمغِ

ِ حسالل ضؾبًسى ثطاٍضز هرشلف، ظهبى ثْیٌِ ذبسوِ آظهَى ثب ث

لبثلیز اعشوبز زض قطایظ اؾشفبزُ هعوَل اضائِ قس. ثب سَخِ ثِ 

سط ثبقس، ثطاٍضز  ًشبیح زضیبفشین، ّطلسض ظهبى اًدبم آظهَى کَسبُ

سط ذَاّس ثَز ٍ ثِ  لبثلیز اعشوبز زض قطایظ اؾشفبزُ هعوَل زلیك

 ثْیٌِ زؾز دیسا کطزین.ایي سطسیت ثِ عطح آظهَى 
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ّؿشٌس،     ̂ ٍ     ̂ ،     ̂ ،     ای ثب دبضاهشطّبی  زاضای سَظیع چٌس خولِ     ٍ      ،    کِ هشغیطّبی  ّوچٌیي ثب سَخِ ثِ ایي

 سَاى ًشیدِ گطفز: ثٌبثطایي هی

 

 

 

 

 

 آیس. هبسطیؽ اعوع  فیكط ثِ زؾز هی (35( سب )26ضاٍثظ )( زض 41( سب )36ضٍاثظ ) ثب خبیگصاضی

 
 

 .1ّبی هثبل  ثطای زازُ EMثب اؾشفبزُ اظ ضٍـ  MSE  ٍREدبضاهشطّب ثِ ّوطاُ اضیجی،  MLثطاٍضزگط  -۱جدول 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 .2ّبی هثبل  ثطای زازُ EMثب اؾشفبزُ اظ ضٍـ  MSE  ٍREدبضاهشطّب ثِ ّوطاُ اضیجی،  MLثطاٍضزگط  -۲جدول 
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 .3ّبی هثبل  ثطای زازُ FSثب اؾشفبزُ اظ ضٍـ  MSE  ٍREدبضاهشطّب ثِ ّوطاُ اضیجی،  زثطاٍض -۶جدول 
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Abstract: This article deals with modelling and analysis of the competing risks for a one-shot device 

under a constant stress accelerated life test. In a reliability analysis of a device, it is important to be 

able to identify the main causes of failure. Therefore, a competing risk model is generally used. We 

consider this model in two modes: observed and masked causes of failure. The data obtained from 

one-shot device testing are missing in fact. For this reason, the EM algorithm along with the Fisher 

scoring method are used to estimate the model parameters. An accelerated life test is also used to 

shorten the time and cost. In addition, in order to accurately estimate the product reliability, the test 

design is finally optimized. Based on the simulated study, it is concluded that the EM algorithm and 

the bootstrap confidence interval are more accurate than the other methods. Also, 

shortening the test length leads to achieve an optimal test design. 

 

Keywords: Competing risks, EM algorithm, Fisher scoring estimation, one-shot device, masked 

causes of failure. 

 
Introduction 
Due to the nature of one-shot devices, they get destroyed immediately after their use and their actual 

lifetimes are therefore never observed. Examples of one-shot devices can be found in many places, 

such as space shuttles, missiles, airbags of automobiles, magnetorheological fluids, etc. Due to its 

destructive feature, one-shot device testing data are fully censored and the actual lifetimes of the 

devices cannot be observed. For each device, only the condition at an inspection time can be observed 

in the test. In life tests for one-shot devices, a successful test indicates that the lifetime of the device is 

after the inspection time and leads to right-censoring, while a failed test indicates that the lifetime of 

the device is before the inspection time and leads to left-censoring. Binary data are collected and the 

exact failure time cannot be obtained from the test. As a result, the lifetime of the device is either 

right-censored or left-censored. Electro-explosive devices, that are detonated by inducing a current to 

excite inner powder, is an example of a one-shot device [1]. Those devices cannot be used any further 

after detonation, regardless of whether the detonation is successful or not. It poses a challenge to 

manufacturers and researchers to accurately estimate the reliability of one-shot devices based on 

limited lifetime data. 

One-shot devices often have multiple components that can cause failure. For example, a fire 

extinguisher contains a cylinder, a valve and chemicals inside; an automobile air bag contains a crash 

sensor, an inflator and an air bag; and for any packed food (which is also a kind of one-shot device), 

there are different causes for food expiry such as the growth of microorganism in the package, the 

moisture level and the food deterioration due to oxidation. A failure of any of the components will 

result in the failure of the product. For those failed units, we will normally check for the cause 

responsible for the failure. Thus, the information collected from a life-test on one-shot devices in this 

case will include the status of the unit at inspection time as well as cause of failure in case the unit has 

failed. 
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In survival analysis and reliability experiments, the event of interest often occurs as a result of several 

factors. Neglecting those factors or reducing them to one factor may lead to wrong decisions and 

unacceptable results. Analyzing the data taking into account all the factors leading to the event of 

interest is called in the literature competing risks problem. For example, in a group of patients with 

breast cancer, there are causes other than breast cancer that are the cause of death in some patients [2].  

In this work, we describe the one-shot device testing model with competing risks. We assume that the 

lifetime distribution is Rayleigh. We consider the competing risk model in two modes: observed and 

masked causes of failure in the data. For convenience, we confine our attention to the case of two 

competing risks corresponding to the failure of each device. The extension to the case of multiple 

competing risks can be done in a natural way. 

The Rayleigh distribution has many real-life applications in testing lifetime of an object whose 

lifetime depends upon its age. The Rayleigh distribution is often used in different fields of physics to 

model processes such as wave heights, sound and light radiation, radio signals and wind power, 

ultrasound image modeling, etc. It is also used to model lifetime in hours of tubes, resistors, networks, 

crystals, knobs, transformers, relays and capacitors in aircraft radar sets. The Rayleigh distribution is 

used to study the wind speeds over a year at wind turbine sites and the daily average wind speed. On 

the contrary, this distribution has got valuable attention in the field of reliability theory and survival 

analysis, probability theory and operations research. Thus, to model the age dependent lifetimes of 

devices/equipments, the Rayleigh distribution may be a suitable candidate distribution. 

The one-shot device testing considered in this work will be conducted in an accelerated life-test 

(ALT) setting since often we are interested in the reliability assessment of highly reliable products. If 

the products are tested under normal conditions, the lifetimes of product will be very large resulting in 

a long testing time. ALT will shorten the lifetime of products by increasing the stress levels, and we 

can use several stress factors such as temperature and humidity for this purpose. After estimating the 

parameters under high stress conditions, we can extrapolate the life characteristics such as mean 

lifetime and failure rates from high stress conditions to normal operating conditions. 

The stress loading in ALT is applied in various ways. Constant stress accelerated life testing is a case 

of ALT. Constant stress ALT is a kind of testing where products are tested under some constant high 

stress levels to obtain early failures of the products. In such tests, the test is terminated when the 

failure times of all the products under study are obtained or the test is finished by some preplanned 

mechanism. [3] In this paper, the Constant stress ALT under the competing risk model is studied. 

Material and methods  

This article deals with modelling and analysis of the competing risks for a one-shot device under a 

constant stress accelerated life test. In a reliability analysis of a device, it is important to be able to 

identify the main causes of failure. Therefore, a competing risk model is generally used. But, in this 

case estimating the model parameters is a difficult problem. 

For estimating the parameters of one-shot devices with competing risk under Rayleigh distribution, an 

EM algorithm is developed in this paper. EM algorithm is a powerful technique for obtaining the 

maximum likelihood estimates in the presence of missing data. The data obtained from one-shot 

device testing are both left- and right-censored, and so the whole data are missing in fact. For this 

reason, the EM algorithm becomes natural for handling the estimation problem in this case. It enables 

an efficient determination of the maximum likelihood estimates along with an estimate for the amount 

of information lost due to censoring [4]. Considerable amount of work has been done on the 

estimation of model parameters by using EM algorithm. 

Besides EM algorithm, the Fisher scoring method is also used. Fisher scoring is a method to 

maximize the likelihood function directly by Newton-Raphson algorithm. To compare the 

performance of the Fisher scoring method with the EM algorithm, we simulate three different data 
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sets. We use both methods to estimate the parameters and the EM algorithm is compared with the 

Fisher scoring method. 

The EM algorithm is sensitive to the initial estimates. If the initial estimates are far from the true 

parameters, the algorithm may not converge. In this paper, determination of the initial values is 

discussed. 

Different interval estimation methods for the model parameters are described in this paper. Bootstrap 

confidence interval and asymptotic confidence interval are calculated. 

In addition, in order to accurately estimate the product reliability, the optimal test design is defined to 

minimize the asymptotic variance of the reliability estimate under normal operating conditions. 

 Results and discussion 

This paper presents the advantages of the EM algorithm and Bootstrap confidence interval to estimate 

the parameter of the Rayleigh distribution in the presence of competing risks model, for one-shot 

devices. Also, the modification of the EM algorithm for handling data with masked causes of failure 

is then discussed.  

Conclusion 

For evaluating the performance of estimators, a simulation study is conducted. Based on the Bias and 
Mean Squared Error (MSE), it is concluded that the EM algorithm is good and it's more accurate than 

the Fisher scoring method. In both of the methods, bias and MSE of the estimators are seen to 

decrease as the sample size increases. 

In addition, the bootstrap confidence interval is better than the asymptotic confidence interval. The 

bootstrap confidence interval, work well for all the cases, even for small sample sizes. The average 

widths of the Bootstrap confidence intervals are smaller than the average widths of the asymptotic 

confidence intervals. 

Also, based on the simulated study, shortening the test length leads to achieve an optimal test design 

and more accurate estimate of reliability. 
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