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-ّب، اص آػتبًِ تحول آى ػجَس ًوبیذ، دچبس خشاثی هیوِ هیضاى خؼبسات ًبؿی اص ؿَنایي هحن ثِّبی ؿَن، ػیؼتن دس هذلۺ‌چکیدٌ -۱

ّبی تلبدفی ول تلبدفی دس هؼشم ؿَنّبی ثب آػتبًِ تحؿَد. دس ایي پظٍّؾ، ثِ ًشاحی ًوَداس وٌتشل ثشای پبیؾ پبیبیی ػیؼتن

ّب اص آػتبًِ تحول افتذ وِ هیضاى تدوؼی خؼبسات ًبؿی اص ؿَنؿَد. دس هذل ؿَن تدوؼی، ػیؼتن صهبًی اص وبس هیتدوؼی پشداختِ هی

 چؾپی آٍسدى دػتثِ ّب،غیًبهـخق ثَدى تَص شیًظّبیی هشتجي ثب ًوَداس وٌتشل، چبلؾ تش ؿَد. ثشای حل تحلیلی هذلػیؼتن ثیؾ

ؿَد. ػبصی هؼئلِ اػتفبدُ هیای ثشای هذلّب، اص تَصیغ ًَع هشحلِ. ثشای غلجِ وشدى ثش ایي چبلؾٍ هحبػجبت اًتگشال ٍخَد داسًذ ّبغیتَص

، ػولىشد چٌیيّن .وبسلَ اسصیبثی ٍ همبیؼِ ؿذُ اػتػبصی هًَتثب اسائِ هثبل ػذدی، ًتبیح حبكل اص هذل تحلیلی اسائِ ؿذُ ثب سٍؽ ؿجیِ

ی هتَػي ًَل دًجبلِ ٍ هتَػي صهبى تب سػیذى ثِ ّـذاس خبسج اص وٌتشل هَسد اسصیبثی بسّبیهؼًوَداس وٌتشل پیـٌْبدی ًیض ثب اػتفبدُ اص 

‌لشاس گشفتِ اػت.
 

‌‌ّبی ؿَن، ؿَن تدوؼی، پبیبیی، ًوَداس وٌتشلخشاثی ػیؼتن، هذلکلمات‌کلیدیۺ‌
 

‌.‌مقدم۱ٍ

ّبی هَهَػبت هْن دس ػیؼتن ولِاصخپبیؾ پبیبیی اهشٍصُ 

( TBE) 1وٌتشل صهبى ثیي ٍلَع . ًوَداساػتتَلیذی ٍ خذهبتی 

دس دٍ دِّ اخیش ثشای پبیؾ  وِ اػت یىی اص ًوَداسّبی وٌتشل

 ّبی اٍلیِؿَد. ًوَداسّب اػتفبدُ هیپبیبیی ػیؼتنٍ وٌتشل 

TBE  اص  اًذ وِؿذُاسائِ ّبی ثب ویفیت ثبلا فشآیٌذثشای پبیؾ

2هٌٌجكتؼذاد تدوؼی اللام تَاى ًوَداس وٌتشل هی لجیل ایي
 

(CCC) ِوٌتشل خبیگضیي ًوَداسّبی ػٌَاى ث p  ٍnp ٍ ّچٌیي 

3ك هٌٌجهمذاس تدوؼی اللام  وٌتشل ًوَداس
(CQC) ِػٌَاى ث 

ٍ  4طای .]1[ سا ًبم ثشد c  ٍu وٌتشل ّبیخبیگضیي ًوَداس

ثش ّبی پبیبیی دُسا ثشای پبیؾ دا t  ٍtrًوَداسّبی  ]2[ ّوىبساى

، tاًذ. دس ًوَداس ّبی آهبسی هختلف هؼشفی وشدُتَصیغ اػبع
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 338-323 كفحبت
1
 Time between event 

2 Cumulative count of conforming 
3 Cumulative quantity of conforming 
4 Xie 

ؿَد اهب دس ًوَداس فبكلِ صهبًی ثیي دٍ خشاثی هتَالی پبیؾ هی

tr ِفبكلِ صهبًی تب سػیذى ث ،rؿَد وِ اهیي خشاثی پبیؾ هی

ًوَداس دس ؿٌبػبیی تش تَاًذ هَخت حؼبػیت ثیؾایي وبس هی

ػلاٍُ ثش هتغیش صهبى ثیي  ؿَد. تخشیت یٌذفشآ دس ػشیغ ؿیفت

تَاًذ خْت ؿٌبػبیی ، هتغیش ؿذت خشاثی ًیض هیّبخشاثی

ٍ  5ٍٍ، هٌظَس يیثذثبؿذ. حبئض اّویت  فشآیٌذاًحشاف دس 

دٍ  ٍلَع صهبى ثیيهتغیشّبی هؼتمل  تَأمپبیؾ  ]3[ّوىبساى

ٍٍ ٍ ّوىبساى  سا هٌبلؼِ وشدًذ.خشاثی ٍ ؿذت  هتَالی خشاثی

ؼجت ؿذت خشاثی ثِ فبكلِ صهبًی ثیي خشاثی دس حبلت ً ]4[

دس ایي صهیٌِ هٌبلؼبتی تَػي  هؼتمل اص ّن سا پبیؾ وشدًذ.

ٍٍ  تحمیمبتتَاى ثِ هی اصخولِػبیش هحممبى كَست گشفت وِ 

ٍ  ]7[ ٍ ّوىبساى 7، ویَ]6[ ٍ ّوىبساى 6لیَ ،]5[ٍ ّوىبساى 

 اؿبسُ وشد. ]8[ 9شخیٍ هَخ 8ػبًَػی
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ٍ ؿذت  ّباػت ثیي دٍ هتغیش صهبى ثیي خشاثیدس ػول هوىي 

 10چٌگثذیي هٌظَس، ّوجؼتگی ٍخَد داؿتِ ثبؿذ.  ّبٍلَع آى

ػبصی ایي دٍ هتغیش ثب اػتفبدُ اص تجذیلات ًشهبل ]9[ ٍ هَوشخی

Tًوَداس  یشیوبسگ ثٍِ 
ّب پشداختٌذ. پبیؾ دادُ ثِ ّتلیٌگ 2

 ثِ ّبثیخشا ٍلَع ًؼجت هتغیش صهبى ثیي ]10[چٌگ ٍ ّوىبساى 

ّب ثب اػتفبدُ اص آىثب فشم ّوجؼتگی ثیي سا  ٍلَعؿذت هتغیش 

پبیؾ  (EWMA)11هیبًگیي هتحشن هَصٍى ًوبیی ًوَداس

دٍهتغیشُ ثشای  یتَصیغ گبهب ]11[ چٌگ ٍ ّوىبساىوشدًذ. 

سا هَسد هٌبلؼِ لشاس  ٍ ؿذت آى خشاثیپبیؾ صهبى ثیي ٍلَع 

 12هتحشن هَصٍى ًوبییچٌذهتغیشُ هیبًگیي  ّب ًوَداس. آىدادًذ

(MEWMA )ُّب هؼشفی ثب تَصیغ گبهب سا ثشای پبیؾ ایي داد

ثشای  EWMAیه ًوَداس  ]12[ٍ ّوىبساى  13َّاًگ وشدًذ.

دس اداهِ َّاًگ ٍ . اسائِ ًوَدًذای اص ایي دٍ هتغیش پبیؾ آهبسُ

 یّبیًیض ًشح ]14[شخی ٍ ّوىبساى ٍ هَخ ]13[ّوىبساى 

 ایي دٍ هتغیش اسائِ دادًذ. ّبیُداد ًبپبساهتشی ثشای پبیؾ

ثبؿٌذ. ّبی پشوبسثشد دس تحلیل پبیبیی هیّبی ؿَن اص هذلهذل

ثب تَخِ ثِ آػتبًِ تحول ػیؼتن ّب هوىي اػت دس ایي هذل

دس اثش ٍسٍد چٌذیي ؿَن دچبس خشاثی ، ثشای آى ًشاحی ؿذُ

خؼبست ًبؿی  همذاسیثِ ػیؼتن، ّبی ٍاسدُ ؿَن دس اثشؿَد. 

 تحول ػجَس خؼبسات اص آػتبًِ هحن ثِِ دسًتیدِ ؿَد وهی

ثشای پبیؾ پبیبیی چٌیي . افتذآى، ػیؼتن اص وبس هی )ظشفیت(

 15ٍ پیَاتبلَ 14. ػلیػت ًیؼتبهٌ    ّبیی ًوَداس ػیؼتن

( سا هؼشفی وشدًذ وِ    ) 16ًوَداس اٍلیي صهبى ػجَس ]15[

ّبی ّب دٍ هذل ؿَنثبؿذ. آىّبی ؿَن هیهتٌبػت ثب هذل

ثب فشم تَصیغ ًوبیی ثشای هتغیشّبی صهبى سا  تدوؼی ٍ حذی

هَسد هٌبلؼِ  ّباص آى یّب ٍ هیضاى خؼبسات ًبؿثیي ٍسٍد ؿَن

ػبصی اص ؿجیِ ،ثشای ًشاحی ًوَداس وٌتشل ٍلشاس دادًذ 

ثشای  سا    ًوَداس  ]16[ ػلی اػتفبدُ ًوَدًذ. وبسلَ هًَت

هَسد سا ّبی ؿَن تدوؼی ٍ حذی ثب ظشفیت تلبدفی هذل

فشم تَصیغ ًوبیی ثب ًیض  تحمیك ٍی. دس ثشسػی لشاس دادُ اػت

ثشای ًشاحی حذٍد  وبسلَ هًَتػبصی اص ؿجیِثشای هتغیشّب، 

ثِ ًشاحی ًوَداس وٌتشل  ]17[ ػلی وٌتشل اػتفبدُ ؿذُ اػت.
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تدوؼی ٍ حذی ٍ ثب فشم  ّبیهتٌبػت ثب هذل ؿَن    

دس هذل . ِ اػتشداختّب اص تَصیغ پَاػَى ًبّوگي پسخذاد ؿَن

ؿَد وِ هیضاى تدوؼی ؿَن تدوؼی، ػیؼتن صهبًی خشاة هی

ػتبًِ تحول ػیؼتن ػجَس ًوبیذ. آّب اص خؼبسات ًبؿی اص ؿَن

ؿَد وِ ثشای دس هذل ؿَن حذی، ػیؼتن صهبًی خشاة هی

ٍاسدُ اص آػتبًِ تحول  اٍلیي ثبس هیضاى خؼبست ًبؿی اص ؿَن

ّب هوىي اػت لیلی ایي هذلثشای حل تح. ؿَدتش ػیؼتن ثیؾ

وِ هوىي اػت ثب ذ. اٍل ایيٌٍخَد داؿتِ ثبؿدٍ چبلؾ اػبػی 

آٍسی ؿذُ ًتَاى تَصیغ هـخلی سا ثشای ّبی خوغتَخِ ثِ دادُ

ثشای حل تحلیلی ػلاٍُ ثش  وِّب دس ًظش گشفت ٍ دٍم ایيدادُ

-تَصیغ 17پیچؾ تؼییيًیبصهٌذ پیچیذگی دس اًدبم هحبػجبت، 

هیضاى خؼبسات تؼییي پیچؾ چٌیي ّني ٍسٍد ٍ ّبی صهبى ثی

ثشای وِ ایي اهش  ثبؿیندس هذل ؿَن تدوؼی ّب ًبؿی اص ؿَن

دؿَاس ٍ ًشهبل  گبهبًوبیی،  ّبیّب ثِ غیش اص تَصیغاوثش تَصیغ

ًَع  تَصیغاص  ]18[ 19ٍ ثبتبچبسیب 18ًتَع ثذیي هٌظَس .اػت

 ؿَن ّبیػبصی پبیبیی دس هذلثشای هذل(   ) 20ایهشحلِ

اص  ّبٍسٍد ؿَن صهبى ثیيّب اًذ وِ دس ایي هذلاػتفبدُ وشدُ

ٍ ّوىبساى  21اٍچب -وٌذ. سیبػَعپیشٍی هی   ّبی تَصیغ

ّبی تلبدفی تدوؼی ؿَن شیتأثتَصیغ ػوش ػیؼتن تحت  ]19[

ٍ  ؾپیچثشای حل هـىل    تبثغ تَصیغ  اص سا ثب اػتفبدُ

سٍد ٍ هیضاى خؼبسات ّبی صهبى ثیي ٍهحبػجبت پیچیذُ تَصیغ

ثب  ]20[تجبس ٍ ّوىبساى ؿوغ .ٍاسدُ ثش ػیؼتن هٌبلؼِ وشدًذ

ثِ ًشاحی تحلیلی ًوَداس وٌتشل    ّبی اػتفبدُ اص تَصیغ

ّبی ّبی دس هؼشم ؿَنثشای پبیؾ پبیبیی ػیؼتن     

ل ػیؼتن سا ػذد هـخلی ّب آػتبًِ تحوتلبدفی پشداختٌذ. آى

 ،]21-25[  22اوبى-سلا ٍ پشصوبصٍ-هًَتَسٍ همبلات فشم وشدًذ.

سا  ]27[ ٍ ّوىبساى 24لیَ  ٍ ]26[ ٍ ّوىبساى 23وؾسًح-حبهذ

هذل تحلیلی حل  ّب ثشایآى تَاى اص هٌبلؼبتی ًبم ثشد وِ دسهی

 .ؿذُ اػتاػتفبدُ     پبیبیی اص تَصیغ

ثب  فشػبیؾٍ  ؿَن یّبهذل ٌِیهَخَد دس صه یاوثش وبسّب

ّب اػت. دس ػول، ًشاح ٍ ؼتنیػ یثبثت ثشا تحولآػتبًِ  فشم

ػیؼتن  تحولكشاحتبً آػتبًِ تَاًذ ًوی ؼتنیػ هیوٌٌذُ ذیتَل
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وبسثشاى هختلف ٌّگبم اػتفبدُ اص  ،يیٍ ّوچٌ سا هـخق ًوبیذ

 [.16, 28 ,29] وٌٌذیثِ ًَس هتفبٍت ػول ه ؼتنیػ هی

 هتٌبػت    ًوَداس وٌتشل  تحلیلی پظٍّؾ ثِ ًشاحی يیدس ا

ّبی ثب آػتبًِ ثشای پبیؾ پبیبیی ػیؼتنهذل ؿَن تدوؼی ثب 

ثب اػتفبدُ اص  ،ثذیي هٌظَس. ؿذُ اػتپشداختِ تحول تلبدفی 

اسائِ     ًوَداس  ًشاحی حل تحلیلی ثشای،   سٍاثي تَصیغ 

 تَكیف     وٌتشل ًوَداسهشتجي ثب ، هذل 2دس ثخؾ ؿَد. هی

هشٍس َد آى ٍ سٍاثي هَخ   ، تَصیغ 3ؿَد. دس ثخؾ هی

    ، ًوَداس   ، ثب اػتفبدُ اص تَصیغ 4. دس ثخؾ ؿَد هی

دس  ؿَد.هی ٍ هؼشفی ؿَن تدوؼی، ًشاحی هذل هتٌبػت ثب

ثب اػتفبدُ اص هثبل پیـٌْبدی  ًوَداس وٌتشلػولىشد ، 5ثخؾ 

ٍ دسًْبیت دس  گیشدهَسد اسصیبثی لشاس هی اػتجبسػٌدی ٍ ػذدی

 ؿَد.ی هیگیشًتیدِثٌذی ٍ خوغ، 6ثخؾ 

‌تًصیف‌مدل.‌۲

ّبی تلبدفی ثِ آى ٍاسد یه ػیؼتن سا دس ًظش ثگیشیذ وِ ؿَن

ؿَد. دس هذل ّب ًبؿی هیؿذُ ٍ همذاسی خؼبست اص ایي ؿَن

ؿَد وِ هیضاى تدوؼی ؿَن تدوؼی ػیؼتن صهبًی خشاة هی

ػیؼتن ؿَد.  آػتبًِ تحولتش اص ّب ثیؾت ًبؿی اص ؿَناخؼبس

ثشای ػیؼتوی ثب آػتبًِ تحول فشآیٌذ هذل ؿَن تدوؼی 

ًـبى دادُ ؿذُ اػت. ایي ػیؼتن صهبًی  1تلبدفی دس ؿىل 

 ّبؿَد وِ هیضاى تدوؼی خؼبسات ًبؿی اص ٍسٍد ؿَنخشاة هی

ؿَد وِ ػجَس ًوبیذ. فشم هی  اص آػتبًِ تحول تلبدفی 

دٍ ثِ دٍ اص ّن هؼتمل     ثِ اصای    ٍ    هتغیشّبی 

 هؼتمل ٍ ّن تَصیغ    {   }ّبی تلبدفی ّؼتٌذ. هتغیش

(iid)25 ًیض     {   }چٌیي هتغیشّبی ّؼتٌذ ٍ ّنiid 

( ) ّؼتٌذ. ثٌبثشایي،    (    )  ٍ ( )  

داسای تبثغ تَصیغ احتوبل   . هتغیش تلبدفی (     ) 

ثشای   ( ثشاثش ثب صهبًی اػت وِ   اػت. ػوش ػیؼتن ) ( ) 

ّب اص آػتبًِ هیضاى تدوؼی خؼبسات ًبؿی اص ؿَناٍلیي ثبس 

 ثشاثش اػت ثب:    تش ؿَد. دسًتیدِ، ثیؾ  تحول تلبدفی 

(1)     ∑   
  

           

      {         |   ∑   
 
     }. 

                                                                                    
25 Independently and identically distributed 

 
تاوٍ‌تحمل‌تجمعی‌با‌آسفرآیىد‌یک‌مدل‌شًک‌.‌۱شکل‌

‌‌تصادفی

 آیذ.ثِ دػت هی )2(اص ساثٌِ   پبیبیی ػیؼتن دس صهبى 

(2) 

 ( )   (     ) 

           ∑  ( ( )   )  (∑  

 

   

  | ( )   )
 

   
 

        ∑  ( ( )   )   ̅ ( )
 
   , 

( ) ) وِ ًَسیثِ  بدى دلیمب ثشاثش ثب احتوبل اتمبق افت (  

 ( ) ̅ ٍ      اػت. تَخِ ؿَد وِ   ؿَن تب صهبى   

ؿَن اػت.   ثشاثش ثب احتوبل ػبلن هبًذى ػیؼتن ثؼذ اص ٍسٍد 

∑   دس ًظش ثگیشد    
 
، ثٌبثشایي     وِ ًَسیثِ    

 داسین:

(3) 
 ( ( )   )    *               + 

  ( )( )   (   )( ), 

(4) 
 ̅ ( )   (∑  

 

   

  | ( )   ) 

 ∫  ( )( )
 

 
  ( ). 

تب تبثغ   دٌّذُ پیچؾ ًـبى ( )( ) ، (4)ٍ  (3)دس سٍاثي 

( )( ) وِ ًَسیثب خَدؽ اػت ثِ ( )      ٍ

 ( )( ) حبكل  )5(ب اػتفبدُ اص ساثٌِ ث ( ) سٍ، . اص ایي  

 ؿَد.هی

 ( )  ∑ [ ( )( )   (   )( )] ∫  ( )( )
 

 
  ( ) 

          (5)  

ؿَد. ًْبیت ػجبست هیهشتجي ثب خوغ ثی (5)هحبػجبت ساثٌِ 

اهیي ػجبست  ًْبیت ػجبست تب سػیذى ثِ هٌظَس، خوغ ثیثذیي

ًَسی وَتبُ ؿَد وِ ، ثِ   ثبیذ ثِ اصای خٌبی تمشیت 

 ̅ ( ) دػت ثِ )6(اص ساثٌِ  ( ) . دس ًتیدِ تمشیت    

 آیذ.هی
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(6)  ( )  ∑ [ ( )( )   (   )( )] ∫  ( )( )
 

 
  ( ) 

      

ًتیدِ، تمشیت تبثغ تَصیغ تدوؼی هتغیش اٍلیي صهبى ػجَس اص  دس

حبكل  (7)ب اػتفبدُ اص ساثٌِ ػیؼتن ثتلبدفی آػتبًِ تحول 

 .ؿَدهی

(7) 
 ( )     ( ) 

   ∑ [ ( )( )   (   )( )] ∫  ( )( )
 

 
  ( ) 

      

اص     ًشفِ آٍسدى حذ پبییي ًوَداس وٌتشل یه ثِ دػتثشای 

( ثِ اصای 7حبكل اص ساثٌِ ) تبثغ تَصیغ تدوؼی اٍلیي صهبى ػجَس

 .ؿَد(، اػتفبدُ هی8، هٌبثك ثب ساثٌِ ) جبُ احتوبل ّـذاس اؿت

  ∑ [ ( )(   )   (   )(   )] ∫  ( )( )
 

 
  ( ) 

     (8)  

ثب ػِ چبلؾ اػبػی ثِ ؿشح صیش ( 8)هوىي اػت دس حل ساثٌِ 

 هَاخِ ؿَین:

  ٍ    ،   ( پیذا وشدى تَصیغ هتغیشّبی 1

ثِ خض  ( )( ) ٍ  ( )( ) هحبػجبت پیچؾ ( دؿَاسی دس 2

 ّبی ًوبیی، ًشهبل ٍ گبهبدس هَاسد خبكی اص تَصیغ

∫( هحبػجِ اًتگشال 3  ( )( )
 

 
ثؼتِ ثِ تَصیغ  ( )  

 . ٍ    هتغیشّبی 

صهبى ثیي  هتغیشّبی   اثتذا تَصیغ  ّب،ثشای سفغ ایي چبلؾ

 ُّب سا ثشاصؽ وشدت ًبؿی اص ؿَنّب ٍ هیضاى خؼبسٍسٍد ؿَن

ػبصی ثِ هذل،   ٍ ػپغ ثب اػتفبدُ اص سٍاثي خبف تَصیغ 

تَصیغ  3دس ثخؾ  ،ثِ ّویي هٌظَس ؿَد.هؼئلِ پشداختِ هی

 .دؿَهی هشٍسآى هْن ٍ سٍاثي    

‌ایوًع‌مرحلٍ.‌تًزیع‌۳

ثش ًجك  پیَػتِ ثبؿذ.هتغیش تلبدفی ًبهٌفی یه   فشم وٌیذ 

حبلت  هیهبسوَف هحذٍد ثب  شُیصًد هیثب  هتغیش يیا ]30[

وٌذ وِ پیشٍی هی PHایي هتغیش اص تَصیغ  اػت. هشتجيرة بخ

، یه  ؿَد. هبتشیغ ًوبیؾ دادُ هی (   )  كَست ثِ

اػت وِ ؿبهل ؿذت اًتمبل ثیي  mهبتشیغ هشثؼی ثب هشتجِ 

 ؿبهل احتوبلات اٍلیِ اص حبلات  ٍ هبتشیغ  اػتحبلات گزسا 

ثِ  (9)( اص ساثٌِ pdf) 26. تبثغ چگبلی احتوبلثبؿذگزسا هی

  آیذ.دػت هی

                                                                                    
26 Probability density function 

(9)  ( )       (  )               

  یه ثشداس ػتًَی ؿبهل ؿذت اًتمبل ثیي   ‌وًَِسیثِ

چٌیي، اػت. ّن    حبلت گزسا ثِ حبلت خبرة 

 ثبؿذ.هیّبی یه ثشداس ػتًَی ثب دسایِ  اػت وِ       

تلبدفی هبسوَف صهبى پیَػتِ سٍی فوبی حبلت  فشآیٌذیه 

. سا دس ًظش ثگیشیذ +           *   هتٌبّی

ای اص حبلات گزاس هدوَػِ فوبی حبلت ؿبهل هدوَػِ
. ذثبؿهی +   *ٍ هدوَػِ حبلت خزة  +       *

دٌّذُ ثشداس ًـبى (         )   ؿَد وِ فشم هی

احتوبلات  (       )  اٍلیِ ثبؿذ وِ دس آى  تتوبلااح

 احتوبل     ٍ  اػتهشثَى ثِ ؿشٍع اص حبلات گزاس 

 وِ یًَس ثِ .اػتة هشثَى ثِ ؿشٍع اص حبلت خبر

 .اػت            
 هتغیشثشای ّش    تَصیغ  پبساهتشّبی ثشای ثشاصؽ ّبییالگَسیتن

ّب ثِ دٍ دػتِ ولی ٍخَد داسًذ. الگَسیتنفی ّبی غیشهٌثب دادُ

28تٌبثك گـتبٍسی( ٍ   ) 27ػبصی اهیذ سیبهیثیـیٌِ
 (   )

،   ؿًَذ. ثشای تخویي پبساهتشّبی تَصیغ ثٌذی هیتمؼین

اص    ّبی ّبی هَخَد ٍ سٍؽاص توبم دادُ   ّبی سٍؽ

 . ]31[ وٌٌذتؼذادی اص گـتبٍسّب اػتفبدُ هی

 PHًـبى دادُ ؿذُ اػت تَصیغ  ]30-32[غ ًَس وِ دس هشاخآى

ّب وِ دس ایي پظٍّؾ ّبیی اػت وِ ثشخی اص آىداسای ٍیظگی

ًَس خلاكِ ثِ ؿشح صیش اسائِ اًذ ثِهَسد اػتفبدُ لشاس گشفتِ

 ؿًَذ: هی

‌ ٍ     ثب هشتجِ  (   )    چٌبًچِ ۺ۱قضیٍ

ثب  (   )       ، ثبؿٌذ   ثب هشتجِ  (   )    

 وِ:ًَسیثبؿذ، ثِهی         هشتجِ 

(10) 

  [         ]   

ٍ 

  0
    
  

1 

ثشاثش ثب احتوبل اٍلیِ ثشای حبلت خبرة       وِ ًَسیثِ

 اػت.     

‌ ‌۲قضیٍ ، ثبؿٌذ (   )    ٍ   (   )    چٌبًچِۺ

 داسین:

(11)  (   )   (   )(   )  (   ), 

 .     وِ یًَسثِ

                                                                                    
27 Expectation maximization 
28 Moment matching 
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‌۳قضیٍ‌ ثبؿٌذ ٍ  (   )    ٍ   (   )    چٌبًچِۺ

.        وِ ًَسیسا ثِ   ٍ     داؿتِ ثبؿین احتوبلات

 وِ:ًَسیثِ (   )          دسًتیدِ، خوغ هحذة 

(12)   ,       -  ٍ     0
  
  

1. 

( ( ) ، تبثغ تَصیغ تدوؼی ) (   )    چٌبًچِ ۺ۴قضیٍ‌

حبكل  (14)ٍ ( 13)ثِ تشتیت اص سٍاثي   (  ) امiٍ گـتبٍس 

 ؿًَذ.هی

(13)  ( )         (  )               

(14)  (  )  (  )           

∑ثشاثش اػت ثب  (  )   ، حبكل (13)دس ساثٌِ 
(  ) 

  

 
   .‌

‌ یه هبتشیغ   ٍ       یه هبتشیغ   اگش تعریفۺ

یه هبتشیغ     ّب آى 29ثبؿٌذ، هشة وشًٍىش      

  . اگش     اػت وِ ثشاثش اػت ثب             اص هشتجِ 

ثبؿٌذ،   ٍ   ّبی ّبی هشثؼی ثِ تشتیت اص هشتجِهبتشیغ  ٍ 

              ّب ثشاثش ثب آى 30خوغ وشًٍىش

دٌّذُ هبتشیغ ّوبًی اص  ًـبى   ٍ    وِ ًَسیاػت ثِ

 ذ. ثبؿٌهی  ٍ   ّبی  هشتجِ

‌  تًزیع‌.‌طراحی‌ومًدار‌کىترل‌با‌استفادٌ‌از‌۴

اص هشتجِ  (     )  داسای تَصیغ     {  }ؿَد وِ فشم هی

   
∑   ، 1ثبؿٌذ. هٌبثك ثب لویِ     

 
داسای تَصیغ     

             اص هشتجِ  (     )  
ثب  

 .]20[ پبساهتشّبی صیش اػت

(15)  

   ,        -  

   

[
 
 
 
 
        

         

    
            

   ]
 
 
 
 

  

ٍ 

        

اص هشتجِ  (     )  داسای تَصیغ     {  } ّوچٌیي،

    
∑   ، 1. هٌبثك ثب لویِ ّؼتٌذ    

 
داسای     

                                                                                    
29 Kronecker product 
30 Kronecker sum 

             اص هشتجِ  (     )  تَصیغ 
 

  ثب پبساهتشّبی صیش اػت.
 

(16) 

   ,        -   

   

[
 
 
 
 
        

         

    
            

   ]
 
 
 
 

 

ٍ 

         

پیشٍی    ثب هشتجِ  (   )  اص تَصیغ   هتغیش تلبدفی 

، احتوبل ػبلن 2. ًجك لویِ      وِ ًَسیوٌذ ثِهی

 ؿَن تدوؼی ثشاثش اػت ثب:  هبًذى ػیؼتن ثؼذ اص ٍسٍد 

(17) 
 ̅ ( )   (    )

 {
 (    )(    )  (    )    
                                                                           

 

ؿَن هٌدش ثِ خشاثی ػیؼتن ؿًَذ   وِ دلیمب احتوبل ایي

 ثشاثش اػت ثب:

(18) 

    *               + 

  (      )   (    ) 

  ̅   ( )   ̅ ( ) . 

ؿَد. تمشیت صدُ هی  ثِ اصای  ( ) همذاس  (6)هٌبثك ثب ساثٌِ 

ثب  (     )  اص تَصیغ      ،3ًتیدِ، هٌبثك ثب لویِ  دس

 وٌذ.پبساهتشّبی صیش پیشٍی هی

(19) 

   ,                         -   

   

[
 
 
 
 
    

     

    
      

   ]
 
 
 
 

 

ٍ 

          

ثِ دػت  (20)ثب اػتفبدُ اص ساثٌِ  ( ) ثٌبثشایي، همذاس تمشیجی 

 آیذ:هی

(20)  ( )        (   )            

هتَػي صهبى تَاى ثِ تشتیت ( هی22( ٍ )21ثب اػتفبدُ اص ساثٌِ )

31تب سػیذى ثِ خشاثی
 (MTTF تبثغ تَصیغ تدوؼی ػوش ٍ )

 تخویي صد.سا ػیؼتن 

(21)       (   )        
      

                                                                                    
31 Mean Time To Failure 
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(22)  ( )     ( )          (   )            

ًشفِ ثشای پبیؾ پبیبیی دس ًظش گشفتِ ؿذُ ًوَداس وٌتشل یه

ؿذُ، حذ پبییي ًوَداس تؼییي  ثِ اصای  (23)اػت. ثب حل ساثٌِ 

 .آیذثِ دػت هی(    وٌتشل )

(23)         (      )      

 ؿَد:( ثشآٍسد هی24اص ساثٌِ )( ARL) 32هتَػي ًَل دًجبلِ

(24)    ̂  
 

        (      )   
 

  33دس ًتیدِ، هتَػي صهبى تب سػیذى ثِ ّـذاس خبسج اص وٌتشل

(ATS )( ٌِثشآٍسد هی25ثب اػتفبدُ اص ساث ).ؿَد 

(25)    ̂  
      

     

        (      )  
   

ثب اػتفبدُ اص تؼذاد هٌبػجی اص  ARL ٍ ATSمبدیش هؼوَلا ه

هَسد  ؿًَذ تب ػولىشد ًوَداس وٌتشلػبصی تخویي صدُ هیؿجیِ

اػتجبسػٌدی ٍ اسصیبثی ًوَداس وٌتشل هٌظَس ثِ .اسصیبثی لشاس گیشد

ػبصی یه ػیؼتن ثب آػتبًِ پیـٌْبدی، دس ثخؾ ثؼذ، ثب ؿجیِ

تحلیل ًتبیح ّبی تدوؼی ثِ تحول تلبدفی دس ثشاثش ؿَن

 ؿَد.ػذدی پشداختِ هی

‌.‌اعتبارسىجی‌ي‌ارزیابی‌ومًدار‌کىترل‌پیشىُادی۵

ثشای اػتجبسػٌدی ٍ اسصیبثی ًوَداس وٌتشل پیـٌْبدی ثب 

ؿَد. دس ایي ػبصی ؿشایي ٍالؼی یه هثبل ػذدی اسائِ هی ؿجیِ

پیـٌْبدی هتٌبػت     هثبل اثتذا ثِ ًشاحی ًوَداس وٌتشل 

ؿَد ٍ ػپغ ػولىشد ًوَداس پشداختِ هیثب هذل ؿَن تدوؼی 

هَسد اسصیبثی     ٍ     وٌتشل پیـٌْبدی تَػي هؼیبسّبی 

گیشد. چٌبًچِ دس اًدبم هحبػجبت ًیبص ثِ ثشاصؽ تَصیغ لشاس هی

 ؿَد. الگَسیتناػتفبدُ هی ]G-FIT ]33ثبؿذ، اص الگَسیتن   

G-FIT اػت وِ ثش اػبع تَصیغ    ّبی سٍؽ اص الگَسیتن

ّبی آهبسی هختلف ثب داهٌِ اسلاًگ ثِ ثشاصؽ تَصیغ -پشّبی

ػبصی ؿذُ ثِ ؿشح پشداصد. هـخلبت هثبل ؿجیِغیشهٌفی هی

 ثبؿذ:صیش هی

هیضاى یه ػیؼتن ثب هذل ؿَن تدوؼی سا دس ًظش ثگیشیذ وِ 

ّب ًیض اص تَصیغ ًشهبل لگبسیتوی ثب خؼبست ًبؿی اص ؿَن

  .   هیبًگیي 
  

 
 تَصیغ تدوؼی تبثغٍ  /

                                                                                    
32 Average run length 
33 Average time to signal 

 ( )   .
  ( )  

 
آػتبًِ تحول ػیؼتن اص تَصیغ ٍ  اػت /

  .   ٍایجَل ثب هیبًگیي 
 

 
تبثغ تَصیغ تدوؼی ٍ  /

 ( )       [ .
 

 
/
 

پبساهتشّبی  وٌذ.پیشٍی هی [

ثشای  ّؼتٌذ.      ٍ     تَصیغ ًشهبل لگبسیتوی ثشاثش ثب 

 ّؼتٌذ.    ٍ      بساهتشّب ثشاثش ثب پ تَصیغ ٍایجَل ًیض

ٍ       پبساهتش  ثب تَصیغ ًوبییّب اص صهبى ثیي ٍسٍد ؿَن 

( ) تبثغ تَصیغ تدوؼی   ذ.وٌپیشٍی هی (   )      

   ّب، تَصیغ صهبى ثیي ٍسٍد ؿَن ثب تَخِ ثِ ًوبیی ثَدى

 اهب ثشای ؼتیًساحتی لبثل ًوبیؾ اػت ٍ ًیبص ثِ ثشاصؽ  ثِ

-Gّب اص الگَسیتن ثشاصؽ تَصیغ هیضاى خؼبست ًبؿی اص ؿَن

FIT ؿَد. اػتفبدُ هی 

 كَست اػت وِ:ثذیي  هتغیش     ًوبیؾ تَصیغ

     (   )   ( )    ,    -   ,   - 

ؿَد وِ ثیبى هی 7اص هشتجِ    تَػي تَصیغ   تَصیغ هتغیش 

ًـبى دادُ  2ٍالؼی دس ؿىل  دلت ثشاصؽ آى دس همبیؼِ ثب تَصیغ

 یآهبس اص آصهَى دلت ثشاصؽ ؼِیهمب یثشا چٌیي،ّن ؿذُ اػت.

ًتیدِ آصهَى ثب  ُ اػت.ؿذ اػتفبدُ  34شًَفیاػو -وَلوَگشٍف

حبوی اص آًؼت وِ فشم ّوؼبًی  68/0ثشاثش  P-valueهمذاس 

  ؿَد.ٍ تَصیغ ٍالؼی سد ًوی PHؿذُ ثب تَصیغ تَصیغ ثشاصؽ

 ثِ كَست صیش اػت:  هتغیش    ًوبیؾ تَصیغ 
 

     (   )   (                     )  

  

[
 
 
 
 
 
 
            
            
            
          
            
            
          ]

 
 
 
 
 
 

. 

 

                                                                                    
34

 Kolmogorov-Smirnov test 
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ثب تَصیغ ًشهبل ُ ؿذثشاصؽ   تَصیغ  دلت همبیؼِ.‌۲شکل‌

 ٍالؼی لگبسیتوی

ؿَد وِ ثیبى هی 25اص هشتجِ    تَػي تَصیغ   تَصیغ هتغیش 

ًـبى دادُ  3دلت ثشاصؽ آى دس همبیؼِ ثب تَصیغ ٍالؼی دس ؿىل 

 شًَفیاػو -اص آصهَى وَلوَگشٍف حبكل ًتیدِ ؿذُ اػت.

ثب  PHؿذُ ثِ سٍؽ تَصیغ تَصیغ ثشاصؽاص آًؼت وِ  یحبو

فشم ّوؼبًی آى ثب تَصیغ ٍالؼی سا  31/0ثشاثش  P-value همذاس

 وٌذ.سد ًوی

 ثِ كَست صیش اػت:  هتغیش    ًوبیؾ تَصیغ 
    (   )  
  ,                                                       -      

ٍ 
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            ]

 
 
 
 
 
 
 
 

     

 

 ؿذُ ثب تَصیغ ٍایجَل ٍالؼیثشاصؽ   همبیؼِ دلت تَصیغ .‌۳ل‌شک‌

 

اصای  هذل پیـٌْبدی ثِثب اػتفبدُ اص ػیؼتن ایي پبیبیی 

هحبػجِ  وبسلَ هًَت یػبصِ یؿج چٌیي سٍؽٍ ّن       

، تخویي ثؼیبس ًضدیه ایي دٍ سٍؽ دس 4ؿىل ؿذُ اػت. 

 دّذ.هحبػجِ پبیبیی ػیؼتن سا ًـبى هی

 
ٍ    هذل  ّبیسٍؽپبیبیی ػیؼتن ثب  هحبػجِ همبیؼِ‌.۴شکل‌

 ػبصی هًَت وبسلَؿجیِ

ثبؿذ ثْتش اػت لزا ًوَداس  ثب تَخِ ثِ آًىِ ّش چِ پبیبیی ثیـتش

ًشفِ پبییي هَسد ًظش اػت ٍ ثِ ّویي دلیل یه     وٌتشل 

ّبیی ؿیفتدس اداهِ  ؿَد.حذ پبییي ًوَداس وٌتشل هحبػجِ هی

گیشًذ وِ هٌدش ثِ وبّؾ هَسد تحلیل لشاس هی اص پبساهتشّب

ّب تَػي هذل پیـٌْبدی ؿٌبػبیی ایي ؿیفت ؿًَذ.پبیبیی 

 گیشد. س هیهَسد اسصیبثی لشا

  ًشفِ هوٌتشل یپبییي ًوَداس، حذ (23ساثٌِ ) ثب اػتفبدُ اص

ثشاثش ثب ثشای ایي هثبل          ثِ اصای     

. دس حبلت تحت وٌتشل آهبسی ؿذُ اػت             

ٍ             ػولىشدی ثشاثش ثب  هؼیبسّبی

 ARLهمذاس تخویٌی  آیٌذ.هی ثِ دػت‌             

ؿَد. همذاس ػبصی هحبػجِ هیثبس ؿجیِ     ب اػتفبدُ اصث

 ىدسكذ آ 95ٍ فبكلِ اًویٌبى  376.21ثشاثش ثب  ARLتخویٌی 
ایي فبكلِ دس ثشگیشًذُ همذاس  .اػت (             )

ثِ دػت  (24)اػت وِ اص ساثٌِ  370.37 یؼٌی ARL تئَسی

اس وٌتشل دٌّذُ ػولىشد هٌبػت ًوَدآیذ. ًتبیح حبكلِ ًـبىهی

 پیـٌْبدی اػت.

دس  هتَالی ثشای ػیؼتن ّبی، صهبى ثیي خشاثی1دس خذٍل 

ًوًَِ  15اػت. ّبی تلبدفی تدوؼی اسائِ ؿذُهؼشم ؿَن

 حبلت تحت وٌتشل آهبسی صهبى ثیي خشاثی دس هشثَى ثِاٍلیِ 

 3ثِ همذاس   پبساهتش  30تب  16ّبی ًوًَِثبؿٌذ اهب دس هی

یؼٌی ثِ همذاس یه ٍاحذ ًؼجت  (    )اػت  هٌحشف ؿذُ

هتٌبػت ثب     ، ًوَداس 5. ؿىلتغییش ًوَدُ اػت‌   ثِ 

ثب تَخِ ثِ دّذ. سا ًـبى هی 1ؿذُ دس خذٍل ّبی اسائِدادُ
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ًمٌِ، ؿیفت  3تَاًؼتِ اػت ثؼذ اص سػن     ، ًوَداس 5ؿىل 

 خشاثی ػیؼتن سا تـخیق دّذ.  فشآیٌذدس 
 

‌‌ی‌متًالیَاَای‌مربًط‌بٍ‌زمان‌بیه‌خرابی.‌داد۱ٌجديل‌

 بعد‌از‌شیفت قبل‌از‌شیفت

 FPT شمارٌ‌ومًوٍ FPT شمارٌ‌ومًوٍ

1 23/81  16 77/30  

2 83/138  17 60/43  

3 66/36  18 18/2  

4 79/75  19 01/72  

5 92/66  20 53/71  

6 35/75  21 55/67  

7 43/42  22 43/47  

8 77/79  23 88/17  

9 92/23  24 56/47  

10 28/68  25 16/24  

11 44/51  26 87/13  

12 59/52  27 47/7  

13 53/22  28 44/30  

14 61/153  29 92/86  

15 58/97  30 42/9  

    ٍ     ثشای اسصیبثی ػولىشد ًوَداس پیـٌْبدی، هؼیبسّبی 

ّبی هختلف دس پبساهتشّبی ػیؼتن هحبػجِ ثِ اصای ؿیفت

ّب دس حبلت خبسج اص وٌتشل ؿًَذ وِ ّش چِ همبدیش ایي هؼیبس هی

تش ًوَداس خْت دٌّذُ حؼبػیت ثیؾتش ثبؿذ، ًـبىون

 2وِ دس خذٍل  ًَس ّوبىؿٌبػبیی ؿیفت دس پبساهتشّب اػت. 

ٍ ثب وبّؾ   ٍ    ؿَد، ثِ اصای افضایؾ پبساهتشّبیهـبّذُ هی

یبثٌذ وِ ػولىشد ثْتش وبّؾ هی    ٍ     ، همذاس  پبساهتش

تش ؿیفت دس ـٌْبدی ثشای تـخیق ػشیغًوَداس وٌتشل پی

 دّذ.پبساهتشّب سا ًـبى هی

دٌّذُ ّبی اًدبم ؿذُ دس ایي ثخؾ، ًـبىتحلیل حؼبػیت

    اػتجبس ٍ ػولىشد هٌبػت هذل تحلیلی ًوَداس وٌتشل 

ثبؿذ وِ صهبى ٍ ّضیٌِ خیلی هی   پیـٌْبدی ثش اػبع تَصیغ 

ٍیظُ دس د. ثِوبسلَ داسػبصی هًَتتشی ًؼجت ثِ ؿجیِون

وبسلَ ًیبص ثِ كشف ػبصی هًَتّبی ثب پبیبیی ثبلا، ؿجیِػیؼتن

صهبى ٍ تؼذاد دفؼبت اخشای ثؼیبس صیبد ثشای وبّؾ ٍاسیبًغ 

وٌتشل  ثشآٍسد پبساهتشّب ٍ ثْجَد دلت هحبػجِ حذ پبییي ًوَداس

  داسد.

 
‌َاابیزمان‌بیه‌خرشدٌ‌َای‌ارائٍمتىاسب‌با‌دادٌ‌   ومًدار‌‌.۵شکل‌

 

ثِ ػولىشد ًوَداس  هشثَى    ٍ      ًتبیح هحبػجبتی ‌.۲جديل‌

‌   وٌتشل 

2/0 1/0   

    ‌
5/2 2 5/2 2 

34/37 73/152 32/91 37/370     
60 

31/791 57/4891 05/3876 12/24112     
19/10 46/24 91/21 29/57     

30 
47/130 77/447 99/558 91/2092     

‌گیریوتیجٍبىدی‌ي‌جمع.‌۶

ؿَد وِ هیضاى ػیؼتن صهبًی خشاة هی دس هذل ؿَن تدوؼی،

ّب، اص آػتبًِ تحول آى ػجَس تدوؼی خؼبسات ًبؿی اص ؿَن

پبساهتشّبی ثْیٌِ دس  تؼییيًوبیذ. ثؼذ اص هحبػجِ پبیبیی ٍ 

هٌلَة حفظ ػیؼتن دس ؿشایي  وٌتشل ًٍشاحی ػیؼتن، 

پبیبیی ػیؼتن ثِ حبلت خبسج اص ؿَد وِ  توویي تب اّویت داسد
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ی ًوَداس وٌتشل هٌبػت شیوبسگ ثِ. ثذیي هٌظَس، سٍدًویوٌتشل 

 .ای ثشخَسداس اػتٍیظُ هشٍستاص تخشیت  فشآیٌذثب ًَع 

ٍ ًشاحی ًوَداس وٌتشل  ؿَن تدوؼی ثشای حل تحلیلی هذل

 ثِ ،ّبًبهـخق ثَدى تَصیغّبیی ًظیش ّب ٍ چبلؾپیچیذگیآى 

 .ذًٍخَد داس ٍ هحبػجبت اًتگشال ّبپیچؾ تَصیغ ٍسدىدػت آ

ّب ثب ػیؼتن ًوَداس وٌتشل ثشای پبیؾ پبیبیی، دس ایي پظٍّؾ

هتٌبػت ثب هذل    ثش اػبع تَصیغ آػتبًِ تحول تلبدفی 

ًیض  وبسلَ هًَتػبصی اص ؿجیِ ؿذُ اػت. اسائِؿَن تدوؼی 

ػیؼتن، هذل پیـٌْبدی دس هحبػجِ پبیبیی  اػتجبسػٌدیثشای 

هتَػي  یبسّبیهؼچٌیي ثب اػتفبدُ اص اػتفبدُ ؿذُ اػت. ّن

ٍ هتَػي صهبى تب سػیذى ثِ ّـذاس خبسج  (ARL) ًَل دًجبلِ

دس ؿٌبػبیی  پیـٌْبدیوٌتشل ػولىشد ًوَداس ، (ATS) اص وٌتشل

هَسد اسصیبثی لشاس گشفتِ  تخشیت فشآیٌذپبساهتشّبی ؿیفت دس 

دس حل  PHبدُ اص تَصیغ دّذ وِ اػتفًتبیح ًـبى هی اػت.

دس همبیؼِ ثب ؿجیِ  FPTّبی هذل ٍ هحبػجبت هتغیش پیچیذگی

هٌبلؼبت آتی،  ػٌَاى ثِپزیش اػت. وبسلَ تَخیِػبصی هًَت

ّوجؼتگی ثیي  گشفتي دس ًظش ثب     ًشاحی ًوَداس وٌتشل

ٍ هیضاى خؼبست ًبؿی اص  ّبهتغیشّبی صهبى ثیي ٍسٍد ؿَن

ّبی ًگْذاسی ٍ تؼویشات پیـٌْبد بػتٍ یب اػوبل ػی ّبآى

 ؿَد. هی
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Abstract: In shock models, the system will fail as soon as the amount of damages caused 

by shocks exceeds its failure threshold. In this research, the design of control chart for 

reliability monitoring of systems with random failure threshold subjected to cumulative 

random shocks is discussed. In the cumulative shock model, the system fails when the 

cumulative amount of damage caused by the shocks exceeds the failure threshold of the 

system. For the analytical solution of the model related to the control chart, there are some 

complexities such as the existence of unknown distributions, obtaining the convolutions of 

the distributions and integral calculations. To overcome these problems, phase-type 

distribution is used for modeling. By presenting a numerical example, the results of the 

presented analytical model are evaluated and compared with the Monte Carlo simulation 

method. Also, the performance of the proposed control chart using the average run length 

and average time to out of control signal criteria is evaluated. 

Keywords: System failure; Shock models; Cumulative shock; Reliability; Control chart. 

1. Introduction 

Today, reliability monitoring is one of the important issues in production and service 

systems. Time between events (TBE) control chart is one of the control charts used in the 

last two decades to monitor and control the reliability of systems. Xie et al. [1] introduced t 

and tr control charts to monitor reliability data based on different statistical distributions. In 

the t control chart, the time interval between two successive failures is monitored, but in 

the tr control chart, the time interval until reaching the r
th
 failure is monitored, which can 

make the chart more sensitive in quickly identifying the shift in the deterioration process.  

Shock models are one of the most widely used models in reliability analysis. In these 

models, the system may fail due to the arrival of several shocks according to the failure 

threshold designed for it. The shocks cause some damages and as a result, as soon as the 

damage exceeds its failure threshold (capacity), the system fails. TBE control chart is not 
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suitable for reliability monitoring of such systems. Ali and Pievatolo [2] introduced the 

first passage time (FPT) control chart. 

In this research, the analytical design of the FPT control chart according to the cumulative 

shock model for monitoring the reliability of systems with random failure threshold has 

been discussed. For this purpose, by using PH distributions, an analytical solution for 

designing the FPT control chart is presented. 

2. Model description 

Consider a system that is subjected to random shocks and some damages are caused by 

these shocks. In the cumulative shock model, the system fails when the cumulative 

amount of damage caused by the shocks exceeds the failure threshold of the system. The 

cumulative shock model process for a system with a random failure threshold is shown in 

Figure 1. This system fails when the cumulative amount of damage caused by shocks 

exceeds the random failure threshold H. System lifetime (FPT) is equal to the time when 

for the first time the cumulative amount of damage caused by shocks exceeds the random 

failure threshold H. 

 
Figure 1. Process of a cumulative shock model with random failure threshold 

3. Phase-type distribution  

Let X be a nonnegative continuous random variable. This variable is associated with a 

finite Markov chain with an absorbing state. This variable follows the PH distribution, 

which is displayed as   (   ). Matrix   is a square matrix of order  , which contains 

the intensity of transition between transient states, and matrix   contains initial 

probabilities of transient states. 
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4. Control chart design using PH distribution 

It is assumed that {  }   
follows    (     ) of order    . According to theorem 1, 

   ∑   
 
    has distribution   (     ) of order              . Also, {  }   

 

have distribution   (     ) of order    
. According to theorem 1,    ∑   

 
    follows 

  (     ) of order    
    

      
. The random variable H follows the 

distribution   (   ) with order    so that      . One-sided control chart is 

considered for reliability monitoring. 

5. Validation and evaluation of the proposed control chart 

A numerical example is provided to validate and evaluate the proposed control chart by 

simulating a real situation. In this example, firstly, the design of the proposed FPT control 

chart according to the cumulative shock model is discussed, and then the performance of 

the proposed control chart is evaluated by ARL and ATS criteria. If it is necessary to fit the 

PH distribution in performing the calculations, the G-FIT algorithm [3] is used. The 

representation of the PH distribution of the   variable is as follows: 

     (   )   ( )    ,    -   ,   - 

The distribution of the variable   is expressed by the PH distribution of the 7
th
 order. The 

accuracy of its fitting compared to the real distribution is shown in Figure 2. The 

representation of the PH distribution of the variable   is as follows: 
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Figure 2. Comparison of the accuracy of the fitted PH distribution with the real lognormal 

distribution 
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The distribution of the variable H is expressed by the PH distribution of the 25
th
 order. The 

accuracy of its fitting compared to the real distribution is shown in Figure 3. The 

representation of the PH distribution of the variable H is as follows: 
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Figure 3. Comparison of the accuracy of the fitted PH distribution with the real Weibull distribution  

 

The reliability of this system has been calculated using the proposed model for        

and also the Monte Carlo simulation method. Figure 4 shows the very close estimation of 

these two methods in computing system reliability. 

 Figure 4. Comparison of reliability functions 
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Using the proposed model, the lower limit of one-sided FPT control chart has been 

computed for         . According to Figure 5, the FPT chart has been able to detect the 

shift in the system failure process after plotting 3 points. 

 
Figure 5. FPT control chart corresponding to the presented data of time between failures 

 

The sensitivity analysis performed in this section shows the validity and proper 

performance of the proposed FPT control chart analytical model based on PH distribution, 

which has much less time and cost than Monte Carlo simulation. Especially in high-

reliability systems, Monte-Carlo simulation needs to spend a lot of time and the number of 

execution times to reduce the variance of parameter estimation and improve the accuracy 

of calculating the lower limit of the control chart. 

6. Conclusion 

In this research, the control chart for reliability monitoring of systems with random failure 

threshold based on PH distribution according to cumulative shock model is presented. 

Monte Carlo simulation has also been used to validate the proposed model in calculating 

system reliability. Also, by using the criteria of average run length (ARL) and average time 

to out of control signal (ATS), the performance of the proposed control chart has been 

evaluated in identifying the shift in the deterioration process parameters. The results show 

that the use of PH distribution in solving the complicated model and computing the FPT in 

compare to Monte Carlo simulation is justified. 
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