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های ضعیف  بینیمدل، برآورد اریب پارامترها و در نتیجه پیش نادرستهای زمانی نادیده گرفتن نقاط دورافتاده منجر به شناسایی تحلیل سری  در چکیده:

های زمانی چند  سازی سریبینی و بهبود کیفیت مدلهای ناپارامتری معتبر در پیششود. یکی از روشسازی میو به عبارتی کاهش کیفیت و دقت مدل

نیست. از آنجایی که وجود نقاط دورافتاده کارایی    ایفرض اولیهگونه  چیهاست که نیازمند  (  MSSA)  1رهیچند متغ  متغیره، روش مجموعه مقادیر تکین

  ی د یجد   ینسخهدر این تحقیق،  سازد،  به کار رفته در آن را متأثر ساخته و به عبارتی غیر استوار می  فروبنیوس   یسی ماتررا کاهش داده و نُرم    MSSAروش  

نیز استفاده از دادهاستفاده از مطالعات شبیهبا  در ادامه  شود.  یم  شنهادیپ  𝐿1نرُم  بر اساس    MSSA  روشاز   های واقعی، عملکرد روش تحلیل  سازی و 

قرار می نُرم مورد مقایسه  بر اساس هر دو  استفاده شامل ریشهمجموعه مقادیر تکین چندمتغیره    ی میانگین توان دوم خطاها و گیرد. معیارهای مورد 

 .دهندمی بینی سری زمانی نشان را در بازسازی و پیش 𝐿1، برتری روش تحلیل مجموعه مقادیر تکین چندمتغیره بر اساس نُرم  خطاهامیانگین قدرمطلق  

 خطا. میانگین قدرمطلق ، نسبت خطا توان دوممیانگین ، نسبت 𝐿۱افتاده، نُرم  سازی، نقاط دوراستوار، مقادیر تکین چند متغیره  تحلیل مجموعههای کلیدی: واژه

 مقدمه  - ۱

تحلیل آن مواجه هستیم،    با دلیل عدم اطمینان روزافزونی کهبه 

پیش  سر و  زمانی  بینی  صنعتحوزه تمامی  در  های  ،  یهای 

و. اقتصادی    بالایی برخوردار است.   بسیار  از اهمیت  ..کشاورزی، 

ما را    ، تواناییدقیق بینیپیش های  مدل است که    آن  رام این    علت

 . دهندافزایش می   ریزی و مدیریت ریسکگیری، برنامه تصمیم  در

منظوری   چنین  به  ماهیت  رسیدن  به  زیادی  حد  روش  تا 

 هابینیپیش   بینی )از دیدگاه پارامتری یا ناپارامتری(، دقتپیش 

              1۴۰۲/ ۰۹/ ۰۷تاریخ پذیرش:                1۴۰۲/ ۰۵/ ۲۶تاریخ دریافت: 

 ۴/ شماره 1۲دوره 

 ۴۹۵-۵۲۰صفحات 

 
*Corresponding author: masyar@pnu.ac.ir  

1 Multivariate Singular Spectrum Analysis (MSSA) 
2 Direction of Change (DC) 
3Singular Spectrum Analysis (SSA) 

  [. 1]بستگی دارد    ،)DC( ۲تغییر جهت  بینی صحیح  پیش   تواناییو  

های زمانی وجود  بینی سری های متفاوتی برای پیش روش   رواز این 

توان از آنها استفاده  ها می نوع و ماهیت داده  بهتوجه    بادارد که  

های  روش   از  با استفاده   هاداده  بینیمنظور پیش به اغلب    البته  کرد.

خطی بودن مدل و نرمال    هاییفرض، ARIMA  مانند  کلاسیکی

نتایج مطلوب    هایی را برای رسیدن بهمحدودیت ها  بودن باقیمانده 

مورد استفاده توسط    های ناپارامترییکی از روش   کنند.فراهم می 

خصوص در  به   های زمانیبینی سری برای تحلیل و پیش   محققین

، روش تحلیل های خطیسازی مدل مهندسی و بهینه  هایزمینه

تکین  مقادیر  دلیل  کهبوده  (  SSA)  3مجموعه  به    به  نیاز  عدم 

ها،  مانند مانایی داده ای  و اولیههای محدودکننده  برقراری فرض 

مورد توجه بسیاری    ،مدلها و خطی بودن  نرمال بودن باقیمانده 

  مجموعه   لیتحل  این حوزه قرار گرفته است. روشدر از محققین  
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معرفی   ۴نگیو ک  هدبروم   لهیوس  به  بارن یاول  یبرا  نی تک  ریمقاد

گول۵همکاران   و  لیگ  آن  از  بعد.  شد   ۶استپانف  و  نایندای و 

تکین  های  ش رو  از  یگرید  یهاش یرایو مقادیر  تحلیل مجموعه 

مورد بحث و بررسی قرار    ینیبش یپ  یرا برا   متغیرهیک و چند  

 .  [۴[ و ]3[، ]۲]  دادند

و یک (  MSSA) ن چندمتغیرهیتک  ریمقاد  مجموعه  لیتحل  روش

شامل  ای و هر مرحله  حله مر دو  یالگوریتم  دارای (SSA)  متغیره

گام مرحله است  دو  در  تجزیه.  زمانی    ،ی  یک   صورتبه سری 

 .آید در می  شودگفته می  ۷ماتریس خاص که به آن ماتریس مسیر 

ترین  ی بازسازی مشاهدات سری زمانی در ساده سپس در مرحله 

و    شدهو سیگنال تقسیم  فه  ی نوحالت تجزیه خود به دو مؤلفه 

بازسازی  سری  با  مؤلفه متناسب  از  سیگنالشده  مقادیری   ،  

رابطهپیش  از یک  استفاده  با  بازگشتیبینی   LRR))  8ی خطی 

 شود. محاسبه می 

ن یک  یتک  ریمقاد  مجموعه  لیتحل  هایدر هر بار استفاده از روش 

 و قبل از تعیین ماتریس مسیر، کاربر ملزم به تعیین   و چندمتغیره

پنجره  دوم  و  [۵]  ۹»پارامتر«، طول  گام  در  آن  از  تعیین ،  پس 

  ی مورد استفاده برا   1۰های ویژهتاییسهتعداد    پارامتر بازسازی یا

با  [.۶]است    یبازساز بازسازی، متناسب  پارامتر  ساختار    تعیین 

در حالت چند متغیره بنا به  ماتریس مسیر سری زمانی بوده که  

عمودی   و  افقی  حالت  دو  به  مسیر  ماتریس  کاربر،  تشخیص 

   مراجعه شود.   [۵]به  تر  برای توضیحات کامل   شود.بندی می بلوک 

چه   دو  اگر  بهینه  کردیرو  MSSAو    SSAروش  هر    ی برا ی 

از    اعم  یزمان  یمتفاوت سر   یساختارها   ینیبش یو پ  یسازمدل 

  با   یزمان  یهای سر  نیا و همچنامان ن  ای  مانا  ،یخط  ریغ  ای  یخط

پنهان    ییهاساختار و  خلافاما    ،[۷]  دارندناشناخته    روش   بر 

SSAهای نظری  ی جنبه ، دربارهMSSA  انجام  ی  ترتحقیقات کم

همانند    ،های خاصیبدون داشتن پیچیدگی  MSSA،  شده است

SSA  علیت و  زدایی، استخراج روند،  فهکاربردهای زیادی مانند نو

های اخیر به دلیل  از طرفی در سال   [.۹[ و ]8]  دبینی دارپیش 

های روزمره،  سازی ماشین های ذخیرهپیشرفت فناوری و قابلیت

های زمانی چندمتغیره جلب شده  توجه بیشتری به سمت سری 

کاربردهای  همچنین    است. از  بسیاری  در   MSSAموارد  را 

مانندهایزمینه هوایی  [1۰]  تجارت  ی  خطوط  ترافیک   ،[11 ،]  

 
4  Broomhead, D. S. and King, G. P. (1986 b). 
5 Ghil, M., R. M. Allen, M. D. Dettinger, K. Ide, D. 

Kondrashov, et al. (2002) 
6 Golyandina, N., and Stepanov, D. (2005) 
7 Trajectory matrix 

،  [1۵]بینی مرگ و میر  و پیش   [1۴[ و ]13[، ]8[، ]1۲]  صنعت

کارایی زیادی در   MSSA  روش  از طرف دیگر  .توان نام بردمی

مالی    هایدادهبینی  و پیش   های آماریسازی مدل و بهینه   بازسازی

و تجاریاقتصادی  و این    ، صنعتی  برتری  برابر    روشدارد و  در 

اقتصادسنجی  و    پارامتریهای کلاسیک  روشو حتی    SSA  روش

و    [1۷[، ]1۶[، ]1۵]،  [13]  نشان داده شده استدر مطالعاتی  

رو در این مقاله به موضوع تحلیل مجموعه مقادیر  از این   [.18]

 تکین چندمتغیره پرداخته خواهد شد.  

های زمانی همراه با نقاط دورافتاده یک بحث اساسی  تحلیل سری 

ها اغلب به دلیل عواملی خارجی،  و مهم در علم آمار است. این داده 

ها،  خرابی دستگاه   ،های سیاسی و اقتصادیها و بحران جنگ مانند  

آیند و باعث  به وجود می   …و   هااعتصاب   ،وقوع جریانات سیاسی 

در سری گسست می های ساختاری  نیز  زمانی  وجود  های  شوند. 

بینی های زمانی و نتایج پیشهای دورافتاده بر تحلیل سریداده 

توانند باعث انحراف نتایج  تأثیرات منفی بسیار زیادی گذاشته، می

ای شوند. اگر چه بر اساس  شده و در نتیجه باعث مشکلات عدیده

صورت  مدل مطالعات  حساسیت  به  گرفته،  ناپارامتری  های 

های پارامتری است اما به دلیل های دورافتاده کمتر از مدل داده 

های زمانی، بررسی و  های ناپارامتری در سری کارایی بیشتر مدل 

اثر منفی دادهمطالعه در زمینه این  های دی کاهش  بر  ورافتاده 

که ساختار  [. با توجه به این1۹تواند قابل تأمل باشد ]ها میمدل 

روش مجموعه مقادیر تکین چندمتغیره بر اساس نرُم فروبنیوس  

های دورافتاده حساس بوده و کارایی  رو نسبت به دادهاست، از این 

منظور کاهش اثرات نقاط دورافتاده بر روی این  مناسبی ندارد. به

تحقیق    مدل،  این  ماتریسی  در  فروبنیوس    1Lنُرم  نُرم  جای  به 

از  نسخهو  جایگزین   جدیدی  در معرفی    MSSAی  که  شده 

L1ی متن با نماد  ادامه  − MSSA  در این  شود.  نمایش داده می

محاسبه برای  روشی  ابتدا  بر راستا  بلوکی  سیگنال  ماتریس  ی 

سازی با استفاده  معرفی شده و سپس روش هنکل L1اساس نُرم  

صورت یک  نرُم برای حالت عمودی و افقی ماتریس مسیر به این  از  

ماتریس مسیر هر دو  تا  است    لازمقضیه بیان خواهد شد. البته  

گرفته و تغییرات  حالت افقی و عمودی به دقت مورد واکاوی قرار  

ی ماتریس سیگنال برای ساخت ماتریس  ی محاسبه لازم در شیوه 

در ادامه با استفاده  شده، ارائه شود.  سازی بندی هنکلمسیر بلوک 

8 Linear Recurrence Relations (LRR) 
9  Window length 
10 eigentriples 

https://brilliant.org/wiki/linear-recurrence-relations/#:~:text=A%20linear%20recurrence%20relation%20is,polynomial%20in%20the%20recurrence%20relation.
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شبیه  مطالعات  مقادیر  از  مجموعه  تحلیل  روش  عملکرد  سازی 

گیرد تکین چندمتغیره بر اساس هر دو نُرم مورد مقایسه قرار می 

های زمانی واقعی، معیارهای  ی سری ابر  روشین  ا  یگیررو با به کا

میانگین    ی میانگین توان دوم خطاها ومورد استفاده شامل ریشه 

تکین  خطاها قدرمطلق   مقادیر  مجموعه  تحلیل  روش  برتری   ،

نرُم   اساس  بر  نسخه  𝐿1چندمتغیره  به  نسبت  در را  قبلی،  ی 

پیش  و  نشانبازسازی  زمانی  سری  در    .هددمی  بینی  ادامه  در 

اجمالی   معرفی  بر  علاوه  دوم  راهکارهای  ،  MSSAبخش 

بر   متغیره  چند  تکین  مقادیر  مجموعه  تحلیل  روش  محاسباتی 

نرم   می   𝐿1اساس  با    شودارائه  آن  از  نتایج  پس  از  استفاده 

داده شبیه به کارگیری  و  واقعی، کارایی روش جدید  سازی  های 

 . شودداده می مورد ارزیابی قرار  

 شناسیروش - ۲

مقاد  لیتحل متغ  نیتک  ریمجموعه    از   یکی  MSSA))  رهیچند 

  ره یچندمتغ  یزمان  یهای سر  لیتحل  یبرا  یناپارامتر   یهاروش 

 ۱۱تجزیه  مرحله  دو  شامل(  SSA)  رهیمتغ  کی  حالت  مانند  و  بوده

و    ۱3نشانیدن   که هر مرحله خود به دو گام،  است  ۱۲بازسازی و  

تکین  یتجزیه )SVD(  مقادیر 
مرحله   ۱۴ و  در  اول  ی 

میانگین   ۱5بندیگروه  قطری و  مرحله  ۱6گیری  دوم  در  ی 

می دسته مطالعه علاقهشوند.  بندی  برای  جزییات مدل  مندان  ی 

MSSA  در روش    [ مراجعه کنند.۹توانند به ]میMSSA،   تعریف

عمودیماتریس   و  افقی  مختلف  حالت  دو  به    در  .است  مسیر 

  طور   به   باشد،یم  یزمان  یسر  کی  که  ریمتغ  هر  هیتجز  یمرحله 

  ی مولفه   روند،  همچون  ریتفس  قابل  یمؤلفه   چند  به  جداگانه

  مناسب،   یبندگروه   از  بعد  و  شودمی   هیتجز  نوفه  و  ینوسان

  ن،یمع  سیماتر  کی  در  یسر   هر  به  مربوط  شدهی بازساز   یهامؤلفه 

  قرار  هم   کنار  در  ه یتجز  از  قبل  دمانیچ  و  بیترت  همان  به  درست

 ینیبش یپ  یبرا   شده  یبازساز   یهامؤلفه   بیترت  نیا  به.  رندیگیم

.  رندیگیمورد استفاده قرار م  یمربوط به هر سر   دیمشاهدات جد

طول    یانتخاب دو پارامتر اساس  به  SSAمانند  ه  MSSAروش  

  دارد  یبستگ  یبند مرتبط با نحوه گروه   یپنجره و پارامتر ساختار 

نُرم   اساس  بر  این روش  نقاط   𝐿۲و ساختار  به  بوده که نسبت 

  دادند  نشان ،(۲۰1۴) همکاران و یحسن. دورافتاده استوار نیست

 
11 Decomposition 
12 Reconstruction  
13 Embedding 

  مرتبه   تواندی م  یزمان  یسر   کی  در  افتاده  دور  نقاط  وجود  که

  جهینت  در  و  ژهی و  یبردارها   ژه،ی و  ریمقاد  یبزرگ  ر،یمس  سیماتر

  تحت  را  یزمان  یسر   ندهیآ  ریمقاد  ینیبش یپ  و  یبازساز   ه،یتجز

ش  رو  یبرا  که   ییهات یمز  تمام  خلاف  برلذا    .[1۹]  دهند  قرار  ریتأث

MSSA  استوار  افتاده  دور  نقاط  به  نسبت   روش  نیا  ،شد  انیب  

با توجه   حال د. شوی م محسوب آن  یبرا ضعف نقطه کی و  نبوده

ها از  های زمانی بر تحلیلوجود نقاط دورافتاده در سری که  به این

پارامترهای    برآوردبینی مقادیر آینده سری زمانی و  جمله پیش 

منفی  مدل از    تأثیر  آنها  اثرات  کاهش  و  شناسایی  لزوم  دارد، 

اهمیت بسیاری برخوردار است. از طرفی دیگر به دلیل کارا بودن  

روش    MSSAروش   به    ی استوارساز   منظوربهو    SSAنسبت 

MSSA    رم نُ  از  استفاده  باکلاسیک  𝐿1  یجا  به  𝐿۲  روش  در 

MSSA  ،که   شودمی   ارائه  روش  نیا  از   ید یجد  نسخه  کلاسیک  

ی و بهبود  استوارساز   یهاراه  از  یکی  تواندیم  رمنُ  نیا  از  استفاده

   .باشد  روش  نیا  در  کارایی
L1، روش  MSSA  کلاسیک  همانند روش − MSSA    نیز دارای

مرحله  اصلی  دو  قدم  دو  شامل  مرحله هم  هر  و  بوده  مکمل  ی 

گام گروه است،  و  نشانیدن  روهای  در  L1ش  بندی  − MSSA  ،

  مقادیری  های تجزیهاست اما گام   MSSA  کلاسیکهمانند روش  

L1سازی در روش  تکین و هنکل − MSSA    تفاوتی اساسی با این

داده  در ادامه شرح  که  دارند    MSSA  کلاسیک  ها در روشگام 

 خواهند شد. 

 تجزیه   -۱-۲

است:   گام  دو  شامل  مرحله  مقتجزیه و    نشانیدناین    ادیر ی 

 تکین 

 نشانیدن   الف( 

عنوان یک نگاشت برای تبدیل یک سری  تعبیه کردن به   SSAدر روش  
مانند   𝒀𝐍زمانی  = (y1, y2, … , yN)  طول زمانی سریبه𝑁 به  های 

 X1, X2, … , Xk   صورت بردارهای به 𝑋i = (y1 , y2 , … , yi+L−1)
𝑇 ∈ 𝑅𝐿 

می  گرفته  نظر  زمانی  در  سری  گام  این  در  واقع  در   kبه    𝑌Nشود. 
عنوان طول پنجره  به𝐿   که عدد صحیح، وقتی  شودزیرسری تبدیل می

2)   شود تعریف   ≤ 𝐿 ≤ 𝑁  و )K = N − L + بردار    دقت کنید  .1
𝐗𝐢  ،  یک بردار ستونی با    متشکل اززیرسری  یک𝐿    مؤلفه است و گاهی

14 Singular Value Decomposition (SVD) 
15 Grouping 
16 Diagonal Averaging 
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بردار   می  17تأخیر -Lاوقات  مرحله نتیجه شود.  نامیده  نشانیدن، ی  ی 
مسیر   ماتریس 

𝑿 = [𝐗𝟏 , 𝐗𝟐 , … , 𝐗𝐊]    تشکیل یک ماتریس  است کهL × K    را
 شود.( نمایش داده می 1ی )صورت رابطه دهد و به می

(1) 𝑿 = (𝑥𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1

𝐿,𝐾
=

(

 
 

𝑦1
𝑦2   𝑦3  … 𝑦𝐾

𝑦2

𝑦3

 ⋮ 

𝑦3   𝑦4  …
𝑦4   𝑦5  …

 ⋮    ⋮     ⋱ 

𝑦𝐾+1

𝑦𝐾+2

⋮
𝑦𝐿

𝑦𝐿+1 𝑦𝐿+2 …     𝑦𝐿+𝐾−1)

 
 

 

𝑋𝑖𝑗همچنین:   = 𝑦𝑖+𝑗−1.    ماتریس مسیر ساخته شده (𝑿  )  در این

زیرا عناصر روی قطرهای    ،نامندنیز می  18مرحله را ماتریس هنکل 

های مراحل  . یکی از تفاوت[ 20]فرعی این ماتریس با هم برابرند 

L۱و    MSSAبا    SSAساخت   − MSSA    ماتریس ساختن  در 

روش  است.  مدلمسیر  در  مسیر  ماتریس  ساخت   های 

L۱ − MSSA    ادامه در  که  است  عمودی  و  افقی  حالت  دو  به 

 صورت زیر بیان خواهد شد. به

𝑦jفرض کنید   = {yj
(1), yj

(2), … , yj
(𝑝)}   ی  مشاهده𝑗 ام یک

طول  نمونه  به  زمانی   𝑁ی  سری  یک   بوده  متغیره  -p  از 

𝑋(𝑖)  (𝑖 = 1,… , 𝑝)،    زمانی با سری  متناظر  مسیر   ام𝑖ماتریس 

𝑌N
(𝑖) = {y1

(𝑖), y2
(𝑖), … , yN

(𝑖)}    باشد. در این صورت ماتریس

را می با کنار هم  مسیر چندمتغیره  ماتریس توان  ی  هاقراردادن 

  آنها   زیر هم قراردادنیا  صورت افقی(  )به هر سری زمانی    مسیر

آورد.)به دست  به  عمودی(  کردن  مرحله   در  صورت  تعبیه  ی 

ها به ترتیب در حالت افقی و عمودی )از چپ به راست(  ماتریس 

 : ( در خواهند آمد۲صورت رابطه )به

(۲ ) 𝑿𝑯 = [𝑿(𝟏) ⋮  𝑿(𝟐) ⋮ … ⋮ 𝑿(𝒑)] یا 𝑿𝑽 = [
𝑿(𝟏)

⋮
𝑿(𝒑)

] 

صورت افقی کنار هم های مسیر به تا ماتریس   - pی  همه   چنانچه

  𝑿𝑯آید که با  در می  حالت افقیبه    ماتریس مسیر  داده شوندقرار  

می این.  شودنامیده  بر  رابطه    بنا  شکل نحوه(  3)در  گیری  ی 

 ماتریس مسیر افقی نمایش داده شده است. 
 

(3 ) 

𝑿𝑯 = [𝑿(𝟏) ⋮  𝑿(𝟐) ⋮ … ⋮ 𝑿(𝒑)] 
 

= 

هم   زیر  عمودیصورت  های مسیر بهتا ماتریس   - pی  اگر همهو  

  𝑿𝑽  با  حاصل شده و  عمودیماتریس مسیر حالت    شوندداده  قرار  

 
17 L-Lagged 
18 Hankel Matrix 

گیری ماتریس  ی شکل نحوه (  ۴)  یدر رابطه   شودنمایش داده می

 مسیر عمودی نمایش داده شده است: 

(4) 

 

که عناصر روی قطرهای فرعی    اهمیت استبه این نکته حائز  دقت  

ا هم برابرند. چنین ماتریسی را  ب  بلوک  هر  یرا ب  𝑿(𝒊)هر ماتریس  

هنکل مسیر  در  می  ماتریس  با  که  است  واضح  طرفی  از  نامند. 

زمانی  ، می 𝑿(𝑖)ماتریس  اختیار داشتن   𝑌Nتوان سری 
(𝑖)    به را 

دست آورد. در واقع با کنار هم قرار دادن ستون اول و سطر آخر  

اول و ستون آخر( ، سری  𝑿(𝑖)در هر بلوک، ماتریس    )یا سطر 

𝑌Nزمانی  
(𝑖)  یک تناظر یک به یک بین همچنین  شود.  حاصل می

  باشد( و سری زمانی وجود دارد. ماتریس مسیر )که هنکل نیز می

تفاوت بین تعیین پارامترهای بازسازی و طول پنجره    1جدول  در  

بودن   1۹عمودی یا افقی و های سری زمانیمتناسب با تعداد داده 

 . شودبیان می   ماتریس مسیر

 
برای دو حالت افقی و عمودی  نحوه محاسبات پارامترها -۱جدول 

 مجموعه مقادیر تکین چند متغیره

 روش ها طول سری  𝐾 𝐿 تعداد مقادیر ویژه 

𝐿𝑠𝑢𝑚 = ∑𝐿𝑖

𝑝

𝑖=1

𝐿1 مختلف  مختلف  یکسان   − 𝑉𝑀𝑆𝑆𝐴 

𝐿  مختلف  یکسان  مختلف 𝐿1 − 𝐻𝑀𝑆𝑆𝐴 
 

مهات ی  میههی  ی    ((SVD  نیتکی مقهایی   ب( تجزیهه

 حالت افقی
L1ی اول ساختن مدل دومین گام از مرحله  − MSSA  ی تجزیه

ز  است. با استفاده ا  نیتکی مقادیر  تجزیهماتریس مسیر بر اساس  

بهSVD  روش مسیر  ماتریس  ماتریس،  مجموع  های  صورت 

مقادیر    1۹ مجموعه  تحلیل  روش  عمودی  یا  افقی  حالت  نمایش  برای 

استفاده    VMSSAو    HMSSAتکین چندمتغیره به ترتیب از نمادهای  

 شود.می
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با   کدام  )هر  متعامد  می  (1  یرتبهمقدماتی  در    شوند.تجزیه 

𝐿1  ینسخه − 𝑀𝑆𝑆𝐴    کلاسیکهمانند توجه  ب  MSSA  روش  ا 

ساختار متفاوت ماتریس مسیر برای هر دو حالت افقی یا عمودی،  

مسیر هر    نوع قرار گرفتن ماتریس به دلیل    𝐗𝑿𝑻ابعاد ماتریس  

تفاوتی در    و لذا گیرد  سری زمانی در کنار هم تحت تأثیر قرار می

ظاهر   ویژه  بردارهای  و  ویژه  مقادیر  شیوه می تعداد  اما  ی  شود. 

 MSSA  های مقدماتی متعامد با حالت کلاسیکمحاسبه ماتریس 

معرفی   با  استوارسازی،  برای  که  صورت  بدین  است.  متفاوت 

و ضریب قرار دادن این عنوان ماتریس وزن  به 𝑾 ماتریس قطری

محاسبه  در  متعامد ماتریس ی  ماتریس  مقدماتی  تجزیههای  ی  ، 

. لذا در ابتدا علاوه بر  خواهد بودصورتی متفاوت  مقادیر تکین به 

تجزیه روش  کامل  تحلیل توضیح  روش  برای  تکین  مقادیر  ی 

مجموعه مقادیر تکین کلاسیک در هر دو حالت افقی و عمودی،  

و پس از آن این مرحله برای    شدهمعرفی    𝑾ماتریس قطری وزن  

L1ش  رو − MSSA   .بیان خواهد شد 

به  HMSSA  حالت  برای روشاجرامنظور  و  روی     SVDی  بر 

مسیر 𝜆𝐻𝑖)ویژه    هایتاییسه ،  𝑿𝑯   ماتریس 
 , 𝑈𝐻𝑖

, 𝑉𝐻𝑖
از    (

𝑿𝑯𝑿𝑯   ماتریس
𝑻  کنید  .  آیندمی  دستهب 𝜆𝐻1فرض 

, … , 𝜆𝐻𝐿
 

𝑿𝑯𝑿𝑯 س  ی ماتریمقادیر ویژه 
𝑻صورت نزولی مرتب  بهده که  بو

𝜆𝐻1اند ) شده 
≥ ⋯ ≥ 𝜆𝐻𝐿

≥ 𝑼𝑯𝟏( و  0
, … , 𝑼𝑯𝑳

نیز بردارهای    

𝜆𝐻1ی  متعامد مقادیر ویژه یکا ویژه  
, … , 𝜆𝐻𝐿

   باشند.   

(۵) 
 𝑿𝑯𝑿𝑯

𝑻 = [𝑿(𝟏) ⋮  𝑿(𝟐) ⋮ … ⋮ 𝑿(𝒑)] [

𝑿(𝟏)
…

𝑿(𝟐)

…
𝑿(𝒑)

] 

 𝑿𝑯𝑿𝑯
𝑻 = 𝑿(𝟏)𝑿(𝟏)𝑻 + 𝑿(𝟐)𝑿(𝟐)𝑻 + ⋯+ 𝑿(𝒑)𝑿(𝒑)𝑻 

 :شودصورت زیر تعریف میبه 𝑿𝑯 ماتریس    SVDصورت  در این
(۶ ) 𝑿𝑯 = 𝑿𝑯𝟏

+ 𝑿𝑯𝟐
+ ⋯+ 𝑿𝑯𝑳

 

 

که  و  𝑿𝑯𝒊 قتی 
= √𝝀𝑯𝒊

𝑼𝑯𝒊
𝑽𝑯𝒊

𝑻  مقدماتی ماتریس عنوان  به های 

𝑽𝑯𝒊و    متعامد 
= 𝑿𝑯

𝑻 𝑼𝑯𝒊
/√𝜆𝐻𝑖

𝑖  ازای  به   = 1,… , 𝐿تایی . سه

(√𝜆𝐻𝑖
, 𝑼𝑯𝒊

, 𝑽𝑯𝒊
سه   ( ویژه  را  𝜆𝐻𝑖√ها و  تایی 

تکین     مقادیر  را 
 نامند.می

 بر روی ماتریس مسیر  SVDاجرایمنظور  و به VMSSA حالت  برای
 𝑿𝑽 ،تایی ویژه سههه(𝜆𝑉𝑖

 , 𝑈𝑉𝑖
, 𝑉𝑉𝑖

𝑿𝑽𝑿𝑽 را از ماتریس  (
𝑻 دسههت هب

 .یدآمی

𝑿𝑽𝑿𝑽
𝑻 = [

𝑿(𝟏)
…

𝑿(𝟐)

…
𝑿(𝒑)

] [𝑿(𝟏) ⋮  𝑿(𝟐) ⋮ … ⋮ 𝑿(𝒑)] 

 

   𝑸 = 𝑿
𝑽
𝑿𝑽

𝑻 

𝑸 =

[
 
 
 
 𝑿𝑽

(𝟏)𝑿𝑽
(𝟏)𝑻

𝑿𝑽
(𝟏)𝑿𝑽

(𝟐)𝑻 … 𝑿𝑽
(𝟏)𝑿𝑽

(𝒑)𝑻

𝑿𝑽
(𝟐)𝑿𝑽

(𝟏)𝑻

⋮
𝑿𝑽

(𝟐)𝑿𝑽
(𝟐)𝑻

⋮

…
⋱

𝑿𝑽
(𝟐)𝑿𝑽

(𝒑)𝑻

⋮

𝑿𝑽
(𝒑)𝑿𝑽

(𝟏)𝑻
𝑿𝑽

(𝒑)𝑿𝑽
(𝟐)𝑻 … 𝑿𝑽

(𝒑)𝑿𝑽
(𝒑)𝑻

]
 
 
 
 

 

 توانرا می  𝑿𝑽 ماتریس مسهههیر   SVDلازم به توضهههیح اسهههت که  

 .نوشتصورت زیر به
 𝑿𝑽 = 𝑼𝑽𝚺𝑽𝑽𝑽

𝑻 
𝑼𝑽که در آن  = [𝑼𝑽𝟏

 , 𝑼𝑽𝟐
, … , 𝑼𝑽𝑳𝒔𝒖𝒎

] ∈ 𝑅𝐿𝑠𝑢𝑚×𝐿𝑠𝑢𝑚، 

𝑽𝑽 = [𝑽𝑽𝟏
 , 𝑽𝑽𝟐

, … , 𝑽𝑽𝐤
] ∈ 𝑅K×K، 

𝚺 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (√𝜆𝑉1
≥ √𝜆𝑉2

≥ ⋯ ≥ √𝜆𝑉𝐿𝑠𝑢𝑚
 و (

𝐿𝑠𝑢𝑚 = ∑ 𝐿𝑖
𝑝
𝑖=1  مقادیر ویژه 𝜆𝑉1

, 𝜆𝑉2
, … , 𝜆𝑉𝐿𝑠𝑢𝑚

  از ماتریس 

𝑸  کهید  آبه دست م𝜆𝑉1
≥ 𝜆𝑉2

≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑉𝐿𝑠𝑢𝑚
و همچنین   

𝑼𝑽𝟏
 , 𝑼𝑽𝟐

, … , 𝑼𝑽𝑳𝒔𝒖𝒎
ی مرتبط با این مقادیر  بردارهای ویژه   

 ویژه هستند. 

L1  در روش − MSSA    تکین هر کدام از ماتریس    مقادیرتجزیه

دست  صورت زیر به ترتیب در حالت عمودی و افقی به مسیرها به 

   .آیدمی

(۷ )  

𝑿𝑽 = 𝑿𝑽1
+ 𝑿𝑽۲

+ ⋯+ 𝑿𝑽𝑳𝒔𝒖𝒎
= ∑√𝝀𝑽𝒊

𝑼𝑽𝒊
𝑾𝒊𝑽𝑽𝒊

𝑻

𝒅𝑽

𝒊=1

 

𝑿𝑯 = 𝑿𝑯1
+ 𝑿𝑯۲

+ ⋯+ 𝑿𝑯𝒅
= ∑√𝝀𝑯𝒊

𝑼𝑯𝒊
𝑾𝒊𝑽𝑯𝒊

𝑻

𝒅𝑯

𝒊=1

 

 

𝑿𝑽𝒊  وقتی که
= √𝝀𝑽𝒊

𝑼𝑽𝒊
𝑾𝒊𝑽𝑽𝒊

𝑻    و 𝑿𝑯𝒊
= √𝝀𝑯𝒊

𝑼𝑯𝒊
𝑾𝒊𝑽𝑯𝒊

𝑻 

𝑑𝐻هستند. همچنین   ی  به ترتیب برابر با تعداد مقادیر ویژه   𝑑𝑉 و 

 ی ماتریس مسیر در حالت عمودی و افقی است. مثبت یا رتبه

،  چندمتغیره   ساختاری روش مجموعه مقادیر تکین  بنا بر خاصیت 

𝒁 ماتریس سیگنال در حالت افقی یا حالت عمودی  = 𝑼𝚺𝒓𝑽
𝑻  

𝑟ی  های سیگنال با رتبهدر بین تمام ماتریس < 𝑑   کمترین فاصله

𝑿‖  یعنی  دارد  مسیر  را از ماتریس − 𝑼𝚺𝒓𝑽
𝑻‖𝑭    حداقل مقدار

دارد میلذا  .  را  مهم  ویژگی  این  محاسبه  توان از  ماتریس  در  ی 

. برای جلوگیری از تکرار  استفاده کرد  𝐿1رم  ی نُسیگنال بر پایه

ماتریس   و ساختار  ابعاد  اساسی  تغییرات  به دلیل  نیز  و  مطالب 

به بررسی یک حالت    تنهامسیر در حالت عمودی، در این قسمت  

  و  یژگیوپرداخته شده و    𝐿1رم  ن  از ماتریس سیگنال بر اساس  

  به  گنالیس  سیماتر  نیکتری نزد  ساخت  در  وزن  سی ماتر  ساختار

حالت افقی شبیه  .  حالت عمودی تشریح خواهد شد  ری مس  سیماتر
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تک  حالت  می به  که  متغیره  برای   توانندمی   علاقمندانباشد 

 مراجعه نمایند.  [،۲1]  به  شتریب  عاتاطلا 

مسرررریررر مرراتررریررس  کررنرریررد  عررمررودی   فرررض   حررالررت 

 𝑿𝑽 = 𝑿𝑽1 + 𝑿𝑽۲ + ⋯+ 𝑿𝑽𝑳𝒔𝒖𝒎
رترررر   یهبرررر دارای 

𝑑𝑉 = 𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑋) < 𝐿 < 𝐾 ماتریس در این قسررمت    .باشررد  

 شود.میمعرفی  عنوان ماتریس وزن  به 𝑾 قطری

  𝑟 𝐿𝑠𝑢𝑚 − 𝑟 

(۸)    

𝑾 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟, 0,0,… ,0) ∈ 𝑅𝐿𝑠𝑢𝑚×𝐿𝑠𝑢𝑚 

 توجه داشته باشید که

𝒘 =

(

 
 
 

𝑤1

0
⋮
0
0
⋮
0

0
𝑤2

⋮
0
0
⋮
0

……
⋮
⋱
…
⋱…

0
0
⋮

𝑤𝑟

0
⋮
0

0
0
⋮
0
0
⋮
0

……
⋱
…
…
⋱…

0
0
⋮
0
0
⋮
0)

 
 
 

= (
𝑾𝒓 0
0 0

), 

𝑾𝒓  که در آن = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟) ∈ 𝑅𝑟×𝑟. 

محاسبه  نُبرای  پایه  بر  سیگنال  ماتریس  است 𝐿1رم  ی  لازم   ،  

وزن 𝑾𝐿𝑠𝑢𝑚×𝐿𝑠𝑢𝑚  قطری  ماتریس 
یافت  ای  گونهبهرا    

𝑿𝑽‖که − 𝑼𝑽𝑾𝚺𝒅𝑽𝑽
𝑻‖

𝐿1
به     باشد.  داشته  را  مقدار  کمترین 

 : سازی زیر باید حل شودکمینه  مسألهتر،  طور دقیق

min
𝑤

‖𝑿𝑽 − 𝑼𝑽𝑾𝚺𝒅𝑽𝑽
𝑻‖

𝐿1
 

 توجه داشته باشید که

(۹) 

𝑼𝑽𝑾𝚺𝒅𝑽𝑽
𝑻 = [𝑼𝑽1

𝑼𝑽۲] [
𝑾𝒓 𝟎
𝟎 𝟎

] [
𝚺1 𝟎
𝟎 𝟎

] [
𝑽𝑽1

𝑻

𝑽𝑽۲
𝑻 ] 

 = [𝑼𝑽1
𝑾𝒓 𝟎] [

𝚺1𝑽𝑽1
𝑻

𝟎
] = 𝑼𝑽1

𝑾𝒓𝚺1𝑽𝑽1
𝑻  

آن   در  𝑼𝑽1که 
∈ 𝑅𝐿𝑠𝑢𝑚×𝑟  ،𝑽𝑽1

∈ 𝑅𝑘×𝑟    و𝚺1 ∈ 𝑅𝑟×𝑟   به

 توان نشان داد که آسانی می 

𝑼𝑽𝟏
𝑾𝒓𝚺1𝑽𝑽𝟏

𝑻 = ∑ √𝜆𝑉𝑖
𝑤𝑖𝑈𝑉𝑖

𝑉𝑉𝑖

𝑇𝑟
𝑖=1                       (1۰) 

 : شودسازی زیر حل میمسئله کمینه ( ۹( و )8با استفاده از رابطه )

min
𝑤

‖𝑿𝑽 − 𝑼𝑽𝟏
𝑾𝒓𝚺1𝑽𝑽1

𝑻 ‖
𝐿1

 

𝑨𝒓به همین منظور، فرض کنید   = 𝑼𝑽𝟏
𝑾𝒓    و𝑩1 = 𝚺1𝑽𝑽𝟏

𝑻  

𝑩1که در آن   ∈ 𝑅𝑘×𝐿𝑠𝑢𝑚 های  . بر اساس مشاهدات ماتریس𝑩𝟏  

𝑼𝑽𝟏  و
طوریکه  هاست ب  𝑨𝒓معلوم هستند. هدف یافتن ماتریس    
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‖𝑿𝑽 − 𝑨𝒓𝑩1‖𝑳1   مینیمم شود؛ به عبارت دیگر، برای تقریب

 شود. می  حل  (11)سازی  مسئله کمینهماتریس سیگنال  

min
𝐴𝑟

‖𝑿𝑽 − 𝑨𝒓𝑩۱‖𝐿۱
                                    ( 11 ) 

𝑺فرض کنید    (11)   برای حل = 𝑨𝒓𝑩1   گاه  باشد آن𝑺𝑻 = 𝑩1
𝑻 𝑨𝒓

𝑻 

 و 

𝑺𝒋
𝑻 =  𝑩۱

𝑻𝑨𝒋
𝑻                                              ( ۲1 ) 

𝑨𝒋که در آن  
𝑻    و𝑺𝒋

𝑻    به ترتیبjهای  امین ستون ماتریس𝑨𝒓
𝑻    و𝑺𝑻  

برای یک    L1خاصیت تعریف  با در نظر گرفتن  ،  (13)  یرابطههستند.  

 به صورت زیر خواهد بود. (1۲) یرابطه  و  ماتریس

‖𝑿𝑽 − 𝑺‖𝑳1
= ‖(𝑿𝑽 − 𝑺)𝑻‖𝑳1

 

                  = ‖𝑿𝑽
𝑻 − 𝑺𝑻‖

𝑳1
 

                         = ∑ ‖𝑿𝑽𝒋
𝑻 − 𝑺𝒋

𝑻‖
𝑳1

𝑳𝒔𝒖𝒎

𝒋=1

 

= ∑ ‖𝑿𝑽𝒋
𝑻 − 𝑩𝟏

𝑻𝑨𝒋
𝑻‖

𝑳1

𝑳𝒔𝒖𝒎
𝒋=1  (13          )  

𝐗𝐕𝐣که  
𝐓  عنوان  بهj امین ستون ماتریس𝐗𝐕

𝐓    در نظر گرفته شده

( رابطه  می13است.  نشان  عبارت  (  کردن  کمینه  برای  دهد 
‖𝑿𝑽 − 𝑺‖𝐿1    عبارت  کافی است‖𝑿𝑽𝒋

𝑻 − 𝑩𝟏
𝑻𝑨𝒋

𝑻‖
𝐿1

نسبت به   

𝑨𝒋
𝑻  .کمینه شود 

این به  توجه  مسئلهبا  مسئله  یکه  یک  سازی  کمینه  یفوق 

( LAD)  ۲۰کمترین قدرمطلق انحرافات   در رگرسیون شده شناخته 

این بوده و حل آن به  با فرض  لذا  که صورت عددی وجود دارد؛ 

𝑿𝑽𝒋
𝑻  ،𝑩𝟏

𝑻    و𝑨𝒋
𝑻  عنوان بردار متغیر وابسته، ماتریس  را به ترتیب به

مشاهدات متغیرهای مستقل و بردار ضریب مجهول در نظر گرفته  

بردار   𝑨𝒋شوند، 
𝑻   های عددی تکراری،  توان به کمک روش را می

آمده است محاسبه کرد. بنا بر [  ۲3]و  [  ۲۲]چه که در  مشابه آن 

بردارهای   داشتن  با  𝑗این  = 1,۲, … , 𝐿𝑠𝑢𝑚  ،𝑨𝒋
𝑻  ماتریس  ،𝑨𝒓 

 LADآید. برای انجام محاسبات مربوط به رگرسیون  دست می به

𝜏  با آرگومان Rافزار  نرم  quantregی  در بسته rqاز تابع   = ۰٫۵ 

 تفاده شده است. اس

 یبازساز -۲-۲
 گیری قطری.بندی و میانگیناین مرحله شامل دو گام است: گروه

 بندیگروه  الف(

بازسازی سری گروه  و  مراحل مهم در تجزیه  از  های  بندی یکی 

روش  به  حاضر  .  است  MSSAو    SSAهای  زمانی  حال  در 
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برا روش   نیترمتداول  مقاد  ی بندگروه   یها  نمودار    نیتک  ری رسم 

تفک  و  ریمس  سیماتر مفهوم  از    ی محاسبه  و  یر یپذک یاستفاده 

در خصوص نمودار مقادیر تکین،   .هاستی رسر یز نیب یهمبستگ

ها مقادیر نزدیک به هم داشته باشند در یک گروه  𝜆𝑖چه  چنان 

 .گیرندقرار می 

 بندی ب ای مات ی  میی  افقیگ وه

ماتریس   یبندگروه   یمرحله  افراز  به  های  مربوط 

𝑿𝑯𝟏
, 𝑿𝑯𝟐

, … , 𝑿𝑯𝑳
از هم   بندی  و جمع   به چندین گروه جدا 

با توجه    یبنددر مرحله گروه   های درون هر گروه است.ماتریس 

ماتر …,1}  یه مجموع  شده،حاصل   ریمس  سیبه  , 𝐿}    به𝑚  

,𝐼1}ی  زیرمجموعه  𝐼۲, … , 𝐼m}    افراز از هم  این    شوندمی جدا  در 

𝑿𝑯ی  صورت رابطه  = 𝑿𝑯𝟏
+ 𝑿𝑯𝟐

+ ⋯+ 𝑿𝑯𝑳
توان  را می  

گروه  گام  به در  𝑿𝑯صورت  بندی  = 𝑿𝑰1 + 𝑿𝑰۲ + ⋯+ 𝑿𝑰𝒎
  

شیوه نوشت  مجموعه   ی.  ,𝐼1های  انتخاب  𝐼۲, … , 𝐼m   بندی  گروه

های ویژه  تاییشود. در واقع در این گام هدف یافتن سهنامیده می

مؤلفه  روند،  نظیر  زمانی  اجزای سری  از  به هر یک  های  مربوط 

بندی برای زمانی  ترین حالت گروه ساده .  استفصلی، نوفه و غیره  

  تواند یم  گروه  دو  نیکه ا  وجود داشته باشنداست که تنها دو گروه  

𝐼۱باشد   هامانده یباقو   گنالیس شامل = {۱,۲, … , 𝑟}  ،در واقع  𝑟- 

  تقریب   ایبر   متناظر  هیژ و  یها داربرو    تکین  مقادیر  ترینبزرگ از    تا

𝐼۲و    هدر ش  بنتخاا  صلیا  یسر  = {𝑟 + 1, 𝑟 + ۲, … , 𝐿}  بقیه  

  در  .شودمی   هرگرفت  ررنظدر    هری نوفمؤلفه   انورعنبه   تکین  مقادیر

اسم برده    زین  یعنوان پارامتر بازسازبه  𝑟موجود از    یمتون علم

  ی مقاله از پارامتر بازساز  متنچه در  چنان بنا بر این  شده است.  

همان   منظور  شود  برده  و    تکین  یها ارمقد  ترینبزرگ)  𝑟نام 

(  هدر ش  بنتخاا  اصلی  سری  تقریب  ای بر   متناظر  هیژو  یهاداربر

 . است

 بندی ب ای مات ی  میی  عموییگ وه

گروه  مرحله  حاصلدر  مسیر  ماتریس  به  توجه  با    ، شدهبندی 

,1}ی  مجموعه  ۲, … , 𝐿𝑠𝑢𝑚}    به𝑚   ی  زیرمجموعه
{𝐼1, 𝐼۲, … , 𝐼m}    افراز هم  از  صورت    .شود میجدا  این  در 

𝑿𝑽ی رابطه  = 𝑿𝑽𝟏
+ 𝑿𝑽𝟐

+ ⋯+ 𝑿𝑽𝑳𝒔𝒖𝒎
می   گام  را  در  توان 

به گروه  𝑿𝑽صورت  بندی  = 𝑿𝑰1 + 𝑿𝑰۲ + ⋯+ 𝑿𝑰𝒎
نظر    در 

,𝐼1های  ی انتخاب مجموعهشیوه  افقی. مانند حالت  گرفت … , 𝐼𝑚  ،

میگروه  نامیده  همانند  بندی  قسمت  این  توضیحات  سایر  شود. 

از    افقیحالت   ترکیبی  مسیر  ماتریس  که  تفاوت  این  با  است 

   اند.کنار هم قرار گرفته  عمودیصورت  های زمانی است که بهسری 

 گیری قطریمیانگین (ب 

هایی است  ماتریس مسیر ترکیبی از ماتریس   ،MSSA  روش  در

در این مرحله    رواز این اند.  صورت بلوک کنار هم قرار گرفتهکه به

صورت جداگانه محاسبه  گیری قطری برای هر بلوک بهمیانگین 

م  در.  شودمی   ی هاس یماتر  یقطر  یریگن یانگیبخش 

مرحله   شدهی بازساز و    یهنکل  تیخاص  ی بندگروه   یدر  ندارند 

متناظر با    یبه سر   توانیهنکل نباشد نم  ری مس  سیچه ماترچنان 

این .  افتیدست    سیماتر آن اصل  رواز    مرحله  نیا  در  یهدف 

.  است  هنکل  ریمس  سیماتر  کی  به  شدهی بازساز   سیماتر لیتبد

  ی فرع  قطر  یرو   عناصر  یجا   به  هدف  نیا  به  دنیرس  یبرا   واقع  در

های  به ازای تعداد سری   در آخر  .شودی م  داده  قرار  آنها  نیانگیم

به همان تعداد  وجود دارد،  ها( که در مسئله  )تعداد بلوک  ایزمانی 

هنکل  ماتریس  مسیر  هم  ماتریس  در  شده  خواهد  سازی  وجود 

در حالت چندمتغیره ماتریس سیگنال، انباشتی    روداشت. از این 

ماتریس  به  های هنکل از  بلوک(  )هر  زمانی  برای هر سری  شده 

  یرها یتعداد متغ  ایها  تعداد بلوک   𝑝  که  فرض  نیتنهایی است. با ا

کل  درباشد،    یزمان  یسر  افقی    ریمس  سی ماترتوان  می  یحالت 

(𝑿𝑯عمودی مسیر  ماتریس  و   )  (𝑿𝑽  )  نمادهای با  ترتیب  به 

𝒯𝑀𝑆𝑆𝐴(𝕏𝐻)    و𝒯𝑀𝑆𝑆𝐴(𝕏𝑉)   و آن داده  را  نمایش  صورت  به ها 

 نوشت.   (1۴ی )رابطه 
 

(14 ) 

𝒯𝑀𝑆𝑆𝐴(𝕏𝐻) = 𝑿𝑯 = [𝑿(𝟏) ⋮ ⋯ ⋮ 𝑿(𝒑)] 

𝒯𝑀𝑆𝑆𝐴(𝕏𝑉) = 𝑿𝑽 = [

𝑿(𝟏)

𝑿(𝟐)

⋮
𝑿(𝒑)

] 

صورت  سازی شده را بهتوان ماتریس مسیر هنکل میبنا بر این  

گرفت،  زیر   نظر  افقی  کهی طور   بهدر  حالت   برای 

⟦𝑿(𝟏) : ⋯ : 𝑿(𝒑)⟧    عمودی حالت  برای  ⟧ و 

𝑿(𝟏)

𝑿(𝟐)

⋮
𝑿(𝒑)

⟧  

   بوده و  ریدهنده ماتریس مسهای تشکیلبلوک ترتیب  به
 

(1۵ ) 

𝒯𝑀𝑆𝑆𝐴
−1 (𝑿𝑯) = [𝒯𝑆𝑆𝐴

−1(𝑿(1)) ⋮ ⋯ ⋮ 𝒯𝑆𝑆𝐴
−1(𝑿(𝑝))] 

𝒯𝑀𝑆𝑆𝐴
−1 (𝑿𝑽) =

[
 
 
 
𝒯𝑆𝑆𝐴

−1(𝑿(1))

𝒯𝑆𝑆𝐴
−1(𝑿(2))

⋮
𝒯𝑆𝑆𝐴

−1(𝑿(𝑝))]
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 هنکل شدن یک ماتریس مسیر است. 𝒯−1نماد  

که  گیری قطری  ی میانگین در ابتدای این بحث، با توضیح مرحله 

  ی رو  عناصر یجا آن اشاره شد به   به کلاسیک  MSSAروش  در

 ی ک، یگرید   یز طرفا  .شودیم   داده  قرار  آنها  نیانگیم  ی،فرع  قطر

روش  کمتر  یساز هنکل   یهااز  ملاک  از  بر    نیاستفاده  فاصله 

نُ  فروبناساس  ا  وسیرم  اساس  بر  ماتر  نیاست.    سی ملاک، 

  ی طور  شودیداده م  شینما  𝓗𝑨که با نماد    𝑨  یشده   یساز هنکل

𝑨‖که    شودیم  نییتع − 𝓗𝐴‖𝐹  مقدار را داشته باشد  نیکمتر ،  

L1اما در روش   − MSSA  ،نُ  یساز هنکل اساس  ارائه    𝐿1رم  بر 

[،  ۲1]  ده استهمانگونه که در حالت یک متغیره ثابت ش.  شودیم

توان ثابت کرد در حالت چندمتغیره نیز با استفاده از قضیه زیر می

است به   یکاف  𝐿1رم بر اساس نُ   A  سی ماتر  یساز هنکل   یه براک

های  درایه   یانه یمقدار م  ،در هر بلوک  یقطر فرع  یهاهیدرا  یجا 

   کرد.موجود در آن قطر    یهاه یدرا  نیگزیآن قطر را جا

 :قضیه

𝐿𝐼یک ماتریس   𝐀𝑰فرض کنید   × K بلوک(   ام𝐼 از ماتریس 𝑿𝑽  )

𝑆𝐼بوده   = 𝑖𝐼 + 𝑗𝐼    ۲و ≤ 𝑆𝐼 ≤ 𝐿𝐼 × K،(𝐼 = 1,۲, … , 𝑝) .

�̃�𝑖𝐼𝑗𝐼های  اگر درایه 
 عبارت زیر باشد،   صورتبه  𝓗𝑨𝐼ماتریس    

�̃�𝑖𝐼𝑗𝐼
=  𝑎𝑙𝐼𝑘𝐼(𝑙,𝑘)∈𝐴𝑆

𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛  

 وقتی که   گاهآن
(𝑨𝑺)𝑰 = {(𝐿𝐼, K): 𝐿𝐼 × K = 𝑆𝐼     ,1 ≤ 𝑙𝐼 ≤ 𝐿𝐼 ,1 ≤ 𝑘𝐼 ≤ 𝐾𝐼} 

‖𝑨𝑰 − 𝓗𝑨𝐼‖𝐿1
 خواهد داشت. کمترین مقدار را    

𝐼(𝑏𝑖𝑗)  هایطبق تعریف درایه
𝑩ماتریس هنکل     = 𝓗𝑨𝐼    باید

ازای   𝑆𝐼به  = 𝑖𝐼 + 𝑗𝐼  مقادیر برخی  شرط   𝐼(𝑔𝑠)  و   در 

(𝑏𝑖𝑗)𝐼
= (𝑔𝑠)𝐼    صدق کند، از طرفی با در نظرگرفتن تعریف

𝐼) داریمیک ماتریس    𝐿1نرم   = 1,۲, … , 𝑝)؛   

‖𝑨𝑰 − 𝓗𝑨𝐼‖𝐿1
= ‖𝑨𝑰 − 𝑩‖𝐿1

 

∑ ∑ |(𝑎𝑖𝑗)𝐼
− (𝑏𝑖𝑗)𝐼

|

𝐾𝐼

𝑗𝐼=1

𝐿𝐼

𝑖𝐼=1

= ∑ ∑ |(𝑎𝑖𝑗)𝐼
− (𝑔𝑠)𝐼|

𝑆𝐼=𝑖𝐼+𝑗𝐼

𝐿𝐼+𝐾𝐼

𝑆𝐼=1

 

فوق    یکه سمت راست رابطه 𝐼(𝑔𝑠)بنابر نامساوی میانه، مقادیر  

. 𝑰(𝑨𝒔)ی  ی اعضرای مجموعهبا میانه  ندسرازند برابررا کمینه می

  یبیرانگر تعرداد متغیرهرا   𝐼علاوه بر این برایرد دقرت کرد کره انردیس  

هرای زمرانی( بره کرار برده شرررده در مردل اسرررت و برایرد  )سرررری

متغیر صورت پذیرد   𝑝 یهمه  برای 𝐿1  سازی بر اساس نرمهنکل

هرا برا کمترین اختلاف برا مراتریس  ترا بره این صرررورت تمرام بلوک

 
21 Linear Recurrent Formula  

همچنین چون اختلاف با    .سرازی شروندشرده هنکلمسریر بازسرازی

سرازی شرده کمینه مقدار اسرت  هر بلوک با ماتریس مسریر هنکل

ترین  آخر نزدیک  یاین ماتریس مسیر تولید شده در مرحله  بر  بنا

ها را به سررری زمانی تجزیه و بازسررازی شررده تولید خواهد  داده

ی  قضرریه  .های هر سررری زمانی قابل دسررتیابی اسررتو داده  دکر

رم  نُبر اسراس   Aسرازی ماتریس  کند که برای هنکلفوق بیان می

𝐿1  های قطر فرعی در هر بلوک مقدار  کافی اسررت به جای درایه

هرای موجود در آن  آن قطر را جرایگزین درایره یهراهیر درا  یمیرانره

 .کردقطر  

 های زمانی به روشبینی بازگشتتی برای ستریپیش  -۲-3
𝐋1 − 𝐌𝐒𝐒𝐀 

  ریمقاد  مجموعه  ل یروش تحلبه    یزمان  یهای سر  ی نیبش یپ  یبرا 

های بازگشتی و  بینی به روشپیش   یوه ی دو ش  رهیچندمتغ  نیتک

 به   شتریب  یمطالعه   یبرا  توانیشده است که م  یمعرف  برداری

[۲۰[ و  انمودمراجعه    [۲۴[  در  بخش  مقاله  نی .  در  های  و 

برایشبیه   روش  به   ینیبشیپ  VMSSAو     HMSSAسازی 

و  (𝐿𝑅𝐹)  ۲1یخط  یبازگشت شد  خواهد  برده  کار  ضرایب    به 

ی ماتریس مسیرها به  ی خطی بازگشتی از بردارهای ویژه رابطه 

 آیند.  دست می 

ستون اول، از ماتریس بردارهای ویژه که در مرحله    𝑟سطر آخر  

SVD    ماتریس 𝑿𝑯𝑿𝑯 روی 
𝑻  بر  به را  بودند  آمده  𝐿دست  − 1 

اول   شکل رسطر  به  را  ضرایب  بردار  و  کرده   گرسیون 

𝓡 = [𝒂1̂, 𝒂۲̂, … , 𝒂𝑳−1̂]  که  شوند. با فرض آنتعریف می𝑼𝑯𝒋

𝛁  

𝐿ی  دهندهنشان  − 𝑼𝑯𝒋ی اول بردار  مؤلفه   1
Π𝐻𝑗نماد  و    

آخرین    

𝑼𝑯𝒋ی  مؤلفه بردار ویژه 
، (𝑗 = 1,۲, … , r)   بردار  توان  ، می باشد

 که در آن   کرد  تعریف  (1۶ی )رابطهصورت  را به  𝓡ضرایب خطی  
𝒱۲ = ∑ Π𝐻𝑗

۲𝑟
𝑗=1 : 

(1۶ ) 𝓡 = [𝒂1̂, 𝒂۲̂, … , 𝒂𝑳−1̂] =
1

1 − 𝒱۲ ∑𝚷𝑯𝒋
𝑼𝑯𝒋

𝛁

𝑟

𝑗=1

 

𝒱۲اگر   < گام جلوتر( از سری  hبینی  جلوتر )پیش   گام hگاه  ، آن1

  ( 1۷)  رابطهبا استفاده از    HMSSAزمانی چندمتغیره به روش  

 آید.دست می به

[�̂�𝑗1

(1)
, �̂�𝑗۲

(۲)
, … , �̂�𝑗𝑝

(𝑝)
]
𝑇

= {
[�̃�𝑗1

(1)
, �̃�𝑗۲

(۲)
, … , �̃�𝑗𝑝

(𝑝)
]       𝑗 = 1, ۲, … , 𝑁𝑖              

           𝓡𝑻𝒁𝒉                  𝑗 = 𝑁𝑖 + 1, … , 𝑁𝑖 + h  
 

 

 ؛در حالی که

(1۷)  
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𝒁𝒉 = [𝒁𝒉
(1)

, 𝒁𝒉
(۲)

, … , 𝒁𝒉
(𝒑)

]
𝑇

 و 

 𝒁𝒉
(𝐢)

= [�̂�𝑁𝑖−𝐿𝑖+ℎ+1
(𝑖)

, … , �̂�𝑁𝑖+h−1
(𝑖)

]     𝑖 = 1,۲, … , 𝑝 . 
 

عمودی حالت  پیش   برای  زمانی  hبینی  و  سری  از  جلوتر  گام 

روش   به  می  VMSSAچندمتغیره  رگرسیون کردن  نیز  با  توان 

بر  ستون اول، از هر کدام از ماتریس بردارهای ویژه    𝑟سطر آخر 

𝐿 − از سطر آخر،    1 واقع بهسطرهای قبل  صورت بلوک  که در 

𝑿𝑽𝑿𝑽 روی ماتریس    𝑆𝑉𝐷برای هر سری زمانی در مرحله  
𝑻    حاصل

حالت،    ،شود می این  در  آورد.  دست  𝐔𝐣به 
(𝐢)𝛁  عنوان  بهL − 1 

بردار اول  𝐔𝐣  مولفه 
(𝐢)  نماد    وΠj

(i)  مبه آخرین  بردار ؤ عنوان    لفه 

𝐔𝐣
(𝐢)    نظر که  و  شده  گرفته  در  𝐔𝐣زمانی 

𝐩𝛁
=

[
 
 
 
 
 𝑈𝑗

(1)∇

𝑈𝑗
(۲)∇

⋮

𝑈𝑗
(p)∇

]
 
 
 
 
 

باشد،    

صورت    𝐔𝐩𝛁  ماتریس 𝐔𝐩𝛁  به  = (𝐔۱

𝐩𝛁
, 𝐔

۲

𝐩𝛁
, … , 𝐔𝐫

𝐩𝛁
تعریف    (

 شود. می

ماتریس   𝚿ت  صوربه  𝚿همچنین  =

[
 
 
 
 𝝅۱

(۱)
𝝅

۲

(۱)
… 𝝅𝐫

(۱)

𝝅
۱

(۲)

⋮

𝝅
۱

(۲)

⋮

…
⋱

𝝅𝐫
(۲)

⋮

𝝅
۱

(𝐩)
𝝅

۱

(𝐩)
… 𝝅𝐫

(𝒑)
]
 
 
 
 

 

 شود. تعریف می

ماتریس   𝑰𝒑×𝒑)اگر  − 𝚿𝚿𝑻
)
−۱

و   باشد  داشته   وجود 

r ≤ 𝐿𝑠𝑢𝑚 − 𝑝  گاه  آنℎ    جلوتر همان    VMSSAمرحله  که 

 آید. دست می ( به 18گام جلوتر است بر اساس رابطه )ℎبینی  پیش 

[�̂�𝑗۱

(۱)
, �̂�𝑗۲

(۲)
, … , �̂�𝑗𝑝

(𝑝)
]
𝑇

= {
[�̃�𝑗۱

(۱)
, �̃�𝑗۲

(۲)
, … , �̃�𝑗𝑝

(𝑝)
]                  𝑗 = ۱, ۲, … , 𝑁𝑖                   

(𝑰𝒑×𝒑 − 𝚿𝚿𝑻)
−۱

𝚿𝑼(𝐩)𝛁𝑻
𝒁𝒉    𝑗 = 𝑁𝑖 + ۱, … ,𝑁𝑖 + h  

 

 در حالی که

𝒁𝒉 = [𝒁𝒉
(1)

, 𝒁𝒉
(۲)

, … , 𝒁𝒉
(𝒑)

]
𝑻

 و 

𝒁𝒉
(𝐢)

= [�̂�𝑁𝑖−𝐿𝑖+ℎ+1
(𝑖)

, … , �̂�𝑁𝑖+h−1
(𝑖)

]        𝑖 = 1,۲, … , 𝑝 

 
22 Root Mean Square Error (RMSE) 
23 Mean Absolute Error (MAE)  

 کا ب ی -3

روش  کارایی  بخش  این   و  MSSAک  کلاسی  هایدر 

   L1 − MSSA سازی شده  های زمانی شبیهبا استفاده از سری   و

منظور    به همینگیرند.  های واقعی مورد مقایسه قرار میو داده 

,1}  یمجموعه  ۲, … , 𝐿𝑠𝑢𝑚}    دو تقسیم زیربه  داده  مجموعه 

مرحله ،  روشدو    هرعملکرد    یمقایسه   برایشود.  می ی  در 

 ۲۲خطا   توان دومی میانگین  از دو معیار ریشه بینی  بازسازی و پیش 

(𝑅𝑀𝑆𝐸  میانگین قدرمطلق و  از  𝑀𝐴𝐸)  ۲3خطا (  و همچنین   )

نام  معیارهای  بهبرده نسبت  که  تعریف   (1۹)رابطه  صورت  شده 

 . شوند استفاده شدمی

𝑅𝑅𝑀𝑆𝐸)  اگر < 𝑅𝑀𝐴𝐸 یا  1 <   روش   گفت  توانی م  گاهآن،  ( 1

𝐿1 − 𝑀𝑆𝑆𝐴    به روش کلاسیک  یشتریب  ییاکار  از  𝑀𝑆𝑆𝐴نسبت 
  .است  برخوردار

 سازیمطالعات شبیه -3-۱

های مختلف  داده با استفاده از مدل   ۲۰۰سازی،  در مطالعات شبیه

ی اول برای بازسازی  مشاهده  1۹۰ساختاری تولید شده است. از 

برای پیش مشاهده   1۰و   بعدی  است.  ی  استفاده شده  در  بینی 

  هایقابل توجه تعیین پارامتر  ینکته های مطرح شده  تمام روش 

بندی و در طول پنجره و بازسازی است که مقدار آنها در گروه 

و انتخاب    داشتههای زمانی اهمیت زیادی  نتیجه بازسازی سری 

  هدف تجزیه و تحلیل بستگی دارد. و نیز    هاآنها به ساختار داده 

تکرار انجام شده و    1۰۰۰ها در  سازی برای هریک از مدل شبیه

  سازی شبیه نتایج  شوند.  محاسبه می  RMAEو    RRMSEدو معیار  

می روشنشان  دقت  که  این   MSSA  دهد  به  زیادی  مقدار  به 

پارامترهای طول پنجره  مناسب  ناپارامترها بستگی دارد. انتخاب  

ی  و بازسازی، باعث تغییر ساختار ماتریس مسیر و تغییر در نحوه

 .[۲۵]  آمدخواهد  پدید    ییقابل اتکا  ر یغ  جینتاها شده و  بندی گروه 

(1۹ ) 

𝑅𝑅𝑀𝑆𝐸 =
𝐿1 − 𝑀𝑆𝑆𝐴 با  استفاده  از 𝑅𝑀𝑆𝐸

𝑀𝑆𝑆𝐴 با  استفاده  از روش کلاسیک 𝑅𝑀𝑆𝐸
 

 

𝑅𝑀𝐴𝐸 =
𝐿1 − 𝑀𝑆𝑆𝐴 با  استفاده  از 𝑀𝐴𝐸 

𝑀𝑆𝑆𝐴 با  استفاده  از روش کلاسیک 𝑀𝐴𝐸 
 

 

(81)  



  504  های زمانی با استفاده ازتحلیل مجموعه مقادیر تکین چندمتغیره   بینی سریسازی و پیشبهبود کیفیت مدل

 ۱۴۰۱زمستان    - ۴شماره    - ۱۲جلد     نشریه مهندسی و مدیریت کیفیت

جدا کردن نوفه  بندی  ی در گروه پارامتر بازساز   یمحاسبههدف از  

تا از    -𝑟تای اول یا    -𝑟  [، که در واقع همان8]  و سیگنال است

  تقریب  ایبر   متناظر  هیژو  یها داربرو    تکین  یها ارمقد  ترینبزرگ 

  برای تعیین پارامتر طول پنجره  هستند.  هدر ش  بنتخاا  صلیا  یسر 

می  زمانی  سری  طول  نصف  به  نزدیک  انتخاب  مقدارهای  تواند 

چنان  باشد.  پنجره  طول  پارامتر  برای  زمانی  مناسبی  سری  چه 

ک عدد صحیح  یصورت  ی متناوب بهی تناوب یا مؤلفه دارای دوره 

انتخاب   دوره  این  با  متناسب  پنجره  طول  [.  ۲1]  شودمی باشد 

  VMSSAو   HMSSAحالت  یبرا  MSSA روش در  نیهمچن
به    طول پنجره  مقدار برای پارامتر  نیبه بهتر  دستیابی  منظوربه

𝐿  روابطاز    ترتیب = [
𝑝(𝑁+1)

𝑝+1
𝐿و    [ = [

(𝑁+1)

𝑝+1
  شود میاستفاده    [

[13]  [ روابط[۲۶و  این  در   .  𝑁    و زمانی  سری  تعداد    𝑝طول 

 متغیرهای موجود در سری زمانی است.  

طول پنجره متناسب    شده در این مقاله  سازیشبیه  در مطالعات

به با دوره  و  زمانی  تناوب سری  نظر  ی  از آن در  صورت مضربی 

مثال بیان شده مقدار طول    3این برای هر    بنا بر  ،گرفته شده است

از   ضرایبی  شده در    1۲پنجره  گرفته   اند نظر 

𝐿 = 1۲, ۲۴, 3۶, ۴8, ۶۰, ۷۲, 8۴, ۹۶ . 

  یهدف مورد بررسی در مقاله یعنی مقایسهز طرفی با توجه به  ا

𝐿1روش   − 𝑀𝑆𝑆𝐴    روش کلاسیک  با𝑀𝑆𝑆𝐴  های  در برابر داده

زمانی استفاده   هایهای دورافتاده در سری دورافتاده از حضور داده 

است. داده  شده  تولید  تعدادهای  برای  به  ابتدا  مشاهده     nدورافتاده، 
(n=5,10 )   سازی شده به طور تصادفی انتخاب کرده  از سری زمانی شبیه

هایی در تمامی مثال  برابر آنها را جایگزین شد.  δو سپس به جای آنها،  

,1}برابر با    δضرایب    مقدار د شد  نکه ارائه خواه 1٫۵ , ۲,  { 3 و  ۲٫۵

طور مشخص  ها هر نمودار به . لازم به توضیح است در تمامی شکل است

𝑛های جایگزین  برای حجم نمونه  = 𝑛یا    ۵ = رسم شده است.    1۰
با توزیع نرمال استاندارد    (휀)دو سری زمانی خطا    هر  بهکه  ضمن این 

نوفه  به عامل  است.عنوان  شده  )روند(   اضافه  خط  هر  نمودار 
ی میانگین توان دوم خطاها برای هرکدام از  ی نسبت ریشهدهنده نشان

𝐿1روش    ۲ − 𝑀𝑆𝑆𝐴   روش کلاسیک  و  𝑀𝑆𝑆𝐴   است که برای طول
با    با پارامترهای بازسازی اختصاص داده شده به آنها   های متفاوتپنجره 

  تعیین شده است. δیک حجم خاص و مقدار  

عنوان یک سری زمانی دو متغیره برای های زیر بهسری   اول: مثال  

 اند.گرفته شده سازی در نظر شبیه

𝑦1 = 3 sin (
۲𝑡π

1۲
) + 휀 

𝑦۲ = ۲sin (
۲𝑡π

1۲
+

𝜋

4
) + 휀 

در نظر   ۲این سری زمانی برای حالت افقی    یمرتبه   کهاین با توجه به  

شده   از    بر بنا[،  4]گرفته  و  سه   ۲این  بازسازی  برای  اول  ویژه  تایی 

بینی این سری زمانی دومتغیره در حالت افقی استفاده شده است. پیش 

ی انتخاب پارامتر  های کلی در مورد نحوه همچنین با توجه به راهنمایی

پارامتر    کهاین طول پنجره که در قسمت قبل ارائه شده و نیز با توجه به  

از دوره  طول پنجره    ،ی تناوب سری زمانی استطول پنجره ضرایبی 

است در نظر    1۲ی تناوب این سری زمانی که  صورت ضرایبی از دوره به

 . گرفته شده است

 

 

 

 

 

 

 1۰برای بازسازی با اندازه نمونه  RMAEو  RRMSEنمودارهای  -۱شکل 

   

 n=10بازسازی ؛  n=10بازسازی ؛ 

 پارامتر طول پنجره پارامتر طول پنجره
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 ۵برای بازسازی با اندازه نمونه  RMAEو  RRMSEنمودارهای  -۲شکل 
 

نمودارهایی هستند که برای مقایسه بازسازی    ۲و    1های  شکل 

روش سری  دو  به  زمانی  𝐿1های  − 𝑀𝑆𝑆𝐴  کلاسیک  و  روش 

𝑀𝑆𝑆𝐴  ی  به ازا  1اند. در شکل  رسم شده𝛿 = {1, 1٫۵ , ۲,  { 3 و   ۲٫۵

و    دورافتادههای  برای ساختن داده   تایی  -1۰انتخاب یک نمونه  

تایی برای ساختن  ۵به ازای همین ضرایب یک نمونه    ۲در شکل  

طور که این همان  اند. بنا بردر نظر گرفته شده   دورافتادههای  داده 

شکل این  میدر  مشاهده  نمونهها  دو  هر  برای  انتخابی  شود  ی 

کمتر از یک شده و    RMAEو    RRMSEنسبت خطاها یعنی  

های دور افتاده در سری زمانی  این بدان معناست که با حضور داده 

𝐿1عملکرد روش   − 𝑀𝑆𝑆𝐴   های زمانی بهتر از  در بازسازی سری

 است.   روش کلاسیک

بینی نمودارهایی هستند که برای مقایسه پیش   ۴و    3های  شکل 

روش کلاسیک  سری  دو  به  زمانی  L1و    𝑀𝑆𝑆𝐴های  − MSSA 

های  ها به سری اند. همانند قسمت بازسازی در این شکل شده   ارائه

داده  با ضرایزمانی  𝛿ب  های دورافتاده  = {1, 1٫۵ , ۲,   { 3 و  ۲٫۵

تایی اضافه    -1۰و    ۵تصادفی به ترتیب با حجم نمونه    صورتبه

 شده است.  

بوده، با افزایش    ۵یا  1۰ی انتخابی  درهر دو حالتی که حجم نمونه 

RRMSEهای دور افتاده،  ضریب داده  < شده و عملکرد روش   1

L1 − MSSA    از تکین  کلاسیک  روشبهتر  مقادیر    مجموعه 

 است.    چندمتغیره

نمودار   برای  نمونه    RMAEاما  انتخاب  تمام   -1۰با  در  تایی 

L1های دورافتاده، عملکرد روش  ضرایب داده  − MSSA    بهتر از

بر اساس  است.  مجموعه مقادیر تکین چندمتغیره    کلاسیک  روش

،  باشدتایی    -۵که حجم نمونه    زمانی  ،بینیدر پیش همین معیار  

باشد  ی دورافتاده داده   یه مشاهد  کهدر حالی   نداشته  ای وجود 

 عملکرد هر دو روش یکسان است. 

 

 

 1۰بینی با اندازه نمونه  برای پیش RMAEو  RRMSEنمودارهای  -3شکل 

 n=5بازسازی؛  n=5بازسازی؛ 

 پارامتر طول پنجره پارامتر طول پنجره

 n=10بینی؛ پیش

 پارامتر طول پنجره پارامتر طول پنجره

 n=10بینی؛ پیش
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 ۵بینی با اندازه نمونه برای پیش  RMAEو  RRMSEنمودارهای  -۴شکل 
 

زیر  سری مثال دوم:   متغیره  به های  زمانی دو  عنوان یک سری 

 : اندشده   سازی در نظر گرفتهبرای شبیه

𝑦1 = 3 𝑐𝑜𝑠 (
۲𝑡π

1۲
) + 휀 

𝑦۲ = 3cos (
۲𝑡π

1۲
+

𝜋

۲
) + 휀 

در   ۲زمانی برای حالت افقی    هایاین سری   ی ماتریس مسیررتبه

تایی ویژه اول برای  سه  ،۲این از    بر بنا  [.۴است ]نظر گرفته شده  

بینی این سری زمانی دومتغیره در حالت افقی  بازسازی و پیش 

عنوان ضرایبی از  استفاده شده است. همچنین طول پنجره را به

 است در نظر گرفته شده است.   1۲ی تناوب سری زمانی که  دوره 

 

 

 

 

 1۰برای بازسازی با اندازه نمونه  RMAEو  RRMSEنمودارهای   -5شکل 

 پارامتر طول پنجره پارامتر طول پنجره

 n=5بینی؛ پیش n=5بینی؛ پیش

 پارامتر طول پنجره پارامتر طول پنجره
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 پارامتر طول پنجره

 

 

 ۵برای بازسازی با اندازه نمونه   RMAEو  RRMSEنمودارهای  -۶شکل 

نمودارهایی هستند که برای مقایسه بازسازی    ۶و    ۵  هایشکل 

L1های زمانی به دو روش  سری  − MSSA  کلاسیک  و  𝑀𝑆𝑆𝐴 

تایی و تمام    -1۰و    ۵برای هر دو حالت حجم نمونه    اند.رسم شده 

  RRMSEنسبت خطاها یعنی  ،دورافتادههای ضرایب تولید داده 

کمتر از یک شده و این بدان معناست که با حضور    RMAEو  

L1های دور افتاده در سری زمانی عملکرد روش  داده  − MSSA 

سری  بازسازی  حالتدر  از  بهتر  زمانی  کلاسیک   های    روش 

𝑀𝑆𝑆𝐴  .است 

بینی برای مقایسه پیش   7شکل در    RMAEو    RRMSEنمودارهای  

L1و    𝑀𝑆𝑆𝐴های زمانی به دو روش کلاسیک  سری − MSSA    مورد

نسبت خطای بین دو روش    RRMSEر نمودار  داند.  استفاده قرار گرفته 

روش   عملکرد  نتیجه  در  و  شده  از یک  L1کمتر  − MSSA   از بهتر 

است. اما برای    چندمتغیرهمجموعه مقادیر تکین    کلاسیک  روشعملکرد  

RMAE    های دورافتاده،  در تمام ضرایب داده   تایی  -1۰با انتخاب نمونه

L1 روشبهتر از   𝑀𝑆𝑆𝐴عملکرد روش کلاسیک  − MSSA است  . 

 
 n=10بینی؛ پیش n=10بینی؛ پیش

 

 

 1۰بینی با اندازه نمونه برای پیش  RMAEو  RRMSEنمودارهای  -۷شکل 
 

 پارامتر طول پنجره پارامتر طول پنجره

 n=5بازسازی؛ 

 

 n=5بازسازی؛ 

 

 پارامتر طول پنجره
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 ۵بینی با اندازه نمونه برای پیش  RMAEو  RRMSEنمودارهای  -8شکل 
 

 

نمودارهای    8شکل   شامل  برای    RMAE  وRRMSE که 

نشان  ،  است   ی مثال دومههای زمانی دو متغیر بینی سریپیش 

نمونه   چهچنان دهد  می کردن    یاندازه  اضافه  برای  انتخابی 

،  های دورافتاده داده   ضریب  افزایش  باشد با  ۵های دورافتاده  داده 

L1ش عملکرد رو  RRMSEبا توجه به معیار   − MSSA    بهتر از

 . است 𝑀𝑆𝑆𝐴روش کلاسیک  عملکرد  

عنوان یک سری زمانی دو متغیره برای  های زیر بهسری مثال سوم:  

 اند.گرفته شده سازی در نظر شبیه
 

𝑦1 = 3 𝑐𝑜𝑠 (
۲𝑡π

1۲
) + 휀 

𝑦۲ = ۲cos (
۲𝑡π

1۲
+

𝜋

4
) + 휀 

 
در نظر گرفته    ۲این سری زمانی برای حالت افقی    ی ماتریس مسیررتبه
]   شده از    بر بنا  [.4است  و  سه ،  ۲این  بازسازی  برای  اول  ویژه  تایی 
بینی این سری زمانی دومتغیره در حالت افقی استفاده شده است. پیش 

ی تناوب سری زمانی که  عنوان ضرایبی از دورههمچنین طول پنجره به 
 است در نظر گرفته شده است. 1۲

در حالت بازسازی برای     RMAEو RRMSE های  نمودار  ۹در شکل  
تر با خروجی دو مثال دیگر دارند. در این مثال  مثال سوم نتایجی متفاوت 

مقایسه  RRMSE نمودار 𝐿1 د  عملکر  یبرای  − 𝑀𝑆𝑆𝐴 روش و 
  با ی دورافتاده  داده   1۰  حضور  با  بازسازی  حالت  در 𝑀𝑆𝑆𝐴  کلاسیک

نمودار متوجه    این به  توجه  با  .دهدمی  نشان  را  {3  و ۲.۵,  ۲,  1.۵}  ضرایب
بزرگتر شوند عملکرد    های دورافتادهتولید داده   ضرایب  چهچنان شویم  می
𝐿1ش  رو  − 𝑀𝑆𝑆𝐴    بهتر از عملکرد روش کلاسیک𝑀𝑆𝑆𝐴    خواهد

  3  و   ۲این تنها در دو حالت که ضرایب تولید داده دورافتاده    بر  بود. بنا

𝑅𝑅𝑀𝑆𝐸باشد،   < بود   1 شبیه   RMAEنمودار    .خواهد  تفسیری 
L1دارد و عملکرد    RRMSEنمودار   − MSSA   های  زمانی که داده

با  دورافتاده  مقایسه  در  باشد  مشاهدات  در  کلاسیک   بزرگتری    روش 
𝑀𝑆𝑆𝐴   بهتر خواهد بود و𝑅𝑀𝐴𝐸 <  .است 1

 

 

  

 1۰برای بازسازی با اندازه نمونه   RMAEو  RRMSEنمودارهای  -9شکل 
 

 پارامتر طول پنجره پارامتر طول پنجره

  

 پارامتر طول پنجره پارامتر طول پنجره

 n=5بینی؛ پیش n=5بینی؛ پیش
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 n=5بازسازی؛  n=5بازسازی؛ 

 n=10بینی؛ پیش

 n=5بینی؛ پیش n=5بینی؛ پیش

 n=10بینی؛ پیش

 

  

 ۵برای بازسازی با اندازه نمونه  RMAEو  RRMSEنمودارهای  -۱۰شکل 
 

روش   RMAEوRRMSE های  نمودار   1۰شکل   دو   عملکرد 

𝐿1 − 𝑀𝑆𝑆𝐴    و کلاسیک𝑀𝑆𝑆𝐴    در بازسازی نشان   یمرحله را 

شکلدهدمی این  به  توجه  با  کهز  .  داده   مانی  دورافتاده  ضریب  های 

می  خطاها    بابندافزایش  براینسبت  که  جایی  تا  یافته   کاهش 

 𝛿 = مورد  {3, ۲٫۵} دو  هر    RMAEو  RRMSEمقدارهای    در 

یک   از  عملکرد   شده کمتر  نتیجه  در  𝐿1  و  − 𝑀𝑆𝑆𝐴    مقایسه با  در 

 ی بازسازی بهتر است.در مرحله  𝑀𝑆𝑆𝐴روش کلاسیک  

 
  

 1۰بینی با اندازه نمونه برای پیش RMAEو  RRMSEنمودارهای  -۱۱شکل 

 
  

 ۵بینی با اندازه نمونه برای پیش RMAEو  RRMSEنمودارهای  -۱۲شکل 

 

   RMAEو RRMSE های به ترتیب نمودار  1۲و    11های  شکل 

حضور   سری   دورافتادهی  داده   ۵  و  1۰برای  مشاهدات  های  در 

چندمتغیره  نمودارها  ،  زمانی  عملکراین  بودن   دبهتر 

𝐿1 − 𝑀𝑆𝑆𝐴  روش  بینی را نسبت به عملکرد  ی پیش در مرحله

می   𝑀𝑆𝑆𝐴کلاسیک   نمودارها    همچنین  .دهندنشان  این  از 

کهتوان  می یافت  دست  نتیجه  این  مرحله  به  پیش در  بینی ی 

 پارامتر طول پنجره پارامتر طول پنجره

  

 پارامتر طول پنجره پارامتر طول پنجره

  

 پارامتر طول پنجره پارامتر طول پنجره
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بیشتر و بزرگتر باشند عملکرد    دورافتادههای  تعداد داده   چهچنان 

L1 − MSSA   روش کلاسیک  بهتر از عملکرد𝑀𝑆𝑆𝐴  .است 
در هر دو   RMAE و RRMSE نمودارهای  یهمه ی  با مشاهده 

  انتخابرسد که  گونه به نظر می این   ،تایی1۰و   ۵های  نمونه   حالت

طول پنجره در رسیدن به نتیجه مطلوب تأثیرگذار خواهد    مناسب

 .بود

 ی واقعی هایایه -۲-3

عملکرد کارایی روش تحلیل مجموعه  بررسی این بخش برای  در

چندمتغیره  تکین  روش    در استوار ی  مقادیر  با  افقی  حالت 

یک  قیمت قهوه که    هایدر حالت افقی از داده  MSSAکلاسیک  

از    صورتبه   مشاهده  ۷۰1با    متغیرهدو    زمانیسری   ماهانه 

January    تا   1۹۶۰سالMay     استفاده    ،باشدمی ۲۰18سال

  با  TSstudioی  و در بسته  Rافزار  نرم  ها درشده است. این داده 
  این دلیل استفاده از . قابل دسترس هستند  Coffee_Pricesنام 

نقاط دورافتاده در نمودار سری زمانی و دوماً    داشتن  اولاً  هاداده 

ی اول  مشاهده   ۶۶۶از   .(13 شکل)  باشددومتغیره بودن آنها می 

و   بازسازی  برای  زمانی  سری  برای  مشاهده   3۵این  بعدی  ی 

 بینی استفاده شده است. پیش 
انجام محاسبات لازم، ماتریس مسیر را    کهاین با توجه به   برای 

رفتار مقادیر ویژه  از  ایم لذا با استفاده  افقی در نظر گرفته  صورتبه

نمایش    1۴که در شکل    ۴۶8برای طول پنجره    ماتریس مسیر

در هر دو    [۹]شده    ارائهداده شده و با توجه به مطالب و دلایل  

بینی در نظر  مقدار اول مقادیر ویژه برای بازسازی و پیش  ۶روش  

 شود. گرفته می
  های »بردار  «،های ویژه»برداری  نمودارهابا بررسی قدم به قدم  

 ۴و    3ی تناوب  و وجود دوره   همبستگی«w-» « ویجفت  ژهیو

)ضریبی از    3۶ها، پارامتر طول پنجره را مقداری بین  برای داده 

  بیشترین عنوان  به  ۴۶8۲۴عنوان کمترین و  ها( بهدوره تناوب داده 

  ، در نظر گرفته شده است. انتخاب کرد  توانیمای که  طول پنجره 

را به مقدار طول پنجره    3۶در هر مرحله ضریبی از    ۴۶8تا    3۶از  

در  وردن پارامتر بازسازی  آبه دست  ،  اضافه کرده و در محاسبات

گرفت اه شد.  نظر  به  توجه  برا  نیبا  که    پارامتر   نییتع  یمطلب 

  و  یاضیر  روش  یواقع  یها داده   یبندگروه   نحوه  ای  یبازساز

  پنجره،   طول  هر  یازا  بهبنا بر این    ندارد  وجود  یخاص  شدهفرموله

و یجفت  ژهیو  های»بردار  ، «ویژههای  »برداری  نمودارها  » 

«-w»حاصل بر اساس اطلاعات    مجدداً رسم شده و   همبستگی  

  هر  با  متناسب  یپارامتر بازساز   ،تجربه محققنمودارها و  شده از  

پارامتر    نییتعبا    د.ش  نییتع  پنجره  طول و  پارامتر طول پنجره 

  ی بازساز   یاز مرحله   یریگنی انگیمو    یبنددو گام گروه   ،ی بازساز

پنجره    یهاطول   با  متناسبخاطر    نی. به همشودانجام میها  داده 

  ی های شده و خروج  نییتع  زین  یپارامتر بازساز   ریمقاد  ،متفاوت

اساس   بر  سپس  آمد،  دست  به  آنها  با  متناسب  برنامه 

  سه یمقا  مورد  روش  دو  عملکرد  ، RRMSE   RMAEهایاریمع

برای    1۵های  نمودار  صورتبه  زین  هاسه یمقا  نیا  جهی. نتگرفت  قرار

 . است  شده  رسم  بینیبرای پیش   1۶بازسازی و  
 

 

 
𝐿)بر اساس فرمول   24 =

𝑝

𝑝+1
(𝑁 + 1)) 
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 ۲۰18تا ماه پنجم سال  1۹۶۰ماه اول سال  از فروش قهوه های زمانی سری -۱3شکل 
 

Number 

S
in

g
u

la
r 

v
al

u
e

 

 ۴۶8مسیر برای طول پنجره رفتار مقادیر ویژه ماتریس نمودار  -۱۴شکل 

می   1۵شکل   تقریباًنشان  که  پارامتر    دهد  و  پنجره  طول  افزایش  با 

𝐿1بازسازی، کارایی روش   − 𝑀𝑆𝑆𝐴    بهتر از روش کلاسیک𝑀𝑆𝑆𝐴  

𝑅𝑅𝑀𝑆𝐸است و مقدار   < 𝑅𝑀𝐴𝐸و  1 <  . است 1

روش    1۶شکل   دو  عملکرد  مقایسه  𝐿1که  − 𝑀𝑆𝑆𝐴    روش  و

دهد گویای این  بینی نشان میی پیش را در مرحله   𝑀𝑆𝑆𝐴کلاسیک  

می  تقریباًواقعیت  که  بازسازی،    باشد  پارامتر  و  پنجره  طول  افزایش  با 

𝐿1کارایی روش   − 𝑀𝑆𝑆𝐴    بهتر از روش کلاسیک𝑀𝑆𝑆𝐴    است و

𝑅𝑅𝑀𝑆𝐸مقدار   < 𝑅𝑀𝐴𝐸و  1 <  .است 1

year 
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𝐿۱ برای مقایسه عملکرد دو روش RMAEو  RRMSE نمودارهای -۱۵شکل  − 𝑀𝑆𝑆𝐴  و𝑀𝑆𝑆𝐴 های واقعیداده  بازسازیدر  کلاسیک 

 

𝐿۱مقایسه عملکرد روش  برای RMAEو  RRMSEنمودارهای  -۱6شکل  − 𝑀𝑆𝑆𝐴 روش کلاسیک   و𝑀𝑆𝑆𝐴 های واقعی داده  بینیدر پیش 

 

های زمانی فروش  سراله برای سرریبینی یکپیش  ،1۷در شرکل  

در نظر گرفتن   و  (LRF)بازگشتی خطی   استفاه از روش  قهوه با

انجام شده است.    ۶و پارامتر بازسازی    ۴۶8ی  پارامتر طول پنجره

بینی با کادری که به دور آنها کشریده  در این نمودار مقادیر پیش

 شده مشخص شده است.  
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 ۲۰1۹تا ماه پنجم سال  ۲۰18سال  ششمماه  از فروش قهوه های زمانی  سریبینی نمودار پیش -۱7شکل 

 گیرینتیجه- ۴

بینی سازی و پیش سازی کیفیت مدل منظور بهینه در این مقاله به

کلاسیک   روش  از  آمده  دست  داده   MSSAبه  حضور  های  با 

دورافتاده، روش استوارسازی بر اساس تغییر نُرم به کار رفته در  

ی جدید از  نسخه  پیشنهاد شد. این روش که یک ماتریس مسیر  

، و تغییر ساختار ماتریس  𝐿1س نُرم  بر اسا   𝑀𝑆𝑆𝐴روش کلاسیک  

مرحله در  شیوه مسیر  عنوان  به  است  بازسازی  در  ی  نوین  ای 

سری  مدل استوارسازی  بهبود  برای  زمانی  شناخته  های  سازی 

بهینه  شود.می بر  علاوه  روش  این  مدل  لذا  کیفیت  سازی 

افزایش کارایی تحلیل و پیشپیشنهادی،   های  بینی سری باعث 

 شود. زمانی نیز می 

ی در نیبش یو پ یبازساز  یهات یقابل شیافزابرای  برخی محققان

اند  داده   شنهادیپا  و حذف نقاط دورافتاده ر  ییشناسا،  𝑆𝑆𝐴  روش

تر  نسبت به نقاط دورافتاده حساس  𝐿2  رمنُبر    یمبتن 𝑆𝑆𝐴 رایز

در که    دهدمیمقاله حاضر نشان    جیکه نتا  ی. در حال[1۹]ت اس

  توانی م،  دورافتاده  نقاط  یدارا   یزمان  یهای سر   صورت مواجهه با

  ی بهتر   جینتا به  𝐿1به    𝐿2  از  𝑀𝑆𝑆𝐴  ماتریسی در  رمنُ  رییبا تغ

  نیو تضم  شتهداده وجود ندا  ل یتبد  به  یازینزیرا    کرد  دایپ  دست

 از دست نرود.   یاتاطلاع  چ یکند که هیم

𝐿۱ی جدید پیشنهادی ) برای ارزیابی عملکرد نسخه − 𝑀𝑆𝑆𝐴  )

در   RMAEو    RRMSEمعیارهای  از    MSSAبا روش کلاسیک  

شبیه داده مطالعات  و  این سازی  در  شد.  استفاده  واقعی  های 

داده کردن  اضافه  با  ضرایب  ارزیابی  و  حجم  با  دورافتاده  های 

سازی عملکرد دو روش بیان شده در  ی شبیهمتفاوت در مرحله 

پیش مرحله  و  بازسازی  گرفتند.  ی  مقایسه  مورد  براساس  بینی 

نتایج تحلیل شبیه از  واقعی  سازی و داده مشاهدات حاصل  های 

های دورافتاده در سری زمانی وجود  اگر داده نشان داده شد که  

باشند، موارد    داشته  تمام  در  روشتقریباً    ناپارامتری   کارایی 

تکین   مقادیر  متغیرهاستوار شده  مجموعه  𝐿۱  چند  − 𝑀𝑆𝑆𝐴 

   .کلاسیک این روش استبهتر از حالت  
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Abstract 

In time series analysis, ignoring outliers leads to misidentification of the model, biased 

estimation of parameters, and poor predictions. One of the reliable non-parametric 

methods in predicting and improving the quality of multivariate time series modeling is 

the multivariate Singular Spectrum Analysis (MSSA) technique, which does not require 

any initial assumptions. The presence of outliers affects the Frobenius norm of matrix 

and reduces the efficiency of the MSSA method. In this research, a new version of 

MSSA based on the L1- norm is proposed. Then the performance of this method is 

compared with basic MSSA using simulation studies and real data. 

Key Words: Multivariate Singular Spectrum Analysis (MSSA), Robustification, 

Outliers, L1-norm, Ratio of Root Mean Square Errors (RRMSE), Ratio of Mean 

Absolute Errors (RMAE). 

1- Introduction 

Multivariate Singular Spectrum Analysis (MSSA) is a nonparametric method to analyze 

signals without any assumptions of the underlying system. It can decompose the original 

time series into a set of components, which are recognized as either a trend, periodic or 

quasi-periodic signal or noise. The matrix norm used in MSSA is the Frobenius norm 

which is not robust to the outliers. In order to robustify the method, the Frobenius norm 

is replaced by the L1 -norm and a new version of MSSA (L1-MSSA) is proposed. In this 

approach; a method for computing the signal matrix and the hankelization method using 

the L1- norm are proposed. Using real-world data and the simulation studies the 

 
1 Corresponding Author: masyar@pnu.ac.ir 

mailto:kalantarimahdi@pnu.ac.ir


516          Improving the Quality of Time Series Modeling and Forecasting Using …                  

 ۱۴۰۱زمستان    - ۴شماره    - ۱۲جلد     نشریه مهندسی و مدیریت کیفیت

performance of L1-MSSA and basic MSSA are compared. Appling the Root Mean 

Square Errors (RMSE) and Mean Absolut Error (MAE) criteria, show that the L1-MSSA 

outperforms basic MSSA in reconstruction and forecasting. 

2- Methodology 

The Multivariate Singular Spectrum Analysis (MSSA) technique consists of two 

complementary stages: Decomposition and Reconstruction, and both of them include 

two separate steps. In the first stage, we decompose the series to enable signal extraction 

and noise reduction. In the second stage, we reconstruct a less noisy series and use the 

reconstructed series for forecasting new data points [1]. In the MSSA method there are 

two forms for the trajectory matrix: vertical and horizontal. The vertical and the 

horizontal forms are called VMSSA and HMSSA, respectively. The matrix norm used 

in basic MSSA is the Frobenius norm which is not robust in the presence of outliers. In 

this paper, in order to robustify the method, the Frobenius norm is replaced by the L1 

norm and a new version of MSSA (L1-MSSA) is proposed. In L1-MSSA, the negative 

effects of outliers is reduced by utilizing the median instead of averaging for trajectory 

matrix hankelization in the last step of time series reconstruction (averaging) and the 

performance of L1-MSSA and basic MSSA in reconstruction and forecasting are 

evaluated using the real-world and simulated time series that are contaminated with 

outliers. To measure the accuracy of forecasting results, we use the commonly adopted 

forecasting performance evaluation measures of Root Mean Squared Errors (RMSE) 

and Mean Absolute Errors (MAE). Moreover, the effects of outliers on forecasting and 

reconstruction for two procedures are evaluated. The following ratios are used for 

comparing the established and newly proposed MSSA methods: 

 

 

𝑅𝑅𝑀𝑆𝐸 =
 𝑅𝑀𝑆𝐸 𝑏𝑎𝑠𝑒𝑑 𝑜𝑛  𝐿1 − 𝑀𝑆𝑆𝐴

𝑅𝑀𝑆𝐸 𝑏𝑎𝑠𝑒𝑑 𝑜𝑛  𝑏𝑎𝑠𝑖𝑐 𝑀𝑆𝑆𝐴 
 

 

𝑅𝑀𝐴𝐸 =
 𝑀𝐴𝐸 𝑏𝑎𝑠𝑒𝑑 𝑜𝑛  𝐿1 − 𝑀𝑆𝑆𝐴 

𝑀𝐴𝐸 𝑏𝑎𝑠𝑒𝑑 𝑜𝑛  𝑏𝑎𝑠𝑖𝑐 𝑀𝑆𝑆𝐴 
 

 

 

If 𝑅𝑅𝑀𝑆𝐸 < 1  and 𝑅𝑀𝐴𝐸 < 1 , then the L1-MSSA procedure outperforms basic 

MSSA. Alternatively, when 𝑅𝑅𝑀𝑆𝐸 > 1 𝑎𝑛𝑑 𝑅𝑀𝐴𝐸 > 1, it would indicate that the 

performance of the 𝐿1 − 𝑀𝑆𝑆𝐴 procedure is worse than basic MSSA. 

The purpose of determining the reconstruction parameter in the grouping step of MSSA 

is to separate noise and signal [6]. This parameter is equal to the first 𝑟 singular values 

and the corresponding eigenvectors are chosen to approximate the original series. 

Selection of the proper window length (denoted by 𝐿) depends on the structure of time 

series and the preliminary information of the data. Theoretical results indicate that L 

should be large enough but not greater than [
𝑁

2
]. Furthermore, if we know that the time 

series may have a periodic component with an integer period then to get better 

separability of this periodic component it is advisable to take the window length 

proportional to that period [3]. Regarding the window length, Hassani and 

Mahmoudvand (2013) showed that a value close to the 𝐿 = [
𝑝(𝑁+1)

𝑝+1
]  𝑎𝑛𝑑 𝐿 = [

(𝑁+1)

𝑝+1
] 
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is optimal for HMSSA and VMSSA, respectively. In these formulas, N is the length of 

the time series and p is the number of variables in the time series [4, 5].  

3- Results  

In this section, the results of the paper are presented. To generate outliers, first, 𝑛 

observations (n=5,10) are randomly selected from the simulated time series and then a 

multiplication (𝛿) of them is substituted for each selected observation. In all examples, 

the values of δ are equal to 1, 1.5, 2, 2.5, and 3. In this section, we present an example 
to declare the purposed method. As an example, we consider the following Sine series: 

𝑦1 = 3 sin (
2𝑡π

12
) + 휀 

t=1, 2, ..., 200, 
𝑦2 = 2sin (

2𝑡π

12
+

𝜋

4
) + 휀 

where 휀~𝑁(0, 1) is the noise component. The first 190 observations were considered 
as in-sample (reconstruction) and the rest as out-of-sample series (forecasting). Since 
the rank of the trajectory matrix for this model (HMSSA) is equal to 2 we choose r =2. 
Using the recommendations given in Sec.2, we take L =12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, and 96. 

In figures 1 and 2, the plots of RRMSE and RMAE for reconstruction are depicted for 
𝑛 = 5 𝑎𝑛𝑑 10. The plots of RRMSE and RMAE show that L1-MSSA is better than basic 
MSSA for all values of L and δ (RRMSE<1 and RMAE<1). 

  

Figs. 1- The plots RRMSE and RMAE for reconstruction and sample size 10 

Length window 

Reconstruction; n=10   Reconstruction; n=10 
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Figs. 2- The plots RRMSE and RMAE for reconstruction and sample size 5 

 

 

 

Fig. 3- The plots RRMSE and RMAE for forecasting and sample size 10 

 

In figures 3 and 4, the plots of RRMSE and RMAE for forecasting out of samples are 
depicted for 𝑛 = 5, 10. The plot of RRMSE shows that L1-MSSA is better than basic 
MSSA for 𝐿 =  72 𝑎𝑛𝑑 𝛿 = 3. 

 

 

 

Fig.4- The plots RRMSE and RMAE for forecasting and sample size 5 

 

Reconstruction; n=5 

 

Reconstruction; n=5 

 

Forecasting; n=10   Forecasting; n=10   

Forecasting; n=5   Forecasting; n=5   
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For 𝑛 = 5 𝑎𝑛𝑑 10 , according to RRMSE, by increasing 𝛿, the efficiency of  

𝐿1 − 𝑀𝑆𝑆𝐴 tends to increase. But based on RMAE, the performance of the L1-MSSA 

method is better than the basic MSSA for all values of n, L, and 𝛿. When 𝛿 = 1  (i.e. 

no outliers), the performance of both methods (L1-MSSA and basic MSSA) are the same 

in forecasting. 

4- Discussion and Conclusion 

In this paper, to optimize the quality of modeling and forecasting obtained from the 

basic MSSA with outliers, a robust method was proposed by replacing Frobenius norm 

with the 𝐿1 − 𝑛𝑜𝑟𝑚. This method is a new way of using robust time series to improve 

modeling. In addition to optimizing the quality of the proposed model, this technique 

increases the efficiency of time series analysis and forecasting. In order to increase the 

reconstruction and forecasting performance of the SSA method, identifying and 

removing outliers have been suggested by some researchers, because SSA based on the 

L2 norm is more sensitive to outliers [2]. The results of this paper show that in the case 

of encountering time series with outliers, better results can be obtained by changing the 

matrix norm in MSSA from L2 to L1 because there is no need to transform the data and 

it ensures that no information is lost. This study considered both RMSE and MAE 

criteria. In brief, the comparison of forecasting results showed that L1-MSSA is more 

accurate than the basic MSSA version, further confirming the results obtained via 

theoretical results. 
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