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 مقدمه .  1

پدیده  تحلیل  و  تجزیه  از    هایدر  عمر،  طول  با  مرتبط  تصادفی 

می استفاده  اعتماد  قابلیت  نظریه  زمان  شود  مباحث  آن،  در  که 

خرابی یک واحد صنعتی و یا زمان مرگ یک واحد بیولوژیک مورد  

مورد مطالعه    های. نرخ خطر یکی از شاخص گیردبررسی قرار می

در نظریه قابلیت اعتماد است که در تحلیل بقا و بررسی عملکرد  

طول عمر،    های. یکی از توزیع شودبه آن پرداخته می   هاسیستم

  های گسترده در تجزیه و تحلیل داده  طورتوزیع نمایی است که به

صنعتی و پزشکی کاربرد دارد و خاصیت عدم حافظه و همچنین  

ویژگی  از  خطر  نرخ  بودن  شمار    های ثابت  به  توزیع  این  جالب 

 .  رودمی

کنید   ,𝑋𝑛فرض  … , 𝑋2, 𝑋1    تصادفی نمونه  از    𝑛یک  تایی 

 و تابع چگالی    𝜃واحدهای آزمایشی با توزیع نمایی، نرخ خطر  

𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝜃exp(−𝜃𝑥);   𝑥 > 0, 𝜃 > 0 

گر به دلیل ممکن است که آزمایش   𝜃است. برای تخمین پارامتر    

مختلف    هایزمانی و برای کاهش هزینه، از طرح   هایمحدودیت 

طرح  انواع  با  آشنایی  برای  کند.  استفاده  داده   هاسانسور    هایو 

 [ مراجعه کرد.۱به کوهن ]  توانسانسور شده می 

 سانسور نوع اول است که در آن، آزمایش در    هایکی از این طرح 
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و فقط زمان    یابدپایان می   𝑡مانند    ای زمان از پیش تعیین شده 

زمان   از  قبل  که  نمونه  از  اعضایی  می   𝑡شکست  ،  شوندخراب 

ورد حداکثر درستنمایی  ا گردد. در این طرح، برمشاهده و ثبت می 

𝜃   به صورت 

 𝜃 =
𝑦

∑
𝑦
𝑖=1 𝑥𝑖+(𝑛−𝑦)𝑡

 

,𝑥𝑦ها و تعداد خرابی   𝑦اندازه نمونه،    𝑛است که در آن    … , 𝑥1  

 [. ۲هستند ]  𝑡های خرابی مشاهده شده تا زمان  زمان 

طور مداوم  بهرد ممکن است که واحدهای آزمایشی  در بعضی موا

داده  حالت،  این  در  که  نباشند  نظارت  آمده  تحت  بدست  های 

واحد آزمایشی در    𝑛ای هستند که در آن،  مرتبط با سانسور بازه 

𝑘    از پیش تعیین شده مانند >0زمان  𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑘   مورد

های رخ داده در  گیرند و تعداد خرابی بازرسی و نظارت قرار می 

زمان  می بین  ثبت  بازرسی  آزمایش های  طرح،  این  در  گر  شوند. 

های  اطلاعی از زمان دقیق خرابی واحدها ندارد و فقط تعداد خرابی 

 داند.  های بازرسی را میرخ داده در بین زمان 

𝑡0اگررررررررر   ≡ ، زمرررررررران شررررررررروع آزمررررررررایش و  0

(0, 𝑡1], (𝑡1, 𝑡2], … , (𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘]  هرررای  برررین زمان  هایاصرررلهف

𝑖؛  𝑦𝑖نظررارت و   = 1,2, … , 𝑘    نیررز تعررداد واحرردهای خررراب

,𝑡𝑖−1)شررررده در فاصررررله زمررررانی   𝑡𝑖]  گرررراه  نباشررررد آ

(𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑘)  ای و ترررررابع  جملرررررهدارای توزیرررررع چند

 خواهد بود  ۱رابطه  درستنمایی به صورت  
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   ۱۶۶   ای های تحت سانسور بازههایی برای برآورد پارامتر توزیع نمایی در دادهروش

 www.pqprc.ir   مدیریت کیفیتنشریه مهندسی و  

𝐿(𝜃|𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑘) ∝ (𝐹(𝑡1; 𝜃))𝑦1(𝐹(𝑡2; 𝜃) − 𝐹(𝑡1; 𝜃))𝑦2  

× … × (𝐹(𝑡𝑘; 𝜃) − 𝐹(𝑡𝑘−1; 𝜃))𝑦𝑘   × (1 −

𝐹(𝑡𝑘; 𝜃))𝑛−∑𝑘
𝑖=۱ 𝑦𝑖        (۱) 

 𝜃وردگر حداکثر درستنمایی پارامتر  اخواهد بود. در این حالت، بر 

های عددی  ندارد و برای محاسبه آن بایستی از روش  ایفُرم بسته

این  با توجه به  های نظارت  ها زمان   𝑡𝑖(،  ۱که در )استفاده کرد. 

آزمایش  و  نیز  هستند  آزمایشی  واحدهای  شکست  زمان  از  گر 

اطلاعی ندارد، نمایشی دیگر از تابع درستنمایی که به تابع شبه 

 درستنمایی موسوم است به صورت  

𝐿(𝜃|𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑘) 

∝ [𝑡1𝑓(𝑡1
∗; 𝜃)]𝑦1[(𝑡2 − 𝑡1)𝑓(𝑡2

∗; 𝜃)]𝑦2 

× … × [(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1)𝑓(𝑡𝑘
∗; 𝜃)]𝑦𝑘 × [1 − 𝐹(𝑡𝑘; 𝜃)]𝑛−∑𝑘

𝑗=1 𝑦𝑗 ; 

𝑡𝑖
∗ ∈ {𝑡𝑖−۱, 𝑡𝑖 ,

𝑡𝑖−1 + 𝑡𝑖

2
} , 𝑖 = 1, … , 𝑘 

مبتنی بر تابع شبه  این در روش    بر  شود. بنادر نظر گرفته می   

های  درستنمایی که موسوم به روش جانشانی است، به جای زمان 

𝑡𝑖ام،  -  𝑖شکست در بازه  
یعنی نقاط کرانی و یا نقطه میانی آن   ∗

 بازه در نظر گرفته شده و پارامتر توسط  

𝜃(𝑎) =
∑𝑘

𝑖=1 𝑦𝑖

∑𝑘
𝑖=1 𝑡𝑖

∗ + (𝑛 − ∑𝑘
𝑖=1 𝑦𝑖)𝑡𝑘

; 

𝑡𝑖
∗ ∈ {𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖 ,

𝑡𝑖−1 + 𝑡𝑖

2
} , 𝑖 = 1, … , 𝑘 

ها،  [ با در نظر گرفتن نقطه میانی بازه ۳]  میکر  شود.ورد می ابر  

بر تقریبی  باتوزیع  را  پارامتر  از  ه  وردگر  است. یکی  آورده  دست 

های تحت سانسور  ورد پارامتر در حالتی خاص از داده ا های برروش 

 [ و به صورت  ۴]ژانگ و همکاران  ای نیز توسط  بازه 

𝜃̂ =
−ln(1 −

𝑦
𝑛

)

𝑡
 

آن،    در  تنها    𝑦معرفی شده که  تا  واحدهای خراب شده  تعداد 

 . از این رو  است  𝑡زمان نظارت  

𝜃̂(𝑏) =
−ln(1 − ∑𝑘

𝑖=1 𝑦𝑖/𝑛)

𝑡𝑘

 

زمان نظارت    𝑘ای با  های تحت سانسور بازه نسخه مرتبط با داده  

بر روش  مشابه  که  بود  داده ا خواهد  در  پارامتر  تحت  ورد  های 

𝑘∑سانسور نوع اول،  
𝑖=1 𝑦𝑖   ها تا زمان  یعنی تعداد خرابی𝑡𝑘   در

رود،  طور که انتظار می شود ولی در این روش هماننظر گرفته می

 ها در دسترس نیست. اطلاعی از زمان خرابی واحد 

 ، [ بر پایه روش نمودار احتمال ۵]چن و همکاران  

𝜃(𝑐) =
1

𝑘
∑

𝑘

𝑗=1

−ln(1 − ∑𝑗
𝑟=1 𝑦𝑟/𝑛)

𝑡𝑗

 

بر   برای  نمودها را  معرفی  پارامتر  بهبود  ورد  برای  همچنین  اند. 

روش 𝜃(𝑐)و،𝜃(𝑎) 𝜃(𝑏)وردگرهای  ا بر است  ،  شده  معرفی  هایی 

کارگیری روش جانشانی هستند  ه ورد پارامتر و با که مبتنی بر باز بر

[۶] . 

موضوع  از  دادهیکی  مطالعه  در  اساسی  سانسور  های  تحت  های 

بازرسی است. ساده تعیین بهترین زمانای،  بازه  ترین طرح،  های 

  زمانی برابر باشند که توسط   های ه صلاطرحی است که در آن تمام ف

است.۷]  ناناسی شده  بررسی  هم  [  و  [  ۸]اران  کالشراوی 

انتخاب زمان دستورالعمل  برای  بازرسی کارهایی  مد معرفی  ا های 

اخیراًنموده  و  روش   اند  برای  نیز  زمان هایی  نظارت  انتخاب  های 

  مالویچ و همکاران   زمانی برابر و نابرابر، توسط  هایهبهینه با فاصل

 [ معرفی شده است. ۹]

بر سه  از  مقاله،  این  عنوان    𝜃(𝑐)و  ، 𝜃(𝑎) 𝜃(𝑏)وردگر  ادر  به 

نام برده شده است.    پژوهشگرانهای موجود و مورد استفاده  روش 

بر  حال  این  است،    𝜃(𝑎)وردگر ابا  جانشانی  روش  بر  مبتنی  که 

وردی نرخ  ابرکارگیری آن منجر به کمهعملکردی ضعیف دارد و ب

کنند  تر استفاده میاز این روش کم  پژوهشگرانشود و  خطر می

وردگر حداکثر درستنمایی فرم  اکه بر[. همچنین به دلیل آن۱۰]

در    پژوهشگرانای ندارد و توزیع آن مشخص نشده است،  بسته

استفاده    𝜃(𝑐)و   𝜃(𝑏)های  وردگر ا های آماری از برانجام استنباط 

سجادی و  های معرفی شده توسط  کنند. از طرفی، توزیع روش می

[ نیز تعیین نشده است. از این رو در این مقاله سه ۶]  همکاران

نشان    𝜃(3)و   ، 𝜃(1) 𝜃(2)گردد که با وردگر وزنی معرفی میا بر

شوند و عملکرد این سه روش جدید با دو روش موجود  داده می 

𝜃(𝑏)    و𝜃(𝑐)    که عملکردی بهتر از𝜃(𝑎)  شود.  دارند، مقایسه می

از روش  توزیع مجانبی یکی  به همچنین،  های جدید که نسبت 

 شود. عملکرد بهتری دارد، بدست آورده می  هاروش   سایر

ها در بخش  وردگر جدید معرفی و عملکرد آن ا در بخش دوم، سه بر

وردگر با  اشود. در بخش چهارم توزیع مجانبی بر سوم بررسی می 

گیری نیز در بخش گردد و بحث و نتیجهعملکرد بهتر، تعیین می

 شود.  پنجم آورده می 

 وردگرهای وزنی امعرفی بر . ۲

که     کنید  بازه   𝑛فرض  سانسور  تحت  آزمایشی  دارای  واحد  ای 

 توزیع نمایی با تابع توزیع  

       𝐹(𝑥; 𝜃) = 1 − exp(−𝜃𝑥);  𝑥 > 0, 𝜃 > 0 

 زمان از پیش تعیین شده  𝑘هستند و واحدهای آزمایشی در  

  𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑘می قرار  نظارت  و  بازرسی  مورد  اگر  ،  گیرند. 

(0, 𝑡1], (𝑡1, 𝑡2], … , (𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘]  زمان   هایهاصلف نظارت  بین  های 
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;𝑦𝑖و    𝑖 = 1,2, … , 𝑘    نیز تعداد واحدهایی باشند که در فاصله

,𝑡𝑖−1)زمانی   𝑡𝑖]   می بین  شوند آن خراب  رابطه  به  توجه  با  گاه 

 پارامتر و تابع توزیع نمایی،  

𝜃𝑗 =

− ln (1 −
∑𝑗

𝑖=1 𝑌𝑖

𝑛 )

𝑡𝑗

;  𝑗 = 1, … , 𝑘 

پارامتر  ابر   برای  مختلف  همان  𝜃وردگرهایی  و  که  هستند  طور 

بنشا شد،  خواهد  داده  ناهن  مجانبی  و هست  اریبطور  ند 

  𝜃(𝑏)وردگرهای موجود  اهایی متفاوت دارند. همچنین، برواریانس 

از این بر  𝜃(𝑐)و   . براوردگر  روندشمار میه  ها بوردگر ا نیز توابعی 

𝜃(𝑏) ،  در واقع همان𝜃𝑘    و𝜃(𝑐)    نیز میانگین𝜃𝑗   در  که است ها

بر از  خاص  حالتی  وزنی  ا واقع  𝑘∑وردگر 
𝑗=1 𝛼𝑗𝜃𝑗  شمار    هب

احتمال،  .رودمی نمودار  روش  واریانس   𝜃𝑗برای    در  که  های  ها 

هایی یکسان در نظر گرفته شده که چندان  متفاوت دارند، وزن 

ی جدید که در این  هااین رو در روش رسد. از  موجه به نظر نمی 

می معرفی  برای  مقاله  وزن  𝜃𝑗شوند،  نظر  ها  در  متفاوتی  های 

 شود. گرفته می

ها را به صورت   𝜃𝑗به عنوان اولین روش وزنی، ترکیبی خطی از  

𝜃(1) = ∑𝑘
𝑗=1 𝛼𝑗𝜃𝑗  می نظر  بدر  مجان  طوریهگیریم    باًکه 

نااریبی   شرط  اعمال  با  باشد.  واریانس  کمترین  دارای  و  نااریب 

توان  ها می  𝛼𝑗نسبت به   𝜃(1)گیری از واریانس  مجانبی و مشتق 

طور که در بخش چهارم نشان داده  ن ضرایب را تعیین نمود. هما

ازای  می به  بزرگ،    𝑛شود  با    𝜃𝑗های  نرمال  توزیع  دارای  ها 

 و   𝜃میانگین  

𝐶𝑜𝑣(𝜃𝑖, 𝜃𝑗) =
𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗}; 𝜃)

𝑛𝑡𝑖𝑡𝑗𝑅(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑗}; 𝜃)
;     𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑘 

 هستند که در آن  

𝑅(𝑥; 𝜃) = 1 − 𝐹(𝑥; 𝜃) = exp(−𝜃𝑥). 

بر نااریبی مجانبی  اعمال شرط  𝑘∑وردگر،  ابا 
𝑟=1 𝛼𝑟 = با    1 و 

 گیری و انجام محاسبات،  مشتق 

𝛼𝑟 =
1

𝑉𝑎𝑟(𝜃̂𝑘−𝜃̂𝑟)
 × [𝐶𝑜𝑣(𝜃𝑘 , 𝜃𝑘 − 𝜃𝑟) −

∑𝑘−1
𝑗=1,𝑗≠𝑟 𝛼𝑗𝐶𝑜𝑣(𝜃𝑘 − 𝜃𝑟 , 𝜃𝑘 − 𝜃𝑗)]; 

    𝑟 = 1, … , 𝑘 − 1 

دست آمده و حل دستگاه  ه را خواهیم داشت. با توجه به رابطه ب   

در   وزنی  میه  ب  𝜃(1)مربوطه، ضرایب  به صورت دست  که  آیند 

ها که وردگرهای آناهستند و لذا از بر  𝜃توابعی از پارامتر مجهول  

شود.  های پیچیده هستند، استفاده می متغیرهایی تصادفی با فرم 

𝑘برای مثال، در حالت   = ۲ ،𝛼1 =
𝐶𝑜𝑣(𝜃̂2,𝜃̂2−𝜃̂1)

𝑉𝑎𝑟(𝜃̂2−𝜃̂1)
ورد  او بر   

آن نیز به صورت  

𝑦2

𝑡2
2(1−

𝑦2
𝑛

)
−

𝑦1

𝑡1𝑡2(1−
𝑦2
𝑛

)

𝑦2

𝑡2
2(1−

𝑦2
𝑛

)
−

2𝑦1

𝑡1𝑡2(1−
𝑦2
𝑛

)
+

𝑦1

𝑡1
2(1−

𝑦1
𝑛

)

 است.   

بر  دومین  معرفی  وابستگی  ا برای  وزنی،  نا  𝜃𝑗وردگر  را  دیده  ها 

تری داشته باشند. از این رو از  گیریم تا ضرایب وزنی فرم سادهمی

وردگر آن  اها )و در واقع، معکوس بر   𝜃𝑗معکوس واریانس مجانبی  

  وردگر وزنی افاده کرده و دومین بر ها( به عنوان ضرایب وزنی است

 به صورت  

𝜃(2) =

∑𝑘
𝑗=1

1

𝑉̂𝑎𝑟(𝜃𝑗)
𝜃𝑗

∑𝑘
𝑗=1

1

𝑉̂𝑎𝑟(𝜃𝑗)

=

∑𝑘
𝑗=1

𝑡𝑗
2(1 − ∑𝑗

𝑖=1 𝑌𝑖/𝑛)

∑𝑗
𝑖=1

𝑌𝑖

𝜃𝑗

∑𝑘
𝑗=1

𝑡𝑗
2(1 − ∑𝑗

𝑖=1 𝑌𝑖/𝑛)

∑𝑗
𝑖=1

𝑌𝑖

 

ورد ضرایب وزنی، این  ا ارگیری بره کدلیل ببه    که  شودمعرفی می  

وردگرهایی وابسته خواهد بود. در این اصورت مجموع بره  روش ب

ساده روش فرم  وزنی  ضرایب  بازه ،  در  اگر  ولی  دارند  های  تری 

حال  خرابی مشاهده نشود، قابل استفاده نیستند.  هیچ  نظارت اولیه  

عددی بزرگ و آخرین زمان نظارت نیز    𝑛که اگر    با توجه به این

برابر با  
𝜋

۲θ
را خواهد داشت    کمترین واریانس ممکن  𝜃𝑘باشد آنگاه    

می۶] رو  این  از  زمان [،  اگر  که  گرفت  نتیجه  نظارت  توان  های 

𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑘   0)در فاصله,
𝜋

۲θ
 گاه  انتخاب شده باشند، آن   (

𝑉𝑎𝑟(𝜃1) > 𝑉𝑎𝑟(𝜃2) > ⋯ > 𝑉𝑎𝑟(𝜃𝑘) 

 وردگر وزنی را به صورت  ااین، سومین بر   بر  برقرار است. بنا  

 𝜃(3) =
∑𝑘

𝑗=1 ∑
𝑗
𝑟=1 𝑌𝑟𝜃̂𝑗

∑𝑘
𝑗=1 ∑

𝑗
𝑟=1 𝑌𝑟

 

های با واریانس    𝜃𝑗تر به گیریم تا ضرایب وزنی کوچکدر نظر می  

تری نسبت به دو  که فرم سادهتر نسبت داده شود و هم اینبزرگ 

 روش قبلی داشته باشد.  

 سازی  مطالعه شبیه . 3

سررازی برره منظررور مقایسرره و  در این بخررش، یررک مطالعرره شبیه

و    𝜃(𝑐)و    𝜃(𝑏)وردگررررر سررررابق  ابررسرررری عملکرررررد دو بر

 گردد.  وردگر وزنی جدید ارائه میاهمچنین سه بر

هررا رخ داده  تمررام خرابی  𝑡𝑘  اگررر تررا زمرران   . 1-3ملاحظههه 

وردگرهررا قابررل تعریررف نخواهنررد  ایررک از برگرراه هیچباشررند آن

𝜃𝑗  بررود. از ایررن رو برره جررای =
−𝑙𝑛(1−∑

𝑗
𝑖=1 𝑌𝑖/𝑛)

𝑡𝑗
، از فرررم  

𝜃𝑗 اصررررلاح شررررده =
−𝑙𝑛(1−∑

𝑗
𝑖=1 𝑌𝑖/𝑛+1)

𝑡𝑗
اسررررتفاده  

 خواهیم کرد.  

سازی، برای پرهیز از حجیم شدن  در انجام شبیه  . ۲-3ملاحظه  

مقایسات، مقادیر معدودی برای پارامتر و تعداد دفعات نظارت به  

𝜃صورت   = 𝑘و      ۰/۰۳,۰/۰۵,۰/۰۷ = نظر     ۲,۳,۴ در 



   ۱۶۸   ای های تحت سانسور بازههایی برای برآورد پارامتر توزیع نمایی در دادهروش

 www.pqprc.ir   مدیریت کیفیتنشریه مهندسی و  

نسبتاًمی مقادیر  نیز  نمونه  اندازه  برای  𝑛بزرگ    گیریم.  =

نظر گرفته می  ۳۰,۴۰,۵۰,۶۰ و  در  توزیع  به  مقاله  زیرا در  شود 

 وردگرهای مورد بررسی اشاره و استناد شده است.ا مجانبی بررفتار  

𝑘اگر      . 3-3ملاحظه   = زمان    ۲ اولین  تعیین  برای  و  باشد 

گاه به ازای سه مقدار  نظارت، میانه توزیع در نظر گرفته شود آن

 پارامتر، مقادیر مختلف 

,  𝐹−1(0/5; 0/03) =
−𝐿𝑛(1−0/5)

0/03
≃ 23/1 

     𝐹−1(0/5; 0/05) ≃ 13/86 ,    𝐹−1(0/5; 0/07) ≃ 9/9 

دهند،  سازی نشان میطور که نتایج شبیهرا خواهیم داشت. همان 

تواماًزمان  پارامتر  مقدار  و  نظارت  بر  های  عملکرد  وردگرها  ا بر 

ند. از این رو برای هر سه مقدار پارامتر، میانگین  هست  ثیرگذارتأ

را   ۸۵های  ها به عنوان اولین زمان نظارت و میانگین صدک میانه 

 گیریم. به عنوان دومین زمان نظارت در نظر می

𝑘این برای    بر  بنا = ۲،   

𝑡1 =
𝐹−1(0/5; 0/03) + 𝐹−1(0/5; 0/05) + 𝐹−1(0/5; 0/07)

3
≃ 16 

𝑡2 =
𝐹−1(0/85; 0/03) + 𝐹−1(0/85; 0/05) + 𝐹−1(0/85; 0/07)

3
≃ 42 

سازی نیز  اولین و دومین زمان نظارت خواهند بود که نتایج شبیه  

  (۱۶,۴۲)آمده است. لازم به ذکر است که   ۳تا  ۱های در جدول 

𝜃برای   = صدک   ۰/۰۳,۰/۰۵,۰/۰۷ با  برابر  ترتیب  های  به 

زمان   (۶۷,۹۵)و    (۵۵,۸۸),  (۳۸,۷۲) برای  است.  نظارت  های 

𝑘 = 𝑘و    ۳ =  نیز به ترتیب به صورت  ۴
    𝑡1 =

𝐹−1(0/4;0/03)+𝐹−1(0/4;0/05)+𝐹−1(0/4;0/07)

3
≃ 12 

𝑡2 =
𝐹−1(0/6; 0/03) + 𝐹−1(0/6; 0/05) + 𝐹−1(0/6; 0/07)

3
≃ 21 

𝑡3 =
𝐹−1(0/8; 0/03) + 𝐹−1(0/8; 0/05) + 𝐹−1(0/8; 0/07)

3
≃ 36 

 و   

𝑡1 =
𝐹−1(0/2; 0/03) + 𝐹−1(0/2; 0/05) + 𝐹−1(0/2; 0/07)

3
≃ 5 

𝑡2 =
𝐹−1(0/35; 0/03) + 𝐹−1(0/35; 0/05) + 𝐹−1(0/35; 0/07)

3
≃ 10 

𝑡3 =
𝐹−1(0/65; 0/03) + 𝐹−1(0/65; 0/05) + 𝐹−1(0/65; 0/07)

3
≃ 24 

𝑡4 =
𝐹−1(0/80; 0/03) + 𝐹−1(0/80; 0/05) + 𝐹−1(0/80; 0/07)

3
≃ 36 

ثیر أ ها تحت توردگراشوند تا بررسی عملکرد بر یدر نظر گرفته م  

پارامتر قرار نگیرد و  زمان نظارت مشخصی و یا مقدار خاصی از  

 ها به درستی انجام شود.  مقایسه آن 

شبیه انجام  پایه  با  بر  𝑁سازی  = تکرار،    ۱۰۰۰۰   𝑀𝑒𝑎𝑛بار 

ها  میانگین مربعات خطای آن   𝑀𝑆𝐸(𝜃)وردگرها و  ا میانگین بر

همچنین،   ,𝐸(𝜃(𝑐)و  𝜃)  بر به  ا کارایی  نسبت   𝜃(𝑐)وردگرها 

جهت    های زیر آمده است. ضمناًمحاسبه شده که نتایج در جدول 

ت زمانأبررسی  و  پارامتر  مقدار  عملکرد  ثیر  بر  نظارت  های 

وردگرها،  ا بر
𝜋

۲θ
,𝑝̅1و     … , 𝑝̅4    آن در  که  شده   𝑝̅𝑖محاسبه 

بار    ۱۰۰۰۰  در  نظارت  زمان  امین  –  𝑖ها تا  میانگین نسبت خرابی

 تکرار است. 

𝑡1 وردگرها به ازای ا مقایسه عملکرد بر. 1 جدول = 16 , 𝑡2 = 42 , 𝑘 = 2 ,
𝜋

۲θ
= 52 , 𝜃 = 0/03 

𝐸( 𝜃(𝑐) , 𝜃 ) 𝑀𝑆𝐸(𝜃) 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑝̅1 , 𝑝̅2) 𝑛 𝜃 

۱ ۴/۵۲۶۱𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۲۱۱ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۳۰ 𝜃(𝑐) 

۰۱۸ /۱ ۴/۴۴۷۹𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۰۶۵ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۳۰ 𝜃(𝑏) 
۹۷۵ /۰ ۴/۶۴۲۲𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۷۵۷۹ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۳۰ 𝜃(1) 
۰۶۷ /۱ ۴/۲۴۲۱𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۸۴۸۰ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۳۰ 𝜃(2) 
۰۸۳ /۱ ۴/۱۷۸۱𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۵۱۸ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۳۰ 𝜃(3) 
      

۱ ۳/۵۰۲۷𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۵۰۹ /۳۸,۰/۷۲) ۴۰ 𝜃(𝑐) 

۰۱۲ /۱ ۳/۴۶۰۹𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۳۳۶ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۴۰ 𝜃(𝑏) 
۹۹۲ /۰ ۳/۵۲۰۰𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۸۲۳۷ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۴۰ 𝜃(1) 
۰۶۹ /۱ ۳/۲۷۶۹𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۸۹۴۱ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۴۰ 𝜃(2) 
۰۷۹ /۱ ۳/۲۴۵۲𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۷۲۱ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۴۰ 𝜃(3) 
      

۱ ۲/۷۶۶۴𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۵۴۴ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۵۰ 𝜃(𝑐) 
۹۹۰ /۰ ۲/۷۹۵۴𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۴۲۷ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۵۰ 𝜃(𝑏) 
۱ ۲/۷۶۷۰𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۸۵۴۳ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۵۰ 𝜃(1) 
۰۶۰ /۱ ۲/۶۱۰۲𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۰۹۷ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۵۰ 𝜃(2) 
۰۷۴ /۱ ۲/۵۷۵۳𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۷۱۶ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۵۰ 𝜃(3) 

      

۱ ۲/۳۱۲۳𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۵۹۸ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۶۰ 𝜃(𝑐) 
۹۹۵/۰ ۲/۳۲۴۸𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۴۸۸ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۶۰ 𝜃(𝑏) 
۰۱۹/۱ ۲/۲۶۹۳𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۸۷۵۱ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۶۰ 𝜃(1) 
۰۶۵/۱ ۲/۱۷۰۵𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۲۲۰ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۶۰ 𝜃(2) 
۰۷۶/۱ ۲/۱۴۹۱𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۷۴۰ (۰/۳۸,۰/۷۲) ۶۰ 𝜃(3) 
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𝑡1 وردگرها به ازای امقایسه عملکرد بر. ۲دول ج = 16 , 𝑡2 = 42 , 𝑘 = 2 ,
𝜋

۲θ
= 31 , 𝜃 = 0/05 

𝐸( 𝜃(𝑐) , 𝜃 ) 𝑀𝑆𝐸(𝜃) 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑝̅1 , 𝑝̅2) 𝑛 𝜃 
۱ ۹/۴۲۶۶𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۷۹۶۹ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۳۰ 𝜃(𝑐) 

۸۱۳/۰ ۱/۱۵۸۹𝑒 − ۰۴ ۰/۰۴۷۰۹۵ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۳۰ 𝜃(𝑏) 
۸۵۸/۰ ۱/۰۹۹۱۴𝑒 − ۰۴ ۰/۰۴۵۱۷۵ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۳۰ 𝜃(1) 
۰۰۱/۱ ۹/۴۲۲۶𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۶۵۰۵ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۳۰ 𝜃(2) 
۰۱۱/۱ ۹/۲۲۶۳𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۱۶۸ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۳۰ 𝜃(3) 
      

۱ ۷/۲۳۷۹𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۳۲۲ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۴۰ 𝜃(𝑐) 
۸۱۴/۰ ۸/۸۹۷۱𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۷۶۷۶ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۴۰ 𝜃(𝑏) 
۸۹۹/۰ ۸/۰۵۰۴𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۶۲۱۰ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۴۰ 𝜃(1) 
۰۰۶/۱ ۷/۱۹۲۲𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۷۱۹۶ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۴۰ 𝜃(2) 
۰۲۲/۱ ۷/۰۸۲۴𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۴۷۹ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۴۰ 𝜃(3) 
      

۱ ۵/۷۷۵۸۲𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۷۰۵ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۵۰ 𝜃(𝑐) 
۷۶۹/۰ ۷/۵۰۹۲۲𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۱۷۷ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۵۰ 𝜃(𝑏) 
۹۰۵/۰ ۶/۳۸۴۰۶𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۶۹۷۷ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۵۰ 𝜃(1) 
۰۰۲/۱ ۵/۷۶۲۹۳𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۷۷۷۰ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۵۰ 𝜃(2) 
۰۱۰/۱ ۵/۷۲۱۹۵𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۸۲۴ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۵۰ 𝜃(3) 
      

۱ ۵/۰۲۷۹۳𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۹۰۹۰ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۶۰ 𝜃(𝑐) 
۷۹۲/۰ ۶/۳۵۰۶۲𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۶۱۴ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۶۰ 𝜃(𝑏) 
۹۴۷/۰ ۵/۳۱۰۲𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۷۶۳۸ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۶۰ 𝜃(1) 
۰۱۷/۱ ۴/۹۴۱۹𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۲۹۸ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۶۰ 𝜃(2) 
۰۱۲/۱ ۴/۹۶۶۸𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۹۱۸۵ (۰/۵۵,۰/۸۸) ۶۰ 𝜃(3) 

 
 

 

 

 

𝑡1 مقایسه عملکرد براوردگرها به ازای . 3جدول  = 16 , 𝑡2 = 42 , 𝑘 = 2 ,
𝜋

۲θ
= 22 , 𝜃 = 0/07 

𝐸( 𝜃̂(𝑐) , 𝜃̂ ) 𝑀𝑆𝐸(𝜃̂) 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑝̅1 , 𝑝̅2) 𝑛 𝜃̂ 

۱ ۱/۵۴۱۴𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۴۸۰۶ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۳۰ 𝜃(𝑐) 

۷۴۲/۰ ۲/۰۷۷۶𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۲۰۱۰ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۳۰ 𝜃(𝑏) 
۶۹۹/۰ ۲/۲۰۳۸𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۱۰۳۹ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۳۰ 𝜃(1) 
۸۶۹/۰ ۱/۷۷۴۸𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۲۷۴۴ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۳۰ 𝜃(2) 
۰۱۶/۱ ۱/۵۱۶۵𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۴۷۵۹ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۳۰ 𝜃(3) 
      

۱ ۱/۲۵۰۳𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۵۹۹۹ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۴۰ 𝜃(𝑐) 
۷۱۰/۰ ۱/۷۶۰۳𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۳۹۷۰ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۴۰ 𝜃(𝑏) 
۷۷۱/۰ ۱/۶۲۲۵𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۳۱۰۵ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۴۰ 𝜃(1) 
۹۰۲/۰ ۱/۳۸۶۵𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۴۲۷۹ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۴۰ 𝜃(2) 
۰۰۲/۱ ۱/۲۴۷۴𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۵۹۸۰ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۴۰ 𝜃(3) 
      

۱ ۱/۰۴۸۴𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۷۱۰۸ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۵۰ 𝜃(𝑐) 
۶۸۰/۰ ۱/۵۴۱۴𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۵۳۹۸ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۵۰ 𝜃(𝑏) 
۸۲۲/۰ ۱/۲۷۵۹𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۴۷۰۳ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۵۰ 𝜃(1) 
۹۲۹/۰ ۱/۱۲۸۰𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۵۶۳۲ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۵۰ 𝜃(2) 
۹۹۱/۰ ۱/۰۵۷۷𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۷۰۸۴ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۵۰ 𝜃(3) 
      

۱ ۸/۹۴۰۴𝑒 − ۰۵ ۰/۰۶۷۵۶۵ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۶۰ 𝜃(𝑐) 
۶۵۰/۰ ۱/۳۷۵۹𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۶۲۱۸ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۶۰ 𝜃(𝑏) 
۸۵۹/۰ ۱/۰۴۴۷𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۵۵۵۲ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۶۰ 𝜃(1) 
۹۵۱/۰ ۹/۴۰۳۵𝑒 − ۰۵ ۰/۰۶۶۲۸۷ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۶۰ 𝜃(2) 
۹۷۹/۰ ۹/۱۲۹۴𝑒 − ۰۵ ۰/۰۶۷۵۵۰ (۰/۶۷,۰/۹۵) ۶۰ 𝜃(3) 

 

 یکهای  از ضعف  یکی  وردی نرخ خطرابر  که کمبا توجه به این

در توزیع نمایی    وردی نرخ خطرا کم بررود و  شمار می ه  بوردگر  ا بر

بیش می ابر   باعث  میانگین  کاربایستی  ،  شودوردی  بر  یی  اعلاوه 

طور که ای داشت. همان توجه ویژهه این شاخص نیز بوردگرها ا بر



   ۱۷۰   ای های تحت سانسور بازههایی برای برآورد پارامتر توزیع نمایی در دادهروش

 www.pqprc.ir   مدیریت کیفیتنشریه مهندسی و  

دهند، عملکرد  نشان می   ۳تا    ۱های  سازی در جدول نتایج شبیه

𝜃(𝑏)    و𝜃(𝑐)  های نظارت  بستگی زیادی به مقدار زمان𝑡1   و𝑡2 

و   عملکرد  حتی  دارد  موارد  بعضی  است  𝜃(𝑏)در  ضمناًبهتر   .    

انتظار،   زیرا    𝜃(1)برخلاف  ندارد  به جای ضرایب  عملکرد خوبی 

بر از  آن اوزنی  استفاده میورد  به   𝜃(3)همچنین .  شودها  نسبت 

عملکرد بهتری دارد، به    𝜃(2)و   𝜃(1)اولین و دومین روش وزنی  

,0)های نظارت در فاصله  ویژه اگر زمان 
𝜋

۲θ
انتخاب شده باشند.    (

که تعیین ضرایب ن ایاین با توجه به نتایج بدست آمده و    بنا بر

به آسانی میسر نیست، به نظر    𝜃(1)وزیع مجانبی  تعیین توزنی و  

ضروری نیست. از    𝜃(2)و   𝜃(1)رسد که ادامه بررسی عملکرد  می

، دو روش  ۹تا    ۴های  های بعدی و در جدول این رو در بررسی 

𝜃(𝑏)    و𝜃(𝑐)    فقط با سومین روش وزنی که عملکرد بهتری داشته

 شود است، مقایسه می 

.

𝑡1 وردگرها به ازای امقایسه عملکرد بر. 4جدول  = 12 , 𝑡2 = 21 , 𝑡3 = 36 , 𝑘 = 3 ,
𝜋

۲θ
= 52 , 𝜃 = 0/03 

𝐸( 𝜃(𝑐) , 𝜃 ) 𝑀𝑆𝐸(𝜃) 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑝̅1, 𝑝̅2, 𝑝̅3) 𝑛 𝜃 
۱ ۵/۰۹۴۷𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۲۹۶ (۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) ۳۰ 𝜃(𝑐) 

۰۸۴ /۱ ۴/۶۹۹۶𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۱۳۴ (۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) ۳۰ 𝜃(𝑏) 
۰۹۵ /۱ ۴/۶۵۱۵𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۶۸۶ (۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) ۳۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۳/۸۲۹۰𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۲۹۳۸۲ 

 
(۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) 

 
۴۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۰۷۴ /۱ ۳/۵۶۴۷𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۲۵۴ (۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) ۴۰ 𝜃(𝑏) 
۰۹۷ /۱ ۳/۴۹۱۷𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۶۸۲ (۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) ۴۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۳/۰۵۴۴𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۲۹۶۰۴ 

 
(۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) 

 
۵۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۰۳۶ /۱ ۲/۹۴۸۳𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۵۳۰ (۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) ۵۰ 𝜃(𝑏) 

۰۸۹ /۱ ۲/۸۰۶۱𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۸۴۷ (۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) ۵۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۲/۶۱۹۵𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۲۹۵۷۱ 

 
(۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) 

 
۶۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۰۵۷ /۱ ۲/۴۷۷۹𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۵۳۸ (۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) ۶۰ 𝜃(𝑏) 

۱۰۲ /۱ ۲/۳۷۷۷𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۷۸۳ (۰/۳۰,۰/۴۷,۰/۶۶) ۶۰ 𝜃(3) 

 

 

 

𝑡1 وردگرها به ازای ا مقایسه عملکرد بر. ۵جدول  = 12 , 𝑡2 = 21 , 𝑡3 = 36 , 𝑘 = 3 ,
𝜋

۲θ
= 31 , 𝜃 = 0/05 

𝐸( 𝜃(𝑐) , 𝜃 ) 𝑀𝑆𝐸(𝜃) 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑝̅1, 𝑝̅2, 𝑝̅3) 𝑛 𝜃 
۱ ۹/۴۲۶۶𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۳۵۸ (۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) ۳۰ 𝜃(𝑐) 

۸۱۳ /۰ ۱/۱۵۸۹𝑒 − ۰۴ ۰/۰۴۷۷۰۷ (۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) ۳۰ 𝜃(𝑏) 
۰۲۲ /۱ ۹/۲۲۶۳𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۷۲۳ (۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) ۳۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۷/۷۰۹۱𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۴۸۸۰۷ 

 
(۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) 

 
۴۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۸۴۴ /۰ ۹/۱۳۸۱𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۲۸۷ (۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) ۴۰ 𝜃(𝑏) 
۰۳۹ /۱ ۷/۴۱۷۹𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۹۰۸۴ (۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) ۴۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۶/۲۱۱۳۴𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۴۹۰۲۳ 

 
(۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) 

 
۵۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۸۵۳ /۰ ۷/۲۸۱۱۱𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۵۹۹ (۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) ۵۰ 𝜃(𝑏) 

۰۴۵ /۱ ۵/۹۴۵۵۷𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۹۲۳۷ (۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) ۵۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۵/۲۸۴۳۶𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۴۹۱۹۶ 

 
(۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) 

 
۶۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۸۴۴ /۰ ۶/۲۶۲۰۸𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۸۹۸ (۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) ۶۰ 𝜃(𝑏) 

۰۴۴ /۱ ۵/۰۶۰۱۵𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۹۳۹۶ (۰/۴۵,۰/۶۵,۰/۸۴) ۶۰ 𝜃(3) 
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𝑡1 وردگرها به ازای امقایسه عملکرد بر. ۶جدول  = 12 , 𝑡2 = 21 , 𝑡3 = 36 , 𝑘 = 3 ,
𝜋

۲θ
= 22 , 𝜃 = 0/07 

𝐸( 𝜃(𝑐) , 𝜃 ) 𝑀𝑆𝐸(𝜃) 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑝̅1, 𝑝̅2, 𝑝̅3) 𝑛 𝜃 
۱ ۱/۶۲۳۸𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۶۶۲۱ (۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) ۳۰ 𝜃(𝑐) 

۷۶۶ /۰ ۲/۱۱۸۹𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۴۲۶۷ (۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) ۳۰ 𝜃(𝑏) 
۰۲۹ /۱ ۱/۵۷۷۸𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۶۸۴۱ (۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) ۳۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۱/۳۲۳۴𝑒 − ۰۴ 

 
۰/۰۶۷۳۶۴ 

 
(۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) 

 
۴۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۷۲۴ /۰ ۱/۸۲۷۵𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۵۴۲۳ (۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) ۴۰ 𝜃(𝑏) 
۰۱۴ /۱ ۱/۳۰۵۶𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۷۵۱۰ (۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) ۴۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۱/۰۳۹۰𝑒 − ۰۴ 

 
۰/۰۶۸۰۲۵ 

 
(۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) 

 
۵۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۶۶۶ /۰ ۱/۵۵۹۲𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۶۷۶۱ (۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) ۵۰ 𝜃(𝑏) 

۰۰۵ /۱ ۱/۰۳۳۸𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۸۱۸۱ (۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) ۵۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۸/۸۱۴۴𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۶۸۴۴۱ 

 
(۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) 

 
۶۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۶۸۸ /۰ ۱/۲۸۱۸۸𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۷۲۶۳ (۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) ۶۰ 𝜃(𝑏) 

۰۰۸ /۱ ۸/۷۴۵۶۷𝑒 − ۰۵ ۰/۰۶۸۵۵۲ (۰/۵۷,۰/۷۷,۰/۹۲) ۶۰ 𝜃(3) 

 

 

𝑡1 وردگرها به ازای  امقایسه عملکرد بر. ۷جدول = 5, 𝑡2 = 10, 𝑡3 = 24, 𝑡4 = 36, 𝑘 = 4,
𝜋

۲θ
= 52, 𝜃 = 0/03 

𝐸( 𝜃(𝑐) , 𝜃 ) 𝑀𝑆𝐸(𝜃) 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑝̅1, 𝑝̅2, 𝑝̅3, 𝑝̅4) 𝑛 𝜃 
۱ ۶/۴۲۴۲𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۲۸۵ (۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) ۳۰ 𝜃(𝑐) 

۳۵۲ /۱ ۴/۷۵۲۱𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۱۲۱ (۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) ۳۰ 𝜃(𝑏) 
۳۳۴ /۱ ۴/۸۱۶۰𝑒 − ۰۵ ۰/۰۳۰۰۵۶ (۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) ۳۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۴/۷۱۵۸𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۲۹۴۸۵ 

 
(۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) 

 
۴۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۳۱۰ /۱ ۳/۵۹۸۵𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۲۵۷ (۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) ۴۰ 𝜃(𝑏) 
۳۲۵ /۱ ۳/۵۵۸۲𝑒 − ۰۵ ۰/۰۳۰۰۰۷ (۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) ۴۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۳/۸۳۸۱𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۲۹۵۶۸ 

 
(۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) 

 
۵۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۳۰۶ /۱ ۲/۹۳۸۷𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۳۵۵ (۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) ۵۰ 𝜃(𝑏) 

۳۲۱ /۱ ۲/۹۰۵۴𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۹۸۵ (۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) ۵۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۳/۲۳۴۶𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۲۹۶۱۳ 

 
(۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) 

 
۶۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۳۴۱ /۱ ۲/۴۱۱۴𝑒 − ۰۵ ۰/۰۲۹۵۸۰ (۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) ۶۰ 𝜃(𝑏) 

۳۴۵ /۱ ۲/۴۰۵۷𝑒 − ۰۵ ۰/۰۳۰۰۳۲ (۰/۱۴,۰/۲۶,۰/۵۱,۰/۶۶) ۶۰ 𝜃(3) 
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𝑡1 به ازایوردگرها امقایسه عملکرد بر. ۸جدول  = 5, 𝑡2 = 10, 𝑡3 = 24, 𝑡4 = 36, 𝑘 = 4,
𝜋

۲θ
= 31, 𝜃 = 0/05 

𝐸( 𝜃(𝑐) , 𝜃 ) 𝑀𝑆𝐸(𝜃) 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑝̅1, 𝑝̅2, 𝑝̅3, 𝑝̅4) 𝑛 𝜃 
۱ ۱/۱۸۹۶𝑒 − ۰۴ ۰/۰۴۸۶۵۲ (۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) ۳۰ 𝜃(𝑐) 

۹۹۴ /۰ ۱/۱۹۷۰𝑒 − ۰۴ ۰/۰۴۷۷۳۸ (۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) ۳۰ 𝜃(𝑏) 
۱۹۳ /۱ ۹/۹۷۱۴𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۹۳۳۶ (۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) ۳۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۸/۷۸۲۵𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۴۸۷۹۱ 

 
(۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) 

 
۴۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۰۰۴ /۱ ۸/۷۴۴۸𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۷۹۶۰ (۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) ۴۰ 𝜃(𝑏) 
۲۱۳ /۱ ۷/۲۴۱۲𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۹۲۵۹ (۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) ۴۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۷/۳۴۳۸𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۴۹۱۵۴ 

 
(۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) 

 
۵۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۹۷۲ /۰ ۷/۵۵۲۴𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۵۷۳ (۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) ۵۰ 𝜃(𝑏) 

۱۹۳ /۱ ۶/۱۵۸۱𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۹۵۴۸ (۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) ۵۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۶/۰۶۳۱𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۴۹۱۹۴ 

 
(۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) 

 
۶۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۹۶۰ /۰ ۶/۳۱۷۰𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۸۸۲۲ (۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) ۶۰ 𝜃(𝑏) 

۱۹۴ /۱ ۵/۰۷۹۱𝑒 − ۰۵ ۰/۰۴۹۵۷۹ (۰/۲۲,۰/۳۹,۰/۷۰,۰/۸۴) ۶۰ 𝜃(3) 

      

 

𝑡1 وردگرها به ازای امقایسه عملکرد بر. ۹جدول  = 5, 𝑡2 = 10, 𝑡3 = 24, 𝑡4 = 36, 𝑘 = 4,
𝜋

۲θ
= 22, 𝜃 = 0/07 

𝐸( 𝜃(𝑐) , 𝜃 ) 𝑀𝑆𝐸(𝜃) 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑝̅1, 𝑝̅2, 𝑝̅3, 𝑝̅4) 𝑛 𝜃 
۱ ۱/۷۸۳۴ − ۰۴ ۰/۰۶۶۹۹۳ (۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) ۳۰ 𝜃(𝑐) 

۸۳۵ /۰ ۲/۱۳۴۲𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۴۱۰۷ (۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) ۳۰ 𝜃(𝑏) 
۱۴۰ /۱ ۱/۵۶۳۸𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۷۴۲۸ (۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) ۳۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۱/۳۹۱۱𝑒 − ۰۴ 

 
۰/۰۶۷۹۲۴ 

 
(۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) 

 
۴۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۷۶۳ /۰ ۱/۸۲۳۷𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۵۷۴۰ (۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) ۴۰ 𝜃(𝑏) 
۱۱۱ /۱ ۱/۲۵۲۱𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۸۲۲۰ (۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) ۴۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۱/۱۳۲۹𝑒 − ۰۴ 

 
۰/۰۶۸۰۶۰ 

 
(۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) 

 
۵۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۷۳۹ /۰ ۱/۵۳۲۷𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۶۴۳۸ (۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) ۵۰ 𝜃(𝑏) 

۱۰۹ /۱ ۱/۰۲۱۸𝑒 − ۰۴ ۰/۰۶۸۳۵۳ (۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) ۵۰ 𝜃(3) 

 
۱ 

 
۹/۴۷۲۸𝑒 − ۰۵ 

 
۰/۰۶۸۴۶۶ 

 
(۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) 

 
۶۰ 

 

𝜃(𝑐) 
۷۲۴ /۰ ۱/۳۰۷۸ − ۰۴ ۰/۰۶۷۲۱۷ (۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) ۶۰ 𝜃(𝑏) 

۱۰۷ /۱ ۸/۵۶۰۰𝑒 − ۰۵ ۰/۰۶۸۷۲۹ (۰/۳۰,۰/۵۰,۰/۸۱,۰/۹۲) ۶۰ 𝜃(3) 

 

 تعیین توزیع مجانبی  . 4

بخش   در  آمده  بدست  نتایج  به  توجه  عملکرد    ،قبلیبا  مقایسه 

،𝜃(𝑏)𝜃(𝑐)     و𝜃(3)    وردی نرخ  اکم بر  در نظر گرفتنو همچنین با

کارخطر   میوردگرها ا بر  ییاو  ملاحظه  که  ،  عملکرد    𝜃(3)شود 

دست  ه  ب  𝜃(3)در این بخش توزیع مجانبی    از این رو  .داردبهتری  

از این پس به  شودمی آورده   . برای سهولت در انجام محاسبات، 

;𝐹(𝑡جای   𝜃)    و𝑅(𝑡; 𝜃)   به ترتیب از نمادهای مختصر𝐹(𝑡) 

 شود.  استفاده می   𝑅(𝑡)و  

𝑊𝑖اگر    . 1.4 لم = ∑𝑖
𝑟=1 𝑌𝑟،  گاه بردار تصادفیآن 

𝑾 = (𝑊𝑖)𝑘×1; 𝑖 = 1, … , 𝑘    ازای هرای بزرگ دارای توزیع    𝑛بره 
متغیره است که بردار میانگین و ماتریس کوواریانس آن   𝑘نرمال  

 به ترتیب به صورت  

𝐸(𝐖) ≡ 𝝁 = (𝜇𝑖)𝑘×1;   𝜇𝑖 = 𝑛𝐹(𝑡𝑖) 
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𝐶𝑜𝑣(𝐖) ≡ 𝚺 = (𝜎𝑖𝑗)𝑘×𝑘; 
𝜎𝑖𝑗 = 𝑛𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗})𝑅(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑗}) 

 باشد.  می  

این  به  توجه  ,𝑌1)که با  𝑌2, … , 𝑌𝑘)  چندجمله توزیع  ای  دارای 

 است،  

𝑃(𝑌1 = 𝑦1, … , 𝑌𝑘 = 𝑦𝑘) 

 =
𝑛!

𝑦1!…𝑦𝑘!(𝑛−∑𝑘
𝑟=1 𝑦𝑟)!

 

× 𝜗1
𝑦1 … 𝜗𝑘

𝑦𝑘(1 − ∑

𝑘

𝑟=1

𝜗𝑟)𝑛−∑𝑘
𝑟=1 𝑦𝑟  

 که در آن   

  0 ≤ 𝑦1, … , 𝑦𝑘 ≤ 𝑛, 𝜗𝑟 = 𝐹(𝑡𝑟) − 𝐹(𝑡𝑟−1); 
𝑟 = 1, … , 𝑘. 

𝑊𝑖بنا بر این   = ∑𝑖
𝑟=1 𝑌𝑟    تعداد واحدهای خراب شده تا𝑡𝑖   و

خواهد بود و    𝐹(𝑡𝑖)و    𝑛های  ای با پارامتر دارای توزیع دوجمله

میانگین  با  نرمال  صورت  به  نیز  آن  مجانبی  و   𝑛𝐹(𝑡𝑖)توزیع 

𝑖است. همچنین برای    𝑛𝐹(𝑡𝑖)𝑅(𝑡𝑖)واریانس   < 𝑗   : 

𝐶𝑜𝑣(𝑊𝑖 , 𝑊𝑗) = 𝐶𝑜𝑣 (∑

𝑖

𝑟=1

𝑌𝑟  , ∑

𝑗

𝑟=1

𝑌𝑟) 

= 𝐶𝑜𝑣 (∑

𝑖

𝑟=1

𝑌𝑟   , ∑

𝑖

𝑟=1

𝑌𝑟 + ∑

𝑗

𝑟=𝑖+1

𝑌𝑟) 

= 𝑉𝑎𝑟(∑

𝑖

𝑟=1

𝑌𝑟) + 𝐶𝑜𝑣(∑

𝑖

𝑟=1

𝑌𝑟 , ∑

𝑗

𝑟=𝑖+1

𝑌𝑟) 

این   به  توجه  𝑗∑که  با 
𝑟=𝑖+1 𝑌𝑟   دوجمله توزیع  با  دارای  ای 

𝐹(𝑡𝑗)و    𝑛پارامترهای   − 𝐹(𝑡𝑖)  مقدار    است به  توجه  با  و 

𝑖ای، برای  توزیع چندجمله  ها در  لفه مؤکوواریانس   < 𝑗    خواهیم

   :داشت 

 𝐶𝑜𝑣(𝑊𝑖 , 𝑊𝑗) 

= 𝑛𝐹(𝑡𝑖)𝑅(𝑡𝑖) − 𝑛𝐹(𝑡𝑖) (𝐹(𝑡𝑗) − 𝐹(𝑡𝑖)) 

= 𝑛𝐹(𝑡𝑖)𝑅(𝑡𝑗) 

 از این رو  

𝐶𝑜𝑣(𝑊𝑖 , 𝑊𝑗) = 𝑛𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗})𝑅(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑗}); 

  𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑘 
 مطلوب برقرار است.و همچنین نتیجه  

 

 های بزرگ    𝑛برای      . ۲.4  قضیه

√𝑛(𝜃̂(3) − 𝜃) ∼̇ 𝑁(0, 𝜎2) 

 که در آن 

𝜎2 =
1

(∑𝑘
𝑟=1 𝐹(𝑡𝑟))2

 

× ∑
𝑘

𝑖=1
∑

𝑘

𝑗=1

𝐹2(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗})𝐹(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑗})

𝑡𝑖𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})
 

 توان به صورت  را می  𝜃(3) اثبات:

𝜃(3) =
∑𝑘

𝑗=1 ∑𝑗
𝑟=1 𝑌𝑟𝜃𝑗

∑𝑘
𝑗=1 ∑𝑗

𝑟=1 𝑌𝑟

=
∑𝑘

𝑗=1 𝑊𝑗𝜃𝑗

∑𝑘
𝑗=1 𝑊𝑗

 

=
∑𝑘

𝑗=1 𝐵𝑗𝜃̂𝑗

∑𝑘
𝑗=1 𝐵𝑗

=
∑𝑘

𝑗=1 𝐵𝑗(
−𝐿𝑛(1−𝐵𝑗)

𝑡𝑗
)

∑𝑘
𝑗=1 𝐵𝑗

             (۲)   

 نوشت که در آن  

𝐵𝑖 =
𝑊𝑖

𝑛
; 𝑖 = 1, … , 𝑘.    و𝐁 = (𝐵𝑖)

𝑘×1
=

1

𝑛
𝐖 

نیز به صورت    𝐁، توزیع مجانبی بردار  ۱از این رو با توجه به لم  

 متغیره با بردار میانگین و ماتریس کوواریانس    𝑘نرمال  

𝐸(𝐁) ≡ 𝝁 = (𝜇𝑖)𝑘×1;  𝜇𝑖 = 𝐹(𝑡𝑖)      (۳) 

 𝐶𝑜𝑣(𝐁) ≡ 𝚺 = (𝜎𝑖𝑗)𝑘×𝑘; 

𝜎𝑖𝑗 =
𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗})𝑅(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑗})

𝑛
        (۴) 

𝜃(3)به صورت   𝜃(3),  (۲)است. با توجه به     ≡ 𝑔(𝐁)   ، یعنی

و    (۴),  (۳)این با توجه به    بر  است. بنا  𝐁تابعی از بردار تصادفی  

دارای توزیع    𝜃(3)متغیره،  کارگیری روش دلتا در حالت چند ه  ب

 مجانبی نرمال است که میانگین آن 

𝑔(𝐸(𝐁)) = 𝑔((𝐹(𝑡𝑖))𝑘×1)) = 𝜃    و واریانس آن نیز به صورت

(∇𝑔(𝐸(𝐁)))𝑇𝐶𝑜𝑣(𝐁)∇𝑔(𝐸(𝐁)) آن  می در  که  باشد 

∇𝑔(𝐸(𝐁))    ژاکوبین تابع𝑔  [ از این رو  ۱۱است .] 

∇𝑔(𝐁) = (
𝜕

𝜕𝐵𝑖
{𝑔(𝐁)})𝑘×1; 

𝜕

𝜕𝐵𝑖
{𝑔(𝐁)} =

𝐶

(∑𝑘
𝑖=1 𝐵𝑖)2

 

 و    

 𝐶 = (∑𝑘
𝑖=1 𝐵𝑖) 

× (−
𝐿𝑛(1 − 𝐵𝑖)

𝑡𝑖
+ 𝐵𝑖

𝜕

𝜕𝐵𝑖
{−𝐿𝑛(1 − 𝐵𝑖)}) 

− ∑

𝑘

𝑖=1

𝐵𝑖 (
−𝐿𝑛(1 − 𝐵𝑖)

𝑡𝑖
) 

   ،𝐁به جای    𝐸(𝐁)که با جایگذاری    

𝜕

𝜕𝐵𝑖
{𝑔(𝐸(𝐁))} =

(𝜃 +
𝐹(𝑡𝑖)

𝑡𝑖𝑅(𝑡𝑖)
− 𝜃)

∑𝑘
𝑖=1 𝐹(𝑡𝑖)

 

=
𝐹(𝑡𝑖)

𝑡𝑖𝑅(𝑡𝑖) ∑𝑘
𝑖=1 𝐹(𝑡𝑖)

 

 و   

(∇𝑔(𝐸(𝐁)))𝑇𝐶𝑜𝑣(𝐁)∇𝑔(𝐸(𝐁)) 

=
1

(∑𝑘
𝑖=1 𝐹(𝑡𝑖))2

× 𝐀Σ𝐀𝑇 

 را خواهیم داشت که در آن  

𝐀 = (𝑎𝑗)1×𝑘 = (
𝐹(𝑡𝑗)

𝑡𝑗𝑅(𝑡𝑗)
)1×𝑘 , 
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Σ = (𝜎𝑖𝑗)𝑘×𝑘 = (
𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗})𝑅(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑗})

𝑛
)𝑘×𝑘. 

 این   بر  بنا

Σ𝐀𝑇 ≡ 𝐃 = (𝑑𝑖)𝑘×1; 

𝑑𝑖 = ∑
𝑘

𝑟=1

𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})𝑅(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑟})

𝑛

𝐹(𝑡𝑟)

𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑟)
 

 و 

𝐀Σ𝐀𝑇 = ∑

𝑘

𝑖=1

𝐹(𝑡𝑖)

𝑡𝑖𝑅(𝑡𝑖)
× ∑

𝑘

𝑟=1

𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})𝑅(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑟})

𝑛

𝐹(𝑡𝑟)

𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑟)
 

=
۱
𝑛

∑

𝑘

𝑖=1

𝐹(𝑡𝑖)

𝑡𝑖𝑅(𝑡𝑖)
 

× ∑

𝑖

𝑟=1

𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})𝑅(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑟})𝐹(𝑡𝑟)

𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑟)
+

۱
𝑛

∑

𝑘

𝑖=1

𝐹(𝑡𝑖)

𝑡𝑖𝑅(𝑡𝑖)
 

× ∑

𝑘

𝑟=𝑖+1

𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})𝑅(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑟})𝐹(𝑡𝑟)

𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑟)
 

 

=
۱
𝑛

∑

𝑘

𝑖=1

𝐹(𝑡𝑖)

𝑡𝑖𝑅(𝑡𝑖)
∑

𝑖

𝑟=1

𝐹(𝑡𝑟)𝑅(𝑡𝑖)𝐹(𝑡𝑟)

𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑟)
 

+
۱
𝑛

∑

𝑘

𝑖=1

𝐹(𝑡𝑖)

𝑡𝑖𝑅(𝑡𝑖)
∑

𝑘

𝑟=𝑖+1

𝐹(𝑡𝑖)𝑅(𝑡𝑟)𝐹(𝑡𝑟)

𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑟)
 

=
۱
𝑛

∑

𝑘

𝑖=1

∑

𝑖

𝑟=1

𝐹(𝑡𝑖)𝐹2(𝑡𝑟)

𝑡𝑖𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑟)
+

۱
𝑛

∑

𝑘

𝑖=1

∑

𝑘

𝑟=𝑖+1

𝐹2(𝑡𝑖)𝐹(𝑡𝑟)

𝑡𝑖𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑖)
 

 

=
۱
𝑛

∑

𝑘

𝑖=1

∑

𝑖

𝑟=1

𝐹2(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})𝐹(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑟})

𝑡𝑖𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})
 

+
۱
𝑛

∑

𝑘

𝑖=1

∑

𝑘

𝑟=𝑖+1

𝐹2(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})𝐹(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑟})

𝑡𝑖𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})
 

=
۱
𝑛

∑

𝑘

𝑖=1

∑

𝑘

𝑟=1

𝐹2(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})𝐹(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑟})

𝑡𝑖𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})
 

   

کارگیری روش دلتا و نیز  ه  ، ب۱با توجه به لم        . 3.4 نتیجه
 توان نشان داد  انجام محاسبات می

√𝑛(𝜽̂ − 𝜃𝟏) ∼̇ 𝑁𝑘(𝟎, Σ) 

 که در آن 
𝜽̂ = (𝜃𝑖)𝑘×1, 

 

Σ = (σ𝑖𝑗)𝑘×𝑘  = (
𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗})

𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗}𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑗}𝑅(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗})
)𝑘×𝑘   

𝑘هرگاه تعداد دفعات نظارت     . 4.4نتیجه  = باشد آنگاه با    ۲
  ۲  توجه به قضیه

√𝑛(
𝑌1𝜃̂1 + (𝑌1 + 𝑌2)𝜃2

2𝑌1 + 𝑌2
− 𝜃) ∼̇ 𝑁(0, 𝜎2), 

𝜎2 که در آن =

𝐹3(𝑡1)

𝑡1
2𝑅(𝑡1)

+2
𝐹2(𝑡1)𝐹(𝑡2)

𝑡1𝑡2𝑅(𝑡1)
+

𝐹3(𝑡2)

𝑡2
2𝑅(𝑡2)

𝑛(𝐹(𝑡1)+𝐹(𝑡2))2. 

 

𝑘هرگاه تعداد دفعات نظارت       . ۵.4 نتیجه = 1)100%باشد، یک فاصله اطمینان مجانبی   ۲ − 𝛼)    برای𝜃  به صورت 

𝜃(3) ±
𝑧𝛼

2

𝑛(2𝑦1 + 𝑦2) √
𝑦1

3

𝑡1
2(1 −

𝑦1

𝑛 + 1
)

+
2𝑦1

2(𝑦1 + 𝑦2)

𝑡1𝑡2(1 −
𝑦1

𝑛 + 1
)

+
(𝑦1 + 𝑦2)3

𝑡2
2(1 −

𝑦1 + 𝑦2

𝑛 + 1
)
 

𝜃(3)  است که در آن =
𝑦1𝜃̂1+(𝑦1+𝑦2)𝜃̂2

2𝑦1+𝑦2
 . 

 

 گیری بحث و نتیجه   . ۵

  هایورد نرخ خطر توزیع نمایی در دادها برای بر  ،پژوهشدر این  

معرفی و   𝜃(3)و    𝜃(1) 𝜃(2) ، ای، سه روش  بازه   تحت سانسور

شبیه  مطالعات  پایه  شاخص بر  گرفتن  نظر  در  و  کم  سازی  های 

و کارا بر نرخ خطر  با دو روش  اوردی  مورد    𝜃(𝑐)و   𝜃(𝑏)یی  که 

که در ن هستند، مقایسه گردید. با توجه به این پژوهشگرااستفاده  

معرفی شده    𝜃(3)های مقدماتی،  بررسی  دو روش  با  مقایسه  در 

های بعدی فقط دیگر عملکرد بهتری از خود نشان داد، در بررسی

روش   دو  با  روش  از حجیم    𝜃(𝑐)و    𝜃(𝑏)این  تا  گردید  مقایسه 

طور که نتایج بدست آمده نشان  پرهیز شود. همان   هاه شدن مقایس

تر است و  کم  𝜃(𝑐)و   𝜃(𝑏)نسبت به    𝜃(3)وردی  ادهند، کم برمی

وردی آن  اکه با افزایش تعداد دفعات نظارت، میزان کم بر هم این

ایننیز کاهش می با توجه به  بریابد.  از  اکه کم  وردی نرخ خطر 

وردی نرخ خطر  ابر  رود و کم شمار میبه  وردگر  انقاط ضعف یک بر

شود،  وردی میانگین توزیع می ابر  در توزیع نمایی نیز منجر به بیش

از  را می  𝜃(3)عملکرد   بهتر  بر  روش   سایرتوان  دانست. علاوه  ها 

نتایج شبیهآن، همان این  ادهند، کارسازی نشان میطور که  یی 

تر است که این دو ویژگی  ها بیش روش نیز نسبت به سایر روش 

باشد و لذا توزیع  های این روش می بیانگر عملکرد خوب و مزیت 

 دست آورده شد. ه  مجانبی آن نیز ب

وردگر وزنی  اشود، سومین بر ها ملاحظه می طور که در جدول همان
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زمان  هرگاه  دارد  بهتری  فاصله  عملکرد  در  نظارت  ,0)های 
𝜋

۲θ
)  

این به  توجه  با  بازهباشند.  سانسور  در  زمان که  بایستی  های  ای 

دست  هبنظارت مقادیری از پیش تعیین شده و مستقل از اطلاعات  

تر از کران  های نظارت را کم توان زمان ای باشند، نمی آمده نمونه 

ورد آن در نظر گرفت. با این حال، اگر  ابالای این فاصله و یا بر

تر از  های نظارت کمزمان 
𝜋

۲θ
 باشند،   

  𝐹(𝑡𝑘; 𝜃) ≤ 𝐹(
𝜋

۲θ
; 𝜃) ≃ انتظار    0.8 و  داشت  خواهیم  را 

از واحدهای مورد    80%  رود که تا آخرین زمان نظارت تقریباًمی

جدول  در  شوند.  خراب  مقادیر آزمایش  ,𝑝̅1ها  … , 𝑝̅4    محاسبه

برابر با    رود، این مقادیر تقریباًطور که انتظار میاند و همان شده 

𝐹(𝑡1; 𝜃), … , 𝐹(𝑡4; 𝜃)   جدول مجدد  بررسی  با  ها  هستند. 

و هم نیز ملاحظه می زیاد  نظارت  تعداد دفعات  شود که هرگاه 

تر  کم  ها تا آخرین زمان نظارت تقریباًکه متوسط نسبت خرابیاین

وردگر وزنی عملکرد بسیار بهتری از  ا باشد، سومین بر    80%از  

  ۷طور که در جدول شماره  دهد. برای مثال همانخود نشان می 

ام است  -  ۶۶شود، آخرین زمان نظارت برابر با صدک  ملاحظه می 

  و میانگین نسبت واحدهای خراب شده تا این زمان نیز برابر با

کار  ۰/۶۶ و  به    𝜃(3)یی  ااست  از  بیش  𝜃(𝑐)نسبت  و    ۱/۳۲تر 

باشد.  تر میوردی آن نسبت به دو روش دیگر کم اهمچنین کم بر

توان نتیجه گرفت که در کارهای عملی، اگر تعداد  از این رو می

۷۰دفعات نظارت زیاد و تا آخرین زمان نظارت نیز   − درصد    ۸۰

رود که گاه انتظار میاز واحدهای آزمایشی خراب شده باشد آن

فاصله زمان  در  تعیین شده  نظارت  ,0)های 
𝜋

۲θ
این    ( در  باشند. 

تر فراهم  وردگر وزنی بیشا صورت، زمینه ارتقا عملکرد سومین بر

جویی در هزینه و مدت زمان انجام آزمایش که  شود و صرفه می

انواع طرح ه  یکی از اهداف ب های سانسور است، تحقق  کارگیری 

 یابد. می

 اعلام تعارض منافع .  ۶

کنند که هیچ نوع تعارض منافعی وجود  نویسندگان اعلام می

 . ندارد
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Abstract: In this research, new estimators for the hazard rate of exponential distribution 
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1. Introduction 

Hazard rate is one of the indicators which is studied in the theory of reliability, survival 

analysis and system performance review, and one of the lifetime distributions which is 

widely used in industrial and medical data analysis is exponential distribution.  

Let 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛  be a random sample of 𝑛  experimental units with exponential 

distribution, hazard rate 𝜃 and density function𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝜃𝑒𝑥𝑝(−𝜃𝑥);  𝑥 > 0, 𝜃 > 0. To 

estimate the parameter 𝜃, the experimenter may use different censoring schemes to limit 

the experiment time and reduce costs. For more information about kinds of censored data 

refer to Cohen [1]. 

In some cases, where experimental units are not continuously monitored, the obtained 

data is related to interval censoring, in which 𝑛 experimental units are inspected and 

monitored at 𝑘  predetermined times such as 0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑘  and the number of 

failures occurring between inspection times are recorded. In this scheme, the 

experimenter does not know the exact time of failures and only knows the number of 

failures which occurred between the inspection times. 

Let 𝑡0 ≡ 0, (0, 𝑡1], (𝑡1, 𝑡2], … , (𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘] are the intervals between monitoring times, and 

𝑦𝑖 ;  𝑖 = 1,2, … , 𝑘  are the number of failures in the time interval (𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] , then the 

maximum likelihood estimator of θ does not have a closed form. In the method based on 

the pseudo-likelihood function, which is called substitution method, the estimator of 

parameter is given by 

𝜃(𝑎) =
∑𝑘

𝑖=1 𝑦𝑖

∑𝑘
𝑖=1 𝑡𝑖

∗+(𝑛−∑𝑘
𝑖=1 𝑦𝑖)𝑡𝑘

;           𝑡𝑖
∗ ∈ {𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖 ,

𝑡𝑖−1+𝑡𝑖

2
} , 𝑖 = 1, … , 𝑘. 

 

Meeker [4] has obtained the asymptotic distribution of the parameter estimator by 

considering the midpoint of the intervals. One of the parameter estimation methods in a 

special case of interval censored data is 

𝜃 =
−ln(1 −

𝑦
𝑛

)

𝑡
 

which is introduced by Zhang et al. [6], where 𝑦 is the number of failures until one 

monitoring time 𝑡. Therefore, 

𝜃(𝑏) =
−ln(1 − ∑𝑘

𝑖=1 𝑦𝑖/𝑛)

𝑡𝑘
 

can be considered as a version which is related to 𝑘 monitoring times. Based on the 

probability plot method, 
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𝜃(𝑐) =
1

𝑘
∑

𝑘

𝑗=1

−ln(1 − ∑𝑗
𝑟=1 𝑦𝑟/𝑛)

𝑡𝑗
 

has been introduced for parameter estimation by Chen et al. [2]. Also, to improve the 

estimators 𝜃̂(𝑎), 𝜃̂(𝑏) and 𝜃̂(𝑐), some methods have been introduced that use parameter 

re-estimation and substitution method [5]. 

In this study, three estimators 𝜃̂(𝑎), 𝜃̂(𝑏) and 𝜃̂(𝑐) are considered as the existing methods 

used by researchers. Since, using 𝜃̂(𝑎) leads to an underestimation of the hazard rate, the 

researchers use this method rarely [3]. In addition, the maximum likelihood estimator 

does not have a closed form and its distribution is not determined. Therefore, researchers 

use the estimators 𝜃̂(𝑏) and 𝜃̂(𝑐) in making statistical inferences. 

Since, the two existing methods 𝜃̂(𝑏)  and 𝜃̂(𝑐) , have better performance than 𝜃̂(𝑎) , 

therefore, those are compared with the three new ones, 𝜃̂(1), 𝜃̂(2) and 𝜃̂(3). Moreover, 

the asymptotic distribution of one of the new methods that performs better than others 

will be obtained. 

2- Research Method 

Suppose that 𝑛 experimental units under interval censoring have exponential distribution 

with distribution function 
𝐹(𝑥; 𝜃) = 1 − exp(−𝜃𝑥);    𝑥 > 0, 𝜃 > 0, 

And experimental units are inspected and monitored at 𝑘 predetermined times 𝑡1 < ⋯ <
𝑡𝑘 . If (0, 𝑡1], (𝑡1, 𝑡2], … , (𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘]  are the intervals between monitoring times and 

𝑦𝑖 ;  𝑖 = 1,2, … , 𝑘 are the number of failures in the time interval (𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖], then in view of 

relationship between the parameter and the exponential distribution function, 

𝜃𝑗 =

− ln(1−
∑

𝑗
𝑖=1

𝑌𝑖

𝑛
)

𝑡𝑗
;   𝑗 = 1, … , 𝑘, 

are different estimators for the parameter θ. It can be shown that they are asymptotically 

unbiased and have different variances. In addition, the existing estimators 𝜃̂(𝑏) and 𝜃̂(𝑐) 

are also functions of these estimators. The method introduced by Chen et al. [2] is actually 

the same as 𝜃̂𝑘 and probability plot method is also the average of 𝜃̂𝑗. In fact, probability 

plot method is a special case of the weighted estimator  ∑𝑘
𝑗=1 𝛼𝑗𝜃̂𝑗 which considers the 

same coefficients for components ( 𝜃̂𝑗 s) with different variances, which cannot be 

reasonable. 

Therefore, in the new methods introduced in this paper, different weights are considered 

for 𝜃̂𝑗 s. As the first weighted estimator, we consider a linear combination of 𝜃̂𝑗 s  as 

𝜃̂(1) = ∑𝑘
𝑗=1 𝛼𝑗𝜃̂𝑗 so that it is asymptotically unbiased and has the lowest variance. It can 

be shown that for large 𝑛, 𝜃̂𝑗s have a normal distribution with mean 𝜃 and 

𝐶𝑜𝑣(𝜃𝑖 , 𝜃𝑗) =
𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗};𝜃)

𝑛𝑡𝑖𝑡𝑗𝑅(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑗};𝜃)
;    𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑘, 

where 𝑅(𝑥; 𝜃) = 1 − 𝐹(𝑥; 𝜃) = exp(−𝜃𝑥).  By applying the asymptotic unbiased 

condition of the estimator and some calculations, we have ∑𝑘
𝑟=1 𝛼𝑟 = 1, and 

𝛼𝑟 =
1

𝑉𝑎𝑟(𝜃̂𝑘−𝜃̂𝑟)
× [𝐶𝑜𝑣(𝜃𝑘 , 𝜃𝑘 − 𝜃𝑟) − ∑𝑘−1

𝑗=1,𝑗≠𝑟 𝛼𝑗𝐶𝑜𝑣(𝜃𝑘 − 𝜃𝑟, 𝜃𝑘 − 𝜃𝑗)];  𝑟 = 1, … , 𝑘 − 1. 

Since the weighted coefficients are functions of the unknown parameter, their estimators 

which have complex forms, are used. For example, in the case of 𝑘 = 2, 𝛼1 =
𝐶𝑜𝑣(𝜃̂2,𝜃̂2−𝜃̂1)

𝑉𝑎𝑟(𝜃̂2−𝜃̂1)
 , its estimator is  

𝑦2

𝑡2
2(1−

𝑦2
𝑛

)
−

𝑦1

𝑡1𝑡2(1−
𝑦2
𝑛

)

𝑦2

𝑡2
2(1−

𝑦2
𝑛

)
−

2𝑦1

𝑡1𝑡2(1−
𝑦2
𝑛

)
+

𝑦1

𝑡1
2(1−

𝑦1
𝑛

)

. 
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The second weighted estimator is introduced as follows 

𝜃(2) =
∑𝑘

𝑗=1
1

𝑉̂𝑎𝑟(𝜃̂𝑗)
𝜃̂𝑗

∑𝑘
𝑗=1

1

𝑉̂𝑎𝑟(𝜃̂𝑗)

=

∑𝑘
𝑗=1

𝑡𝑗
2(1−∑

𝑗
𝑖=1

𝑌𝑖/𝑛)

∑
𝑗
𝑖=1

𝑌𝑖

𝜃̂𝑗

∑𝑘
𝑗=1

𝑡𝑗
2(1−∑

𝑗
𝑖=1

𝑌𝑖/𝑛)

∑
𝑗
𝑖=1

𝑌𝑖

, 

with simpler form of coefficients than the first method. 

Moreover, the third weighted estimator is established by 𝜃̂(3) =
∑𝑘

𝑗=1 ∑
𝑗
𝑟=1 𝑌𝑟𝜃̂𝑗

∑𝑘
𝑗=1 ∑

𝑗
𝑟=1 𝑌𝑟

, so that 

smaller weight coefficients are attributed to 𝜃̂𝑗s with larger variance. In addition, it has a 

simpler form than the forms of the previous two weighted methods. 

In order to compare the two former estimators 𝜃̂(𝑏)  and 𝜃̂(𝑐) as well as three new 

weighted estimators, a simulation study is presented. If all failures have occurred by time 

𝑡𝑘, then none of the estimators will be definable. Therefore, instead of 

𝜃̂𝑗 =
−𝑙𝑛(1−∑

𝑗
𝑖=1 𝑌𝑖/𝑛)

𝑡𝑗
, the modified form 𝜃̂𝑗 =

−𝑙𝑛(1−∑
𝑗
𝑖=1 𝑌𝑖/𝑛+1)

𝑡𝑗
 will be used. In 

simulation, to avoid making the comparisons bulky, we consider few values for the 

parameter and the number of monitoring times as 𝜃 = 0.03,0.05,0.07 and 𝑘 = 2,3,4. 

For the sample size, relatively large values of 𝑛 = 30,40,50,60 are considered, because 

the distribution and asymptotic behavior of the estimators under review are mentioned 

and cited in this study. 

Based on the simulation with N=10,000 repetitions, the mean of the estimators, the mean 

square of their error, as well as 𝐸(𝜃̂(𝑐), 𝜃̂) (i.e. the efficiency of the estimators) compared 

to 𝜃̂(𝑐) are calculated. In addition, in order to investigate the effect of the parameter value 

and monitoring times on the estimators, 
𝜋

2𝜃
 and 𝑝̅1, … , 𝑝̅4 are calculated, where 𝑝̅𝑖; 𝑖 =

1, … ,4 is the average of failures ratio up to the 𝑖 − 𝑡ℎ monitoring time in 10,000 repeated 

times. 

3. Research findings 

Since, the underestimation of the hazard rate is considered one of the weaknesses of an 

estimator, and the underestimation of the hazard rate in the exponential distribution causes 

an overestimation of the average, thus in addition to the efficiency of the estimators, 

special attention should also be paid to this criterion. 

As the initial simulation results show, 𝜃(1) does not work well, because their estimates 

are used instead of weighted coefficients. Given that if 𝑛 is a large number and the last 

monitoring time is equal to 
𝜋

2𝜃
, then 𝜃̂𝑘 will have the lowest possible variance [4]. Hence, 

the values of the variances is a decreasing function whenever 𝑡𝑘 is in (0,
𝜋

2𝜃
) and it can 

be concluded that if the monitoring times 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑘 are chosen in the interval (0,
𝜋

2𝜃
), 

then 𝑉𝑎𝑟(𝜃̂1) > 𝑉𝑎𝑟(𝜃̂2) > ⋯ > 𝑉𝑎𝑟(𝜃̂𝑘) . Also, 𝜃̂(3) performs better than 𝜃̂(1)  and 

𝜃̂(2), especially when the monitoring times are selected in (0,
𝜋

2𝜃
). Next, the two methods 

𝜃̂(𝑏) and 𝜃̂(𝑐) were compared with 𝜃̂(3) that has better performance. Based on further 

investigations and as seen in the table below, 𝜃̂(3) has a better performance. Hence, the 

asymptotic distribution of 𝜃̂(3) is obtained. 
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Table 1. Comparing the estimators for 

 𝜃 = 0.03, 𝑘 = 4,
𝜋

2𝜃
= 52 , 𝑡1 = 5, 𝑡2 = 10, 𝑡3 = 24, 𝑡4 = 36 

𝐸( 𝜃(𝑐) , 𝜃 ) 𝑀𝑆𝐸(𝜃) 𝑀𝑒𝑎𝑛 (𝑝̅1, 𝑝̅2, 𝑝̅3, 𝑝̅4) 𝑛 𝜃 

1 6.4242𝑒 − 05 0.029285 (0.14,0.26,0.51,0.66) 30 𝜃(𝑐) 

1.352 4.7521𝑒 − 05 0.029121 (0.14,0.26,0.51,0.66) 30 𝜃(𝑏) 

1.334 4.8160𝑒 − 05 0.030056 (0.14,0.26,0.51,0.66) 30 𝜃(3) 

 

1 

 

4.7158𝑒 − 05 

 

0.029485 

 

(0.14,0.26,0.51,0.66) 

 

40 

 

𝜃(𝑐) 

1.310 3.5985𝑒 − 05 0.029257 (0.14,0.26,0.51,0.66) 40 𝜃(𝑏) 

1.325 3.5582𝑒 − 05 0.030007 (0.14,0.26,0.51,0.66) 40 𝜃(3) 

 

1 

 

3.8381𝑒 − 05 

 

0.029568 

 

(0.14,0.26,0.51,0.66) 

 

50 

 

𝜃(𝑐) 

1.306 2.9387𝑒 − 05 0.029355 (0.14,0.26,0.51,0.66) 50 𝜃(𝑏) 

1.321 2.9054𝑒 − 05 0.029985 (0.14,0.26,0.51,0.66) 50 𝜃(3) 

 

1 

 

3.2346𝑒 − 05 

 

0.029613 

 

(0.14,0.26,0.51,0.66) 

 

60 

 

𝜃(𝑐) 

1.341 2.4114𝑒 − 05 0.029580 (0.14,0.26,0.51,0.66) 60 𝜃(𝑏) 

1.345 2.4057𝑒 − 05 0.030032 (0.14,0.26,0.51,0.66) 60 𝜃(3) 

 

Theorem 2.1. For large 𝑛, √𝑛(𝜃(3) − 𝜃) ∼̇ 𝑁(0, 𝜎2), where in   

𝜎2 =
1

(∑𝑘
𝑟=1 𝐹(𝑡𝑟))2

× ∑
𝑘

𝑖=1
∑

𝑘

𝑗=1

𝐹2(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗})𝐹(𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑗})

𝑡𝑖𝑡𝑟𝑅(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑟})
 

 

Result 2.2. By applying the delta method and some of calculations, it can be shown that 

 √𝑛(𝜽̂ − 𝜃𝟏) ∼̇ 𝑁𝑘(𝟎, Σ) 

where in 

𝜽̂ = (𝜃𝑖)𝑘×1, Σ = (σ𝑖𝑗)𝑘×𝑘  = (
𝐹(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗})

𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗}𝑡𝑀𝑎𝑥{𝑖,𝑗}𝑅(𝑡𝑀𝑖𝑛{𝑖,𝑗})
)𝑘×𝑘. 

 

Result 2.3. If the number of monitoring times is k=2, then 

 

√𝑛 (
𝑌1𝜃1 + (𝑌1 + 𝑌2)𝜃2

2𝑌1 + 𝑌2
− 𝜃) ∼̇ 𝑁(0, 𝜎2);  𝜎2 =

𝐹3(𝑡1)

𝑡1
2𝑅(𝑡1)

+ 2
𝐹2(𝑡1)𝐹(𝑡2)

𝑡1𝑡2𝑅(𝑡1)
+

𝐹3(𝑡2)

𝑡2
2𝑅(𝑡2)

𝑛(𝐹(𝑡1) + 𝐹(𝑡2))2  

 

Result 2.4. when k=2, a %100(1 − 𝛼) asymptotic confidence interval for 𝜃 is 

 

𝑦1𝜃1 + (𝑦1 + 𝑦2)𝜃2

2𝑦1 + 𝑦2
±

𝑧𝛼
2

𝑛(2𝑦1 + 𝑦2) √
𝑦1

3

𝑡1
2(1 −

𝑦1

𝑛 + 1
)

+
2𝑦1

2(𝑦1 + 𝑦2)

𝑡1𝑡2(1 −
𝑦1

𝑛 + 1
)

+
(𝑦1 + 𝑦2)3

𝑡2
2(1 −

𝑦1 + 𝑦2

𝑛 + 1
)
 

4. Discussion and conclusion 

In this research, to estimate the hazard rate of exponential distribution under interval 

censored data, three methods 𝜃̂(1), 𝜃̂(2) and 𝜃̂(3) are introduced. Based on simulation 

studies and considering underestimate and efficiency, the new estimators were compared 

with the two methods 𝜃̂(𝑏)  and 𝜃̂(𝑐)  which are used by the researchers. Preliminary 

investigations showed the 𝜃̂(3)  has better performance compared to the other two 

introduced methods. Hence, in the subsequent investigations only this method was 

compared with the two methods 𝜃̂(𝑏) and 𝜃̂(𝑐) to avoid making the comparisons bulky. 
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As the obtained results show, the underestimation of 𝜃̂(3) is lower than 𝜃̂(𝑏) and 𝜃̂(𝑐), 

and its underestimation also decreases when the number of monitoring times are 

increased. In addition, the efficiency of 𝜃̂(3)  is also higher compared to the other 

methods, therefore its asymptotic distribution has been obtained. 

As the tables show, 𝜃̂(3) performs better when the monitoring times are in (0,
𝜋

2𝜃
) and 

the number of monitoring times is large. On the other hand, the monitoring times should 

be predetermined values and independent of the information obtained, hence the 

monitoring times cannot be considered lower than 
𝜋

2𝜃
 or than its estimator. However, if 

the monitoring times are less than 
𝜋

2𝜃
, we have 𝐹(𝑡𝑘; 𝜃) ≤ 𝐹(

𝜋

2𝜃
; 𝜃) ≃ 0.8. Therefore, it 

can be concluded that in practical works, if the number of monitoring times is large and 

until the last monitoring time 70-80% of the test units are damaged, then, it is expected 

that the monitoring times have been chosen in (0,
𝜋

2𝜃
) . In this case, improving the 

performance of 𝜃̂(3)  will be provided as well as saving the cost and duration of the 

experiment, which both of are the goals of using various censoring schemes. 
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