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یکی ای مساال  مقدماتی و در عی  اال اسااسای در اساتنباا نرایند ای    ای،یک الگوی نقطه  براورد تابع شاد ساایی و  مدل: چکیده

  پیشارن   با  .اسا شاده  پرداخته  آن  به مختلفی   ایدیدگاه  و ای  رودمینیای بسایاری ای مساال  دیگر به شا ار  عنوان پیشای اسا  و بهنقطه

  در جه   بزرگی  گام  ،ک کی  متغیر ای  گرنت   نظر  در  و  اسا تولید شاده   اداده  ای  ایگساترده  طیف  داده،  آوریج ع   اینناوری  ساریع

   .اس شده  پرداخته  آن  به  پارامتری  منظر  ای  ع دتاً  تاکنون  واس   بوده  اینقطه  یندنرا  ینظریه  پیشرن 

  ریمتغ   یچند  ای  نامعلومتابعی   که  ای پواساون نا  گ نقطه  یندانر یک  شاد   تابع  جدید برای براورد ناپارامتری   یدر ای  مقاله ما روشا 

ی برای توابع چند  شاعاع  هیابع پاوت  بیتقر  کیای تکن  یریگبا بهره  ،یشانهادیروش پدر   .نیمکمی  معرنینضاایی مساتق  اسا ،    یک ک

مساتقیم  طور  که دق  تقریب تابع چندمتغیره بهجایی  ای آن  .شاودتبدی  می  لگ خطیمدل  ناپارامتری تابع شاد  به یک   مدل  متغیره،

سااایی پارامتر شااک  تابع پایه شااعاعی ای طریه ک ینه کردن ملا  اطلا، بیزی،  ، بنابرای  با بهینهداردتاثیر   براورد تابع شااد   بر دق 

  د یم.ای پواسون نضایی را ارتقا میکیفی  براورد ناپارامتری تابع شد  نرایند ای نقطه

  نام به  درختان  ای  گونه  یک  شاد   بررسای به  که  واقعی   ایداده  و  شاده  سااییشابیه  یمطالعه یک  ای  اساتفاده  با  پیشانهادی  روش  ع لکرد

  براورد  اساا   قادر  ما  پیشاانهادی  روش  که  داد  نشااان نتایج.  شااد  ارییابی  پرداید،می  گرمساایری   ایجنگ   در  "اینگاساااپیندولید "

   ایروش  با  مقایسااه  در  جدید  رویکرد  اراله د د. ای مناساابی    دق   با  نضااایی را  پواسااون  اینقطه  نرایند ای  شااد ِ  ناپارامتری تابع

 .اس   برخوردار  اساسی   ایمزی   ای  دارند،  محدودی   استفاده  مورد  ک کی  متغیر ای  تعداد  در  که  موجود  ناپارامتری

ای پواسون نضایی نا  گ ،  نقطهنرایند     ا،کس یپش ارش    ،رهیتابع چند متغ  بیتقر  ،تقریبی  براورد اداکثر درستن ایی :واژگان کلیدی

 .مستق   نضایی  یک ک  یر ایمتغ

 قدمه م  . 1

برا  یتصادن  یند ا اینر   ی،ا نقطه  یند ا اینر که    ی  ستند 

طور   زمان  و یا بهیمان  یا در نضا    که  ییداد ایرو  بندیمدل 

  ند اینر   یشوند. بنابرایانتند، استفاده می اتفاق م  و یمان  نضا  در

شاخه نقطه سه  به  و  ی  یماننضایی،    اینقطه  یند ااینر  یای 

می  ییمان-نضایی مقاله  تقسیم  ای   در    ای نقطه  نداینرشوند. 

  ک ی  یبرا  دیمف  یمدل  نضایی مورد بررسی قرار خوا د گرن  که

در  یتصادن  یالگو نقاا  که    یعدبُ 𝑑 نضای  ای  معمولاً  اس  

𝑑 =  ی ند ااینرکه  شود. با توجه به ای در نظر گرنته می  2
 

              ۱۴۰۳/ ۰۳/ ۱۵تاریخ پذیرش:                ۱۴۰۲/ ۱۲/ ۲۹تاریخ دریان : 

 ۳ش اره   / ۱۳دوره 

 ۳۳۴-۳۱۷صفحا  

 ی اس  که  دف اصل  نضاییای آمار    یاشاخه   ،نضایی  اینقطه

توسط    جادیا  یالگو ا  یساختار  ندس  یمطالعه آن   شده 

  عیتوی  نضادر    یطور تصادن( اس  که بهپیشامد انام  )به  ییایاش

بنابرای   شوندیم بهنتوان یم   امدل   یا،    ی برا  میطور مستقد 

  ی الگو  کیکه به شک     یی اداده   یو تحل   هیو تجز  بندیمدل

گان  پرند  یا لانه  ایدرختان    ی ا مکان  ینقشه  مانندای  نقطه

؛  [۱]  و   کاران  انیلیا داری،شناسی و جنگ ی بومدر یمینه)

[  ۴]  ن  یو پنت  انیتوشا[ و  ۳]  ؛ رنر و   کاران[۲]  لاو و   کاران

ببینید. کهکشان   یموقع،  (را  و  )ستارگان  یمینه ا  ی  در 

  [ 6] و   کاران  یبدل  ؛[۵نیگلسون ]  و  بابو  ،نجوم  ی وخترشناسا

ببینید نورون،  (را  مغزمکان  بان   در  یمینه  ا  علوم )در   ی 
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انراد    آدر   ای  [ را ببینید.(،۷م قانی]اعصاب، جعفری   منزل 

 [، 8]  گ ید  ی،ولوژی دمیاپی  یمینه درنادر )  ی اریب  کیمبتلا به  

مورد استفاده    (  ستند،[ را ببینید۱۰]  ؛ گاترل و   کاران[۹]

 . دنریقرار گ

نرایند  ای انوا، مختلفی دارند که در آن میان، نرایند ای نقطه

کهساده    اینقطه  ندینرا  کین  یواسو اویه  اس   ی  در 

بسیاری ای نرایند ای  دارد و  یاساس ینقشای نرایند ای نقطه 

یواسوبراسا     ترشرنته یپای  نقطه مینرایند  ساخته    شوند. ن 

ای  در    بنابرای  کاربرد ابسیاری  و  نرایند    مطالعا   ای   روی 

شود.  استفاده میمرجع    ندینراعنوان  و ای آن به  ت رکز شده اس 

نقطه  براسا   ی ای  نرایند  شد  "واسون  رده   "تابع  دو  ی  به 

نقطه " پواسون   گ نرایند  نقطه "و    "ای  واسون  یای  نرایند 

نی  نرایند یواسون   گ   یواسو نرایند  شود.  تقسیم می  "نا  گ 

صور   اس  که تابع شد  آن مقداری ثاب  باشد، در غیر ای 

 نامند.  ن نا  گ  مینرایند یواسوآن را  

ا   سطح   وااد  در  نقاا  انتظار  مورد  چگالیِ  ،" شد " ی  منظور 

که مع ولبه  اس     بروی   یا  نراوانی  وقو،،  نرخِ  عنوانبه  طور 

  .شودمی  تعبیر  اینقطه  الگوی  در  شده  ثب   پیشامد ای

 ه داد: توان ارالمی  𝜆بنابرای  تعریف ییر را برای تابع شد   

λ(𝑠) = lim
|𝑑𝑠|→0

{
𝐸(𝑁(𝑑𝑠))

|𝑑𝑠|
} 

  نداینر  کیای    یاصل  یف یتوص  یِمشخصه  کی  𝜆  شد تابع  

بنابرای   اس   اینقطه براوردمدل.  و  نرایند    تابع شد   بندی 

.  اس   ای نضایینقطه  نداینر  نظریهدر    یای ا داف اصلای،  نقطه

توپ    کی( را در  پیشامد  کی  اینقطه )  کیتابع اات ال وقو،     یا

و   د دنشان میمشخص   مکانِ کاطراف یکوچک در   ینهایب

توسط  به ای  معنا که شود که نا  گ  اس ، یمع ولاً نرض م

  ی ای منظر ا  مسئله   یشود. ایم  مشخص  ریتابع شد  متغ  کی

  ی مورد بررس  یو ناپارامتر   یپارامتر   ی ا مختلف ای ج له روش

در روش پارامتری با در نظر گرنت  یک مدل    اس .قرار گرنته

ریاضی برای تابع شد  که وابسته به مقادیر پارامتر اس ، براورد  

که در پذیرد در االیا  یانت  مقادیر پارامتر صور  میبراس

ای  نرض   با  ناپارامتری  نرایند در  روش  توییع  ای  اطلاعی  که 

یدن  تقریب   ای  شد  با استفاده ای روشتابع    ،دستر  نیس 

 شود. ابع به صور  اات الاتی براورد میت

که بر وقو،    یینضا  یک ک  یر ا ینظر گرنت  متغ  درای طرنی  

تأث  پیشامد ای نضا  در  علاقه  ای    یکی  ذارند،گیم  ریمورد 

  ی اس . برا  یانقطه   یالگو ا    یدر تحل  جذابمهم و    موضوعا 

 
1 Sliced inverse regression  

الگو ای  ،مثال  بررسی  آتش  در  وقو،  جنگ نضایی   ا  سویی 

  پوشش   ک کی نضایی مانند نو،  اسپانیا متغیر ای  کاتالونیادر

ویژگی توپوگرانیگیا ی،  یمی   ارتفا،،)   ای  شرایط(شیب   ،  

نعالی (باد  سرع   رطوب ،  دما، )   واشناسی   انسانی    ای، 

محققان    شد.در نظر گرنته  (ج عی   تراکم   ا،جاده  به  ینزدیک)

 ا  سوییوقو، آتش   یینضا  یالگو ا  ای آبودند بدانند    مندعلاقه

؟ ریخ   ستند یامرتبط    انسانی  و  محیطی  عوام با    ، ادر جنگ 

  ک کی،   متغیر ای  ای   ای  استفاده   که  داد  نشان  نتایجعلاوه برای   

  وقو،  نضایی  الگو ای  در   در  اینقطه   یندانر  مدل  توانایی

[ را  ۱۱]دلگادو    دیای)  .بخشدمی  بهبودرا    جنگ در    سوییآتش 

 (ببینید.

بررسیِ بسیاری پارامتری  ایمدل ۱۹۷۰  ای سال تاثیر    برای 

نضایی  ی( ا )ریمتغ نر  ک کی  شد    مطرح  اینقطه  ندایبر 

 لگُ مدل پارامتری، مدل تری متداول و تری اند که سادهشده 

 عبار  اس  ای: خطی اس  که  

 
𝜆(𝑠) = 𝑒𝑥𝑝{θ0 + 𝜃𝑍(𝑠)},   𝑠 ∈ 𝐷 ⊂ ℝ2,                   (۱) 

 

چند   اال  ( به۱مدل ) توسیعجه   یمطالعا  متعدد بعد ا 

،  [۱۲واگه پترسون ]  توان بهمیج له  ای  انجام شد که    رهیمتغ

 . [ اشاره کرد۱۴[ و ]۱۳]و   کاران     یچورالد

بایستی     ستند  محبوب  اری بس  یپارامتر  ی اروش   اگرچه اما 

چنانچه   اگر  که    تابع  رایب  مفروض  یپارامتر  مدلدق  شود 

شد     تابعای    یادیتا اد ی)یعنی    مناسب نباشد  یواقع  شد ِ

منجر   اس  م ک   انحراف داشته باشد(، روش پارامتری  یواقع

   ای روششود. لذا  نانیاط  رقاب  یغو   نامناسب یی ابراورد به

انعطاف   یناپارامتر دارای  بیشترکه    کاربرد   قابلی   و  پذیری 

بهگسترده  نسب   بهروش  تری  پارامتری  ستند  عنوان   ای 

مناسبنیگزیجا پارامتریروش  برای  ی  گرنته   ای  نظر    در 

   .دن شومی

نضایی که   ک کی متغیر ای  به وابسته  شد  تابع  برای براورد 

اند تاکنون کار ای اندکی  بندی شده به صور  ناپارامتری مدل

بر    ی سته  گربراورد  کی[  ۱۵]گوان  اس .  انجام شده  مبتنی 

متغیر   شد   براورد  برای  راک کی  چندی   تعریف   تابع  با 

ی بی   ر دو نقطه به عنوان تفاو  بی  مقادیر متغیر  ناصله

کا ش   ابتدا به ک ک تکنیک  او  .ه دادارال ا  ک کی مرتبط با آن

ورقه"  بعُدِ ورقه  وارون    ش یانزا  یمسئلهبا  ،  "۱شده رگرسیون 

  خود را معرنی  سایگاری  براوردگر  ستهو سپس    کرد  مقابله  عدبُ
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اطلاعا   ،  [۱6]و   کاران    یبدل  کرد. ک کی   ر یمتغ  یکای 

مدل  پیوسته کردند  برای  استفاده  شد   تابع  و  بندی 

ناپارامتریِوردگر ا ا بر برای   موضعی درستن ایی و   سته  ی  را 

شد  و   کاران  .کردند  شنهادیپ  تابع  مدلی    [۱۷] بوراجو 

ی   سته  گربراورددر نظر گرنتند و  و   کاران    یبدلمشابه با  

باند بو     یپهنا   یشد  با استفاده ای انتخابگر ابرای    سایگار

براوردگر پیشنهادی خود     ی ا   چن. آنمعرنی کردند  استرپ

برا   در     چنی و    ییمان-نضایی  یا نقطه  یند ا اینر  یرا 

و    یولج کور.  بسط دادند،  ی آن ره یچند متغ  یچارچوب نسخه 

  ی ساییپارامتر   یرا برا   ۲پیچش -لگمدل    کی  [۱8]  کاران  

  و وارد و   کارانش   ندکرد  ی معرن  یینضا  یا نقطه  ندایشد  نر

ی  خ ینهپواسون را در    یند ا ایای توابع شد  نر   براوردی  [۱۹]

 . نداراله کرد  ۳ی انیر

ای  در    شد  تابع ناپارامتری   براوردبه    تاکنون  کهبا توجه به 

پرداخته شده  ک کی متغیر ای  اضور  ا  لذا  اس ک تر     یدر 

 صور  به  با در نظر گرنت  مدل ناپارامتری برای تابع شد   مقاله
 

𝜆(𝑠) = 𝑒𝑥𝑝 (𝑓(𝒁(𝑠))) , 𝑠 ∈ 𝐷 ⊂ ℝ2,                (۲) 
 

آن    که پ  کی  𝑓در   واس     نامعلوم  یوسته یتابع 

   𝒁(𝑠) = (𝑍1(𝑠), … , 𝑍𝑝(𝑠))
𝑇

:  𝐷 ⊂ ℝ2 ⟶ ℝ𝑝،  

در  اس  که    بعدی  𝑝ی نضایی  متغیر ای ک کی پیوستهبردار  

𝑠مکان   ∈ 𝐷  اند، به براورد  ه شد  یریگاندایه𝜆  پرداییم.می 

 ی بی( که تقرRBF)۴  یشعاع  هیابع پاوما ای ت  روش پیشنهادیدر  

متغ چند  تابع  نامعلومره یای  م  𝑓  ی  اراله  استفاده  ،  د دیرا 

با دق  مناسب برای تابع شد   به براورد ایی  دستیابی    .شودمی

سایی در انتخاب پارامتر ای   ای بهینهمستلزم استفاده ای روش

چند   ینسخه  کبه ی  در نهای  منجر  که   ا اس RBFمرتبط با  

   .شودمی  (۱)مدل  ای    رهیمتغ
 

  ای نقطه   یند ااینرو    یشعاع  هیابع پاوتتعاریفی ای  در ادامه ابتدا  

نضا ارالپواسون  مییی  توضیح    سپس  ،د یمه    روشبه 

بهگسسته گرنتهسایی    ای نقطه  ندیانر   یتبد  ی برا  شدهکار 

در نهای  کارایی روش  .پرداییمیم یونیپواسون به مدل رگرس

ای  با مان  پیشنهادی مج وعه    و  یسای هیشب  ا  الع مط استفاده 

 شود. می  نشان دادهگرمسیری     ایجنگ   واقعی ای  یداده

 
2 Log-convolution model 
3 Riemannian manifold 

 یشناسروش   . 2

 یشعاع پایهتابع  ب یتقر  . 1.2

روش   استفاده داده   مواجهدر    ۵بندی شبکهبدون   ی اای    ی  ابا 

  اس .   یمختلف عل   ی انهیدر یم  یمه   شرن یپ  یعد چند بُ

پاتو  کیتکن   بندی شبکهبدون   ی اای روش   یکی  یشعاع  هیابع 

  درلی  توانایی در ن ایش توابع غیرخطی پیچیده  دکه به  اس   

  و   تابع  تقریب  ماشی ،  یادگیری   مانند  مختلفی   اییمینه

توابع،    شوند.می  استفاده   گسترده  طور  به  یابیدرون ای   در 

 . ای نسبی )نه موقعی  دقیه( ا  ی  داردموقعی  

تابع پایه شعاعی یک تابع اقیقی مقدار اس  که مقدار آن تنها  

  که مرکز نامیده   ثاب  مشخصیای نقاا  ورودی  ی نقاا  به ناصله

وابشومی اس .ند،  شعاعی    سته  پایه  تابع  یک  ریاضی  نظر  ای 

ای   اس   Φ(𝒙)عبار   = 𝜑(‖𝒙 − 𝒄‖)    آن در  مرکز    𝑐که 

RBF    اس  و‖. نُرم روی  ‖ نُرم مع ولاً    کهاس     ℝ𝑝  مقدار 

ای  تواند  یم  𝜑  (.[۲۰] )ناشاور  شودمیی در نظر گرنتهدسیاقل

پا گاوس  ایهیتوابع  تابع  مانند  کند،  استفاده   یمختلف 

𝜑(𝑟) = 𝑒𝑥𝑝(−(𝛾𝑟)2) 0) ، که در آن <)𝛾     پارامتر شک

 کند. یرا کنترل م   اRBFمسطح بودن  میزان    و  شودیم  دهینام
 

 ا یکی ای ابزار ای کاربردی برای  RBFاشاره شد    کهطور    ان

تابع چند    یبرا  RBF  بیتقرتقریب توابع چند متغیره  ستند.  

 : شودیمدر نظر گرنته    ریبه صور  ی  𝑓(𝒙)  یرهیمتغ
 

𝑓(𝒙) ≈ ∑ 𝜃𝑘𝜑𝑘(𝑠)

𝑚

𝑘=1

= ∑ 𝜃𝑘  𝑒𝑥𝑝(−(𝛾‖𝒙 − 𝒄𝑘‖)2)

𝑚

𝑘=1

, 

   𝒙 ∈ ℝ𝑝,        (۳) 
 

 

آن در  1{𝒄𝑘}که 
𝑚    مرجع 1{𝜑𝑘}  و)مراکز(  نقاا 

𝑚  پا   هیتوابع 

، و  اندشدهرکز  ت م  𝑐𝑘  ی ستند که در نقطه   یگاوس  یشعاع

که  رکدام    پایه شعاعی  توابع  ای  یمج وع  به صور   𝑓(𝒙)تابع  

  ب یمتفاو  مرتبط  ستند و با ضر  𝒄𝑘مرجع    ینقطه  کی  هب

𝜃𝑘  شود یمنشان داده  شوندیم  داده  وین. 

، مهم اس   RBF  ی ابیدر تقر  نهیبه ع لکرد به  یابیدست  یبرا 

و    𝑚  ی ا، تعداد خوشه 𝛾مانند پارامتر شک      اییک ی که  

1{𝒄𝑘}مراکز خوشه  
𝑚  انتخاب با دق   امیکن  را   ا  انتخاب   ی. 

  بگذارند.   ر ی ا تأثبیبر ع لکرد تقر  یطور قاب  توجهبه  توانندیم

تعیی ب ترکیم   اخوشه  یبهینه  تعداد  رای  ای  ای   یبیتوان 

4 Radial basis function 
5 Meshfree method 
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استفاده    means-k  یبندو خوشه  6یسلسله مراتب  یبند خوشه

با بهکرد.   ابتدا  ای  منظور  سلسله    یبند خوشه  کارگیریبرای 

  تعیی    ا برایای آن  و  کنیم می  را رسم  ۷ ا دندروگرام  یمراتب

به  را    𝑚  سپسشود.  یم   استفاده  ،𝑚  ، ا خوشه  ینهیتعداد به

ورود   k-means  روشبه   ا  داده  یبند خوشه  یبرا  یعنوان 

ک ینه با    𝛾  یبرا   نهیمطالعه، مقدار به   یا  در  .کنیممیاستفاده  

ب  ملا   کردن ای(  BIC)  8ی زیاطلا،   ای  مدل  ااص  

مورد در بخش    یدر ا  شتریبحث بشود.  می   ییتع  رگرسیونی

 اراله خوا د شد.    ۴.۲

 پواسون  اینقطه  ندیافر  . 2.2

,𝒮)  کنید  نرض ℬ)  نرایند   . یکپذیر باشداندایه متریک  نضای 

,𝛺)ل ای نضای اات ا    𝑌نگاشتی مانند ،  𝒮ای روی نقطه 𝒜, 𝑃)   

,𝒮)یر پذبه نضای اندایه ℬ)   گاه برای  ر مج وعه بورل ر،  اس  

آن  ،  𝐵کراندار  در  𝐵که  ∈ ℬ  تعداد قرار    𝐵در  که  𝑌عناصر ، 

یعنمی 𝑁(𝐵)ی  گیرند،  = 𝑁𝑌(𝐵) = 𝑁(𝒀 ∩ 𝐵)،   یک

 متغیر تصادنی باشد. 

د یم  نشان می  𝜇(𝐵)  ای را با ن ادشد  یک نرایند نقطه  اندایه

 : عبار  اس  ایو  
𝜇(𝐵) = 𝐸[𝑁(𝐵)] 

 

:𝜆نرض کنید   چنی  𝒮 ⟶ [0, پذیر  یک تابع انتگرال   (∞

اندایه متریک  نضای  روی  ,𝒮)پذیر  موضعی  ℬ)    ،باشد

𝐵ی بورل کراندار  که برای  ر مج وعهطوری به ∈ ℬ، 

𝜇(𝐵) = ∫ 𝜆(𝑠)𝑑𝑠          ∀𝐵 ∈

𝐵

ℬ 

 

𝜆(.   تابع   کنیممی  نرض  نامیم ومی  𝒀متناظر با    را تابع شد   (

 دارد.   وجود  شد 

𝐷روی  𝑌ای نرایند نقطه  ⊂ ℝ𝑑  پواسون  ای  نقطهرا یک نرایند

.)𝜇اندایه شد    با  : گویند  رگاه  (

𝐵    ،𝐵به ایای  ر مج وعه بورل کراندار   (۱ ⊂ 𝐷 ،  متغیر تصادنی 

 𝑁(𝐵)   دارای توییع پواسون با میانگی 𝜇(𝐵)  .باشد 

کراندار  𝑀برای  ر  (۲ بورل  مجزای    مج وعه  ,𝐵1و  … , 𝐵𝑀،  

تصادنی ,𝑁(𝐵1)متغیر ای  … , 𝑁(𝐵𝑀)   یکدیگر    مستق ای 

آن    .باشند در  مودامنه  𝐷که  نضایی  نضای  ی  در  علاقه  رد 

−𝑑ُعدی اس ب . 

 
6 Hierarchical clustering 
7 Dendrogram 

قبلاً  ان که  شد،    طور  نرایند  اشاره  شد   تابع  اگر 

.)𝜆 ،ن، پواسو را   گ    ( نرایند  باشد،  ای     ثاب   غیر  در  و 

  گ   نانرایند را  وابسته باشد،    sبه    𝜆(𝑠)  چنانچه  یعنی  ،صور 

 . نامندمی

 تابع ن   . 3.2

 ناهمگن  𝑲تابع  .  3.2

الگو  ییشناسا  یبرا   نا  گ   𝐾تابع   ی  ا نقطه  یساختار 

  یتابع شد  واقع  𝜆(𝑠). اگر  رودکار میبهنا  گ     یند ا اینر

 فیتعر  رینا  گ  به صور  ی  𝐾باشد، تابع    𝑌  یا نقطه  نداینر

 شود: یم
 

𝐾𝑖𝑛ℎ𝑜𝑚(𝑟) =
1

|𝑊|
 𝐸 [ ∑ ∑

𝐼(‖𝑠𝑖 − 𝑠𝑗‖ ≤ 𝑟)

𝜆(𝑠𝑖)𝜆(𝑠𝑗)
𝑠𝑗∈𝑌∖{𝑠𝑖}𝑠𝑖∈𝑌∩𝐷

]   

 

.)𝐼که در آن   ای    یا نقطه  یگر الگونشانگر اس . ا تابع  معرف    (

ی آن برابر  ، مقدار نظر پیروی کندن نا  گ   نرایند یواسو  کی

 تواند به صور  ییر براورد شود: می  𝑲تابع    اس .   𝜋𝑟2  با
 

𝐾𝑖𝑛ℎ𝑜𝑚(𝑟) =
1

|𝑊|
 ∑ ∑

𝑒(𝑠𝑖 , 𝑠𝑗)𝐼(‖𝑠𝑖 − 𝑠𝑗‖ ≤ 𝑟)

𝜆(𝑠𝑖)𝜆(𝑠𝑗)
𝑠𝑗∈𝑌∖{𝑠𝑖}𝑠𝑖∈𝑌∩𝐷

 

𝑒(𝑠𝑖که در آن  , 𝑠𝑗)  . ناکتور تصحیح لبه اس 

 محاسباتی   راهبرد . 4.2

,𝑠1  کنید  رضن … , 𝑠𝑛  مشا ده تحقه  ید نده  نشان    ای 

  تعداد   𝑛  آن  در  که  اس ،  𝐷  در  𝒀ای پواسون ی نرایند نقطه شده 

  متنا ی   و  تصادنی  اس  که مقداریی نضایی  دامنه  در  نقاا

  نا  گ    پواسون  اینقطه یندانر   درستن ایی  تابعلگاریتم  .  دارد

 شود:  صور  ییر تعریف می به  𝜆  شد   تابع  با
 

ℓ(𝜆) = 𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜆) = ∑ 𝑙𝑜𝑔𝜆(𝑠𝑖)

𝑛

𝑖=1

− ∫ 𝜆(𝑠)
𝐷

𝑑𝑠,      (۴) 

 

  شود و ای بخش ثاب  ( داده می۲ی )با رابطه   𝜆(𝑠𝑖) که درآن

∫ 1 𝑑𝑠 = |𝐷|
𝐷

 اس .  نظر شده صرف  

  که  اس   𝐷  مشا ده  یدامنه  روی  بر  انتگرال  شام   عبار  نوق

امکاندر ع   محاسبه نیای به    لذا  بودهپذیر  ی آن به سختی 

8 Bayesian information criteria 
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  سایی گسسته استراتژی    ، ای  منظور  برای.  اس   عددی  تقریب

   ای برابر با مساا   با   کوچک  پیکس   𝑁  به  𝐷  نضایی  یدامنه

𝑎  به میرا    متغیر ای  و(  [۲۱]    کاران  و  بدلی)  بریمکار 

در    ،د دمی  نشان  را  پیکس    ر  در  نقاا  تعداد  که  یش ارش

می ∑  کهطوریبه  گیریمنظر  𝑛𝑗
𝑁
𝑗=1 = 𝑛.  بخش  نتیجه  در  

  یده  تقریب   اپیکس روی  مج و،    با  ،(۴)  یرابطه  انتگرال

  نادیده   را  داده  نقاا  دقیه  مکان  در ای  روش  چنی     .شودمی

پیکسلی که در آن   مرکزمتناظر با    را  داده  نقطه   ر  و  گیریممی

  پیکس    مرکز  𝑢𝑗به ای  معنا که اگر    گیریم، دارد در نظر میقرار  

𝑗–گاه کلیه نقاا در پیکس   ام باشد، آن𝑗–  ام را متناظر با𝑢𝑗 

صور  ییر باینویسی  به  (۴)   یرابطه   بنابرای   گیریم.در نظر می

 : شودمی

(𝜆) = 𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜆) ≈ ∑[𝑛𝑗𝑙𝑜𝑔𝜆(𝑢𝑗) − 𝜆(𝑢𝑗)𝑎],   (۵)

𝑁

𝑗=1

 

  تابع   لگاریتم  معادل(  ۵)  یرابطهشود  دیده میطور که    ان

  میانگی   با 𝑁𝑗 مستق  پواسون تصادنی متغیر ای درستن ایی

𝑎𝜆(𝑢𝑗)   ( خوا یم داش ۳( و )۲استفاده ای روابط ). با  اس : 

 

𝜇(𝑢𝑗) = 𝑎𝜆(𝑢𝑗) ≈ 𝑎 𝑒𝑥𝑝 (∑ 𝜃𝑘𝜑𝑘(𝑢𝑗)

𝑚

𝑘=1

)             

= 𝑒𝑥𝑝(𝑙𝑜𝑔𝑎 + 𝜽𝑇𝝋𝑗),                                      (6) 
 

نوق،  رابطه     متغیر ای   با  خطی  گل   پواسون  رگرسیونی 

 𝝋𝑗 = 𝝋(‖𝒁(𝑢𝑗) − 𝒄𝑘‖)،  رگرسیون   ضرایب  بردار   

𝜽 = (𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑚)𝑇  مساا    به  که وابسته  انس   یک  و  

)پیکس  میاس   (𝑙𝑜𝑔𝑎  یعنی ا  انس .  باشد،  ای    ، منظور 

بینی خطی اس  که  یچ پارامتری ای مدل را  در پیش  یعبارت

آن ای قب  معلوم و شناخته   . به ای  معنا که اثرشودن ی  شام 

ای شده  در  پیکس اس ،  مساا   متغیر به  اجا  یک  عنوان 

تح    میزان شد  رویش درختان اثر دارد  شده که برشناخته

 اس .  ا آمده عنوان انس  در مدل

  اطلا،  ملا   کردن  ک ینه  با  𝛾  شک   پارامتری  بهینه  مقدار

 تعیی    ۹یانته   تع یم   خطی   ایمدل  ( در برایشBIC) بیزی

 :شود می  بیان  ییر  صور به  که  شودمی
 

𝐵𝐼𝐶(𝛾) = −2ℓ (𝜃(𝛾)) + (𝑚 + 1) 𝑙𝑜𝑔(𝑁),             (۷) 
 

شده  روش   را   شد   تابع  ناپارامتری  براورد  برای  پیشنهاد 

 : کرد  خلاصه  ییر  صور   به  توانمی
 

 
9 Generalized linear models 

 براورد:  الگوریتم

  بر   𝒁  متغیر ای مستق   و  (·)𝒀  پواسون  اینقطه  نرایند

 شود: میورودی در نظ گرنته  عنوان ا بهپیکس   روی
 

بهینه  تعیی   با •   مراکز   و  𝑚،   ا،خوشه  یتعداد 

1{𝒄𝑘} ا  آن
𝑚 پیکس متغیر ای  ،  براسا    𝒁 ا 

 شوند. بندی میخوشه 

 شود.میدر نظر گرنته  𝛾برای    اولیه  مقدار •

ایبه  𝝋𝑗  شعاعی   ایپایه • تبدیلی    عنوان 

𝝋𝑗با نرمول    اصلی  متغیر ای = 𝝋(‖𝒁(𝑢𝑗) − 𝒄𝑘‖) 

 شوند. می  محاسبه

ای    ایشبکه  به   𝐷ی مشا دا  پنجره  •   کوچکی 

 شود.می  تقسیم  𝑎  مساا   با   اپیکس 

  قرار  ام–𝑗  پیکس   در   که   𝑛𝑗  داده  نقاا  تعداد •

 شوند. می  ش ارش  دارند

      محاسبه  ام–𝑗  پیکس   مرکز  در  𝝋𝑗  متغیر  بردار •

 شوند. می

  در   glm  تابع  مانند)  استاندارد  آماری  انزار  نرم  ای •

R  )مدل   یک(  درستن ایی  اداکثر  روش  به)  برایش  برای  

  متغیر ای   ،𝑛𝑗   ایپاسخ   با  خطی  لگ  پواسون  رگرسیون

𝝋𝑗  و)پایه شعاعی(    استفاده  𝑙𝑜𝑔𝑎انس     جزء    ای 

 شود. می

  رگرسیون   برای𝜽̂   شدهداده  برایش  ضرایب •

براورد ای  لگ  پواسون   درستن ایی   اداکثر  خطی، 

خطی   پواسون  نقطه  نرایند  مدل  برای𝜽̂ ی  تقریب   لگ 

 . ستند

    نرایند   مدل  برای  𝝀̂  درستن ایی  اداکثر  براورد •

 . شودمی  محاسبه𝜽̂   ای روی  پواسون  اینقطه

• BIC    رگرسیونی برایمدل  𝛾  شده، محاسبه داده    

 . شودمی

 BIC  تا اداق  مقدار  دن شومی  نوق تکرار  مراا  •

ی  عنوان مقدار بهینهمتناظر با آن به  𝛾مقدار    .ااص  شود

   شود.نامیده می  ∗𝛾شود و  میدر نظر گرنتهپارامتر شک   

      دس  به   𝜆  در محاسبا ، براورد  ∗𝛾با قرار دادن  •

 آید. می
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 سازی شبیه  مطالعه  . 3

ای     برای  انزایشی  نضایی  یدامنه   مجانبی  چارچوب  یکما 

   ای دامنه.  کردیم  استفاده  نماپیشنهادی  روش  ع لکرد  ارییابی

 پنج.  در نظر گرنته شد[  ۰  ،۰۳]۲  و[  ۰  ،۰۲]۲  ،[۰  ،۰۱]۲  نضایی

.)𝒁 مستق   متغیر  تصادنی   میدانای    ۱×    ۱  پیکس   وضوح  با   (

 ن ایی  کوواریانس  عمیانگی  صفر و تاب  با  گاوسی
 

𝐶(𝜎2,𝜙)(ℎ) = 𝑐𝑜𝑣[𝑍𝑖(𝑠), 𝑍𝑖(𝑠 + ℎ)] 

                  = 𝜎2 𝑒𝑥𝑝(−‖ℎ‖/𝜙),                  𝑖 = 1, … ,5 

 

  𝐷  در  مکان  دو  بی   اقلیدسی  یناصله   ℎآن  در  که  تعریف شد،

ترتیب  که   ستند  پارامتر ایی  𝜙  و  𝜎2اس .     و   واریانس  به 

و   کنندمی  کنترل  را   امکان  بی   نضایی    بستگی  یدامنه

𝜎2 ا  مقدار آن = 𝜙  و  0.05 =  . شددر نظر گرنته  0.5

بر    پواسون  اینقطه  یندنرا  یک  ای  نضایی  اینقطه   یالگو   ۵۰۰

آیند، تولید  که در ادامه می  خطی  لگ  شد   ی ا اسا  مدل

 شد: 
 

𝜆1(𝑠) = 𝑒𝑥𝑝 (𝑓1(𝒁(𝑠)))   1: مدل 

  = 𝑒𝑥𝑝 (1.5𝑍1(𝑠) + 0.5𝑍2(𝑠) + 1.1𝑍5(𝑠)) 
 

  𝜆2(𝑠) = 𝑒𝑥𝑝 (𝑓2(𝒁(𝑠))) 2: مدل 

= 𝑒𝑥𝑝(2𝑍1(𝑠) − 0.3𝑍3
2(𝑠) − 𝑍4

2(𝑠)) 
 

𝜆3(𝑠) = 𝑒𝑥𝑝 (𝑓3(𝒁(𝑠))) 3: مدل 

=  𝑒𝑥𝑝(2𝑍2(𝑠)/{1 + 0.3𝑍5
2(𝑠)}) 

 

  ی  ا مدلااص  ای  ی  شده   یسایهیشب  اینقطه  یالگو ا  ۱ شک

  را [  ۰  ،۰۲]۲  دامنه نضاییپواسون در    اینقطه  ندیانر  یبرا  ۱-۳

م دیده  ان  د د.ینشان  که  مختلف    شود،میطور  انوا، 

نتیجه  ینا  گن ای    یدر    𝜆  برای  مختلف  ی امدلاستفاده 

 اس .   دس  آمدهبه

منظور،     یا  یبرا.  تابع شد  اس   یناپارامتر   براورد  ما   دف

𝑓𝑗 نامعلومابتدا  ر تابع   , 𝑗 =   تابع پایه شعاعی  کیرا با    1,2,3

تعداد    بایس ای  منظور ابتدا می  یبرا   .میینیم  بیتقر  یگاوس

خوشهخوشه   ینهیبه مراکز  و    یی نضا  یدامنه ر    یبرا    ا ا 

بهبا    شود.   ییتع روی  ای   توجه  متغیر ای ک کی  مقدار  که 

روی    𝒁 مقدار  به ای  معنا که)  انددر نظر گرنته شده ا  پیکس 

 ای  بندی دادهلذا برای خوشه  ، ر پیکس  مقدار ثابتی اس ( 

 بایس  مربوا به متغیر ای ک کی می

  
۱)الف( مدل   ۲)ب( مدل     

 
۳)ج( مدل    

 شکل 1.  ن ونه ا یی ای تحقه نر ایند ای  نقطه ای پواسون  روی ناایهی نضایی  ۲]۲۰، ۰[ با توابع شد  معرنی شده در مدل  ای ۳-۱
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خوشهپیکس  به   ا  توجه  با  شوند.  اجم بندی  بودن    بزرگ 

)ن ونه پیکس  ا  گروه  به ا  ن ونهابتدا  (،   ا تعداد     ای ییر 

( گروه  پیکس ۱۰۰ادود  کوچکتر  تقسیمدر  ر    شد، بندی  ( 

برای  ر    بندی سلسله مراتبی با استفاده ای روش خوشه  سپس

( و  (،  subsampleییرن ونه  رسم  خوشهدندروگرام   ا  تعداد 

مقادیر بی     یدر نهای  با در نظر گرنت  بیشینه  تعیی  شد.

ییرن ونه دامنه   𝑚مقدار   ا،  ت ام  برای  ر  نضایی  بهینه  ی 

ای روش مقدار  عنوان  به   آمد ودس   به استفاده    ورودی جه  

 .  شداستفاده  k-means  بندیخوشه

  در نظر گرنته  γ،  ۱/۰پارامتر شک     ینهیمقدار به   ،یعلاوه بر ا

ج ع     یانگیمای  ،  کار رنتهبهع لکرد روش    یابیمنظور اریبه  .شد

که به صور     استفاده شد(  MISE)  ۱۰ی توان دوم خطا بسته

 : شودیم  فیتعر  ریی

𝑀𝐼𝑆𝐸 = 𝐸 [∫ (𝜆̂(𝑠) − 𝜆0(𝑠))
2

𝑑𝑠
𝐷

] ,                        (8) 

 اس . آن    براوردو    یشد  واقع  بیبه ترت   𝜆̂و    𝜆0که در آن 

  در نقاا    میانگی  تعداد  و   اخوشه  ینهیتعداد به  ۱  جدولدر  

  یینضا  یدامنه    ر  یبرا  شده   یسای هیشب  اینقطه  یالگو   ۵۰۰

  تابع شد    MISEو    اریبیعلاوه برای  میزان  .  اس شده  اراله

 یینضا   ایدامنهدر  تابع شد   مدل  سه   ر    یبرا شده    براورد

د د با  ینشان م  ۱  لجدو  ی اانتهی.  اس شده محاسبه    مختلف

  تابع   یناپارامتر   وردابر  MISEمیزان  ،  𝐷  ییدامنه نضا  شیانزا

  ، یینضا  یدامنه  شیبا انزا  گر،یعبار  د. بهابدییکا ش م  شد 

 . ابدییبهبود مشد     براورد

  الگو ای   در  شد   براوردگر  برای  MISE  و  پیشامد ا، اریبی  میانگی  تعداد   ا،خوشه  یبهینه   سایی: تعدادشبیه  نتایج.  1جدول  

 تکرار  ۵۰۰ با [   ۰ ،۰۳]۲  و[ ۰ ،۰۲]۲ ،[۰ ،۰۱] ۲ ای نضایی دامنه برای   نضایی اینقطه

ی نضایی دامنه     ]۰  ،۱۰[۲  ]۰  ،۲۰[۲  ]۰  ،۳۰[۲ 

 ۲۰  ۱۴  ۷   ا تعداد بهینه خوشه

۷/۲6۰  تعداد پیشامد ا     ۳/۱۰۱۲   ۹/۲۳۰۰  

۱مدل   -۰۰۱/۰  اریبی    ۰۰۳/۰-   ۰۰۱/۰  

 MISE  8۱۵/۰   ۳۹8/۰   ۳۲۵/۰  

        

۹/۱6۷  تعداد پیشامد ا     ۹/6۷۵   ۱/۱۵۳۴  

۲مدل   -۰۰۳/۰  اریبی    ۰۰۹/۰-   ۰۰۲/۰-  

 MISE  ۹۹۱/۰   8۵۲/۰   ۲6۴/۰  

        

۷/6۲۲  تعداد پیشامد ا     ۴/۹۰6   ۷/۲۰۳۹  

۳مدل   ۰۰۳/۰  اریبی    ۰۰۲/۰-   ۰۰۴/۰-  

 MISE  ۹۲۲/۰   ۷۹۳/۰   ۵۵۵/۰  

دیده  ان که  بزرگترشود،  می  طور   یینضا  یدامنه   یدر 

می  وردا بر   یترهیدق  ،[۰  ،۰۳]۲     ی دامنهدر    و  شودااص  

در  ر    پیشامد اتعداد     یانگی، که در آن م[۰  ،۰۱]۲  یینضا

نسب  به  براورد ا    MISEمقدار بود،    کم  نضایی  اینقطه  یالگو

 . بود  بزرگتر   ادامنه  ریسا

پواسون با تابع    اینقطه  یند اایای تحقه نر  یی ان ونه  ۲شک   

  براورد شده، ،   راه با توابع شد   ۱مدل  در  شده    تعریفشد   

عددی و  نتایج    د د.یمختلف را نشان م  نضایی  ی ادامنه  در

روش    ،د دنشان می  یسایهیشب  یمطالعه   ااص  ایگرانیکی  

 
10 Mean integrated square error (MISE) 

نر تابع    براورد  یبرا   یشنهاد یپ  یناپارامتر   اینقطه   ندیاشد  

 اس .   یمناسب  روش  پواسون

 ی جنگلدار یهاکاربرد در مجموعه داده . 4

 ها توصیف داده  . 1.4

داده ای  مج وعه  بررسی  مورد  داده  ای  ای  مج وعه  بزرگی  ی 

در پاناما  ستند که در گرمسیری   ای  موقعی  درختان جنگ 

با عرض    ۱۰۰۰طول    محیطی  و  ج ع  ۵۰۰متر  آوری  متر 
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ای درختان    گونه  ۳۰۰ ای موجود شام  بیش ای  اند. دادهشده 

؛  [ ۲۳]و   کاران   ی؛ کاند[ ۲۲]  )به  اب  و ناسترمختلف اس   

 (. دیمراجعه کن  [۲۴] یکاند

  مغذی   مواد  و  توپوگرانی  مانند  محیطی  متغیر ای  آوریج ع 

   ا آن  ییرا  اس ،  رایج  امری  شناختیبوم   مطالعا   در  خا 

  گیا ی   ایگونه  رشد و توییع بر توجهی قاب  طوربه  توانندمی

بنابرای   بگذارند  تأثیر مانند،    ب ی ش  ،ارتفا،  متغیر ایی 

آ  ،  ،  میکلس،  رمب   وم،ینیآلوم  ،ی(توپوگرانمتغیر ای  ) مس، 

رو ،  منگنز،  میزیمن  م،یپتاس   ی سای یکان  تروژن،ین  ،ینسفر، 

مغذی    تهیدی اس  نزایم و  تروژنین )مواد  ای   خا  خا   در   )

  اند. شده   یآور ج ع  وگیری  اندایه  یا شبکه  صور بهناایه  

وضوح    یک ک  یر ایمتغ  ریمقاد با    ، اکس یپمختلف  در 

   .اندهمحاسبه شد    اکس یپ  مقادیر روی   ی انگیاستفاده ای م

 در  شده  مشا ده  یناایه  یبر رو  یطیمح  یر ایتغی منقشه

با  پیکس     اراله شده   ۳متر در شک   ۲۰متر ×    ۴۰  ابعاد ایی 

  

  

  

 .مختلف ی  ادامنهدر  براورد آن( و  ۳شده در بخش   ف ی)تعر   ۱تابع شد  مدل  سا ارپواسون بای نقطه ی ند اایتحقه نر .2شکل 
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  ۵۰   ایکس یدر وضوح پ  یک ک  یر ا یمتغ  ی ااس  )نقشه

 اس (. آمده  پیوس متر در   ۲۰متر ×    ۲۰متر و    ۵۰×  متر

 
  رمب   وم،ینیآلوم  ب،یمتر. ای چپ به راس : ارتفا،، ش  ۲۰متر×    ۴۰   ایکس یوضوح پ  مورد نظر با  یک ک  یر ا یمقدار متغ   یانگیم  ینقشه  .3شکل  

  ف ی)رد   خا    ته یدی اس  ن زا یم و  تروژن ین   یساییکان   تروژن،ین   ،یدوم(؛ نسفر، رو   ف یو منگنز )رد   م یزیمن  م، ی(؛ مس، آ  ، پتاس۱  ف ی )رد  میو کلس

 . ستند متغیر ا بزرگتر ر یمقاد یتر نشان د ندهروش  ی  اسوم(. رنگ

  ای ای درختان ینده در جنگ  گرمسیری با نام در ای  مقاله گونه

.  قرار گرن بررسی  مورد  درخ (    ۵۴۵)    ”د یندولیساپنگایا“

بو  استرپ نقطه به    ۹۵ ای%را به   راه پوش  𝐾تابع    ۴شک   

درختان   مکان  برای  می  د یندولیساپنگایانقطه  د د.  نشان 

می  ان مشا ده  شک   در  که  نقطه طور  الگوی  ای  شود، 

 . کندای پواسون نا  گ  پیروی میموردنظر ای نرایند نقطه

 

درختان inhomK تابع   .4شکل   مکان  به    ۹۵ ای%پوش  با د یندول یساپنگایا  برای  نقطه  استرپ  بو  

 .ای پواسون اس برای نرایند نقطه inhomK خط نقطه چی  قرمز رنگ مقدار نقطه.
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متر   ۴۰متر )بالا س   راس (،  ۲۰متر ×  ۲۰  ایکس یوضوح پبا )بالا س   چپ( و تعداد درختان   د یندول یساپنگا یا  مکان درختان .5شکل 

 .بزرگتر اس   ریمقاد  ی نشان د نده رهیت ی  ارنگ  .( ییمتر )س   راس  پا  ۵۰متر ×  ۵۰س   چپ(، و   یی متر )پا ۲۰× 

 

 ا را در وضوح مختلف  درختان و تعداد آنای   مکان    ۵شک   

 . د دی ا نشان مکس یپ

پیاده2.4 روش  .  از  استفاده  با  پیشنهادی  روش  سازی 

 کوچک های تقریب پیکسل

  محیطی،   عوام   یدرباره   تفصیلی  اطلاعا   آوریج ع   با

 ای  گونه(  تراکم  یا)  شد   ساییمدل   دنبال  به  پژو شگران

.   ستندمتغیر ای ک کی    ای   ای  تابعی  عنوانبه  مختلف درختان

 ای  مکانیزم   و  محیطی  عوام    در   به  تواندمی   رویکرد  ای 

 ای  جنگ   در  را  گیا ی   ایگونه  ای   نضایی   توییع  که  ییربنایی

برای   دو مدلجا در ای  کند. ک ک د ند،می  شک  گرمسیری

ی  طیعوام  محتاثیر  طور خاص  بهو    گیریمدر نظر می  تابع شد 

بررسی  را    ”د یندولیساپنگا یا“ان  درخت  مکان یی  نضا  عیتویبر  

اول    .کنیممی ویژگیر ا یمتغشام   مدل  و    ی ای  خا  

  ی  اویژگی  شام که مدل دوم تنها  یدر اال  ،ی اس  توپوگران

و با استفاده ای روش پیشنهاد شده     ا، و به ک ک آناس خا   

   .پرداییممی تابع شد     به براورد

می نخس   گام  را  بایس در  چندمتغیره  ای    توابع  استفاده  با 

RBF    منظور  بزنیمتقریب ای   برای    بندی خوشه   باید  ابتدا. 

   اپیکس    در  موجود  ک کی  متغیر ای  اسا بر  را   اپیکس  

 یمبتنی  اخوشه     یتحل   ای جایی که روشآن  ای.   یمد  انجام

ناصله کا ش  بر  باعث  استانداردسایی  و    اثر   ستند،  مقیا  

شود و ای بروی نتایج  می  RBFمحاسباتی    الگوریتم  ع لکرد  بهبود

خوشهگ راه در  اریب  و  میکننده  جلوگیری  کند.  بندی 

برایاستاندارد  ک کی   ر  سایی  کم  متغیر    میانگی    کردن  با 

  موجود   متغیر  معیار  انحراف  بر  تقسیم   داده و   ر  مقدار  متغیر ای

   شد.  انجام

و ش ارش  کوچک،    ی اکس یپ  بیتقرکارگیری  در ادامه با به

  ند ایمدل نردر  ر پیکس ،    د یندولیساپنگایاتعداد درختان  

براورد    کنیم و بامی   یتبد  پواسون  ونیرا به مدل رگرس  یانقطه 

 ۲تح   را    𝝀̂،براورد تابع شد ،    𝜽̂،ضرایب مدل رگرسیونی،  

مذکور   میبهمدل  ای   .آوریمدس   به  توجه  با  شود  که دق  

متر ×  ۴۰، متر ۲۰متر ×   ۲۰وضوح مختلف ) ۳ تح   ابراورد

لذا مساا     ،دن شومحاسبه می(  متر   ۵۰متر ×    ۵۰و    متر  ۲۰

  و براورد ا  ا  انس  در مدلعنوان  به    ا متفاو  بوده وپیکس 

 اس . لحاظ شده 
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  ی بصر   ای روش  شده  براوردشد     تابع  دق   ی میزانابیاری  یبرا 

مذکور    مدلدو  ااص  ای  ورد شده  اشد  بر  جیتان  .استفاده شد

  براورد شد     ریتصاو  یسهی مقابا  اس .  اراله شده  ۷و    6در شک   

)بالا    یواقع  اینقطه  یبا الگو  ا(  پیکس   مختلف  وضوح)در  شده  

ی واقعی قاب   ا ورد ا با دادهابر  یی  سو  زانیم،  س   چپ( 

 ی ای آب طیف رنگی کیبا استفاده ای  تصاویر  یا مشا ده اس .

طور    ان  واس   هشد  رسمبالا(    یکم( به یرد )چگال  ی)چگال

 ریدر مناطه یرد تصو  یشترینقاا ب  شودکه در تصاویر دیده می

. لذا روش پیشنهادی  وجود دارد  یدر مناطه آب  یو نقاا ک تر

   .مناسب اس   د یندولی ساپنگایدرختان ا  چگالی  براورد  یبرا 

  

 
 

  یر ایای متغ  یعنوان تابعبه  د یندول یساپنگایا ورد شد ابر  ،درخ  )بالا س   چپ(  ۵۴۵  مکان   د  یندول یساپنگایا ی اداده.  6شکل  

متر    ۴۰متر )بالا س   راس (،    ۲۰  متر ×   ۲۰وضوح   ایی با  کس یدر پ  ی شنهادیای روش پ  ستفادهبا ا  خا    ی ایژگیو   و  ی کیتوپولوژ

 .بزرگتر اس   ریمقاد  ی تر نشان د ندهروش  ی  اس   راس (. رنگ   ییمتر )پا ۵۰×  ۵۰(، و  ییمتر )چپ پا  ۲۰× 

   یریگجهینت  . 5

میزاننناوری   پیشرن   با  ااضر  عصر  در   و   تولید   ایداده   ، 

  طیف   اس  ویانته  انزایش  چش گیریطور  به  شده  آوریج ع 

  در   اینقطه   الگو ای  تحلی   برای  متغیر ای ک کی  ای  وسیعی

 به  قادر  کهروشی    ای  بنابرای ، استفاده.  اندگرنته  قرار  دستر 

ییاد  با  مواجهه ناپارامتری    برآورد  در  متغیر ای ک کی  تعداد 

 . رسدنظر میضروری به،  باشد   تابع شد 
 

  

  

ای    ستفاده با ا  خا واد معدنی  ای م  یعنوان تابعبه د  یندولیساپنگای ا ورد شد ابر  ،درخ  )بالا س   چپ(  ۵۴۵  مکان د یندولیساپنگایای   اداده   .7شکل  

  ی  اس   راس (. رنگ   ییمتر )پا  ۵۰×    ۵۰(، و   ییمتر )چپ پا  ۲۰متر ×    ۴۰متر )بالا س   راس (،    ۲۰متر ×    ۲۰وضوح   ایی با  کس یدر پ  یشنهادیروش پ

 .بزرگتر اس  ریمقاد یتر نشان د نده روش 
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موجود برای براورد    ناپارامتری   ایای  در االی اس  که روش

تعداد متغیر ای ک کی مورد استفاده    در  محدودی   تابع شد ،

توانند  عداد ک ی ای متغیر ای ک کی را مییعنی تنها ت را دارند؛  

ی  به دلی  مسئله  ع دتاًدر مدل لحاظ کنند. ای  محدودی   

چندی  بعُد  مواردباشد.  می  11مشق   ای   تلاش  معمولاً    ،در 

ایمی استفاده  با  بعدتکنیک  شود  کا ش  پیچیدگی    ، ای  ای 

ای روش و سپس  ناپارامتریمسال  کاسته    شناخته شده    ای 

 استفاده شود.   تابع شد برای براورد  

کا ش    ی اتکنیک   ای  نیای به استفادهبدون  ما    یشنهاد یروش پ

تک  ، صرنابعُد تقر  هیبا  نامعلوم  تابع چندمتغیره   بیبر  با    𝑓ی 

  برای تابع شد    ناپارامتری  به براوردی  ،ک ک توابع پایه شعاعی

براورد تابع    .ابدیی دس  م  قبولدق  قاب   اب دق  مناسب در 

  اس .   𝑓ی  ره یچند متغتابع    یدق  بالا تقریب باشد  مستلزم  

ای   دق     باید  ،منظوربرای  به  شعاعی  پایه  توابع  پارامتر ای 

بندی   ای خوشهروش  جا کهای آنشوند.  کار گرنتهتعیی  و به

ایجاد خوشه الگوریتمبرای  به  وابسته ا  ناصله  بر  مبتنی     ای 

می  که  ، ستند قرار  متغیر ا  مقیا   تاثیر  گیرند،  تح  

اس استاندارد  ضروری  ک کی  متغیر ای  ای    پس  .سایی 

متغیر ا،   خوشهاستانداردسایی  ای  استفاده  سلسله  با  بندی 

 ا  خوشهمراکز   ا و  ی خوشهتعداد بهینه   k-meansمراتبی و  

اطلا، بیزی    ملا   د. در نهای  با ک ینه کردننشو می  مشخص

   شود.ی  میپارامتر شک  بهینه تعی  ای رگرسیونی،  در مدل

ای  سپس نامعلوم    RBFتقریب    با استفاده    مدل ،  𝑓برای تابع 

شد     ناپارامتری خط  کی  صور بهتابع  لگ  بیان  مدل  ی 

تقسیم    ککوچ  ی ا کس ی به پ  یینضا  یدامنه در ادامه  .  شودمی

  ی براورد مسئله ،  ادر پیکس با ش ارش نقاا داده    و  شودمی

  ونیبه رگرس ییپواسون نضا اینقطه  یند اایشد  در نرتابع 

تبد مدل  شودیم   یپواسون  ای  استفاده  با  خطو  ی   ای 

  ، که ای روی آن   شودمیپرداخته  θ  بیضرا  به براوردیانته،  تع یم

 .دس  خوا د آمدبه  براورد ناپارامتری تابع شد 

شده    یسای هیشب  ی ا داده  یرا بر رو پیشنهادی  روش    جینتا  ما

اع ال    گرمسیری  جنگ   واقعی ی   امج وعه داده  چنی   و  

  شد، نشان داده   یسایهیشب  یطور که در مطالعه.   انمیکرد

ی  ج ع بسته   یانگیکا ش م  منجر به  یینضا  یدامنه     شیانزا

دوم )  توان  مMISEخطا  بهشودی(  د.  انزا  گر،یعبار     ش یبا 

  کندیم  دیتولبراوردگر ایی    اات الاروش ما    ،پیشامد اتعداد  

گو که  کارآمد  ستند  اندایه  به   ان  واقع  یی که  را    یمدل 

 .میاداده برایش  

 
11 Curse of dimensionality 

 :مالی حمایت از  سپاسگزاری 

 مؤسسه  یچ ای  خاصی  ی  زینه ک ک   یچ پژو ش  ای 
 دریان  غیرانتفاعی یا تجاری ع ومی،  بخش در گذار سرمایه
 . اس    هنکرد 
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Abstract: Modelling and estimating the intensity function of a point pattern is one of 

the preliminary and fundamental issues in inference of point processes, and it 

considered as a prerequisite for many other problems. It has been addressed from 

different perspectives. With the rapid development of data-collection technologies, a 

wide range of data has been produced, and considering covariates has been a big step 

forward in the theory of point processes, which has mainly been addressed from a 

parametric perspective. 
In this paper, we introduce a novel approach for nonparametrically estimating the 

intensity of an inhomogeneous Poisson point process, which is an unknown function 

of several independent spatial covariates. In the proposed method, using the 

approximation technique of radial basis function for unknown multivariate functions, 

the nonparametric model of the intensity function is transformed into a log-linear 

model. Since the accuracy of the multivariate function approximation directly affects 

the accuracy of the intensity function estimate, we enhance the nonparametric 

estimation quality of the intensity function in spatial Poisson point processes by 

optimizing the shape parameter of the radial basis function through minimizing the 

Bayesian information criterion. 

The performance of the proposed method was evaluated using a simulation study and 

real data examining the intensity of a tree species, "Inga Sapindoides", from tropical 

forests. The results showed that our proposed method is capable of providing an 

accurate nonparametric estimate of the intensity function in spatial Poisson point 

processes. This novel approach has fundamental advantages over existing 

nonparametric methods, which are limited in the number of covariates that can be 

used. 

 

Key Words: Approximate Maximum Likelihood Estimate; Pixel Counts; 

Inhomogeneous Spatial Poisson Point Process; Independent Spatial Covariates. 

Aim and Introduction  

Modelling the first-order intensity function is one of the main aims in point process 

theory, and various approaches have been explored to address this. This work focuses 

on the nonparametric estimation of the intensity function of an inhomogeneous 

Poisson point process in the important case where the intensity depends on 
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independent covariates. With the advancement of sciences, increasing amounts of data 

are produced and collected. The inclusion of spatially varying covariates in the models 

for the intensity function has been a big step forward on point process theory and it 

has been mostly addressed so far from a parametric perspective. 

The simplest and most common parametric model is the log-linear model, which 

formulates the log-intensity as a linear combination of available covariates; for 

instance, consider the following model: 

 

𝜆(𝑠) = 𝑒𝑥𝑝{θ0 + 𝜃𝑍(𝑠)},   𝑠 ∈ 𝐷 ⊂ ℝ2,                                              (1) 

 

Although parametric methods are very popular and are often used, it should be noted 

that if the assumed parametric model is not suitable for the true intensity function, 

inappropriate and unreliable estimates may be obtained. Therefore, nonparametric 

methods, which have more flexibility and broader applicability than parametric 

methods, are considered a suitable alternative to parametric approaches.  

So far, only a limited number of studies have been conducted to estimate the intensity 

function based on spatial covariates that are modeled nonparametrically. The main 

limitation of existing nonparametric approaches is the constraint to consider a small 

number of covariates, which is primarily due to the well-known "curse of 

dimensionality" phenomenon. 

We assume the intensity function of a spatial Poisson point process that includes 

several observed independent covariates, which is written as follows: 
 

𝜆(𝑠) = 𝑒𝑥𝑝 (𝑓(𝒁(𝑠))) , 𝑠 ∈ 𝐷 ⊂ ℝ2,                                             (2)    

 

where 𝑓 is an unknown continuous function and 𝒁(𝑠) is the independent covariate 

vector that is associated with the spatial location 𝑠 ∈ 𝐷. 

Methodology 

In high-dimensional settings, our proposed method provides an approximation of the 

unknown multivariate function 𝑓 by employing a radial basis function approach [2]. 

Substituting this approximation into equation (2) leads to the multivariate version of 

model (1). The resulting expression can be written as: 

 

𝜆𝜽(𝑠) = 𝑒𝑥𝑝 (𝑓(𝒁(𝑠))) ≈ 𝑒𝑥𝑝 (∑ 𝜃𝑘𝜑𝑘(𝑠)

𝑚

𝑘=1

)  = 𝑒𝑥𝑝(𝜽𝑇𝝋𝑗).                      (3)  

 

This model states that the intensity is 𝜆𝜽(𝑠) where the value of  𝜽 is to be estimated. 

The loglikelihood for 𝜽 is: 

ℓ(𝜽) = 𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜽) = ∑ 𝑙𝑜𝑔 𝜆𝜽(𝑠𝑖)

𝑛

𝑖=1

− ∫  𝜆𝜽(𝑠)
𝐷

𝑑𝑠,                                            (4) 

 

The likelihood function of a Poisson point process involves an integral over the spatial 

window 𝐷. This means that the likelihood cannot be computed exactly, but must be 

approximated numerically [1]. A quadrature strategy for approximating the Poisson 

process likelihood is to divide the window 𝐷 into small pixels of equal area 𝑎. The 

integral over the window 𝐷 is then approximated by a sum over pixels. We also 
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instead of using the exact locations of the data points 𝑠1, … , 𝑠𝑛, just we count the 

number of data points in each pixel. Thus we approximate equation (4) by: 

 

ℓ(𝜽) = 𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜽) ≈ ∑[𝑛𝑗𝑙𝑜𝑔 𝜆𝜽(𝑢𝑗) −  𝜆𝜽(𝑢𝑗)𝑎],                                          (5)

𝑁

𝑗=1

 

  

The right-hand side of (5) has the same form as the loglikelihood of independent 

Poisson random variables 𝑁𝑗 with means 𝑎𝜆(𝑢𝑗). 

From equation (5), we can write the Poisson regression model as: 
 

𝜇𝜽(𝑢𝑗) = 𝑎 𝜆𝜽(𝑢𝑗) ≈  𝑒𝑥𝑝 (∑ 𝜃𝑘𝜑𝑘(𝑢𝑗)

𝑚

𝑘=1

) = 𝑒𝑥𝑝(𝑙𝑜𝑔𝑎 + 𝜽𝑇𝝋𝑗),                      (6) 

 

where the radial basis 𝝋𝑗 are transformed original variables, and the coefficients 𝜽 

need to be estimated. 𝑙𝑜𝑔𝑎 is offset term, this means the effect of the pixel area on the 

intensity is considered a known, fixed factor, rather than a parameter that needs to be 

estimated by the model. Incorporating known variables as offsets can improve the 

accuracy of the intensity function estimation, as it allows the model to focus on 

learning the other, unknown relationships. 

By using standard statistical software (such as the glm function in R) we fit (by 

maximum likelihood) a loglinear Poisson regression model with responses 𝑁𝑗, 

regression covariates 𝝋𝑗, and offsets 𝑙𝑜𝑔𝑎. The fitted coefficients 𝜽̂  for the loglinear 

Poisson regression are the approximate maximum likelihood estimates for the 

loglinear Poisson point process model (3). And now we can calculate the approximate 

maximum likelihood estimates ،𝝀̂ for the Poisson point process model from 𝜽̂. 

It should be noted that, since the accuracy of the multivariate function approximation 

directly affects the accuracy of the intensity function estimate, we enhance the 

nonparametric estimation quality of the intensity function in spatial Poisson point 

processes by optimizing the parameters related to RBFs such as, number of clusters, 

the cluster centers and shape parameter. 

When the number of clusters is not known in advance, a combination of hierarchical 

clustering and k-means clustering can be used. Firstly, hierarchical clustering is 

utilized to generate a dendrogram and determine the optimal number of clusters, 

denoted as, 𝑚. However, due to the large sample size 𝑁 (a large number of pixels), in 

the initial step we divided the samples into smaller subgroups (each containing about 

100 pixels per group). Subsequently, a dendrogram was constructed for each 

subsample to determine the optimal number of clusters. Finally, by aggregating the 

maximum values from all subsamples, the optimal value for 𝑚 in the spatial domain 

was determined and used as an input parameter for implementing the k-means 

clustering method. In this manner, the optimal values for the number of clusters and 

cluster centers were determined. It is important to note that we initially standardized 

the covariates before proceeding with clustering. This step is crucial to ensure that all 

variables are on a similar scale and to avoid biasing the clustering results towards 

variables with larger ranges. 

In this study, we utilized the Bayesian information criterion (BIC) to compute the 

optimal value of the shape parameter. This was achieved by minimizing the BIC 

obtained from fitting a generalized Poisson regression model, as expressed below:  

𝐵𝐼𝐶(𝛾) = −2ℓ (𝜃̂(𝛾)) + (𝑚 + 1) 𝑙𝑜𝑔(𝑁),                                          (7) 



۳۳۳    Mitra Hasheminia and Reza Pourtaher 

 1402  پاییز   -3شماره   -13جلد     نشریه مهندسی و مدیریت کیفیت

Findings 

The performance of the proposed method was evaluated using a simulation study and 

real data examining the intensity of a tree species, "Inga Sapindoides", from tropical 

forests. 

In the simulation study, we considered different types of models for the intensity 

function. By using the mean integrated square error (MISE) of the estimations, we 

demonstrated that our proposed method is capable of providing an accurate 

nonparametric estimate of the intensity function in spatial Poisson point processes. 

Additionally showed that as the observed window size was increased, the MISE of 

the estimator decreased. 

Discussion and Conclusion 

This novel approach has fundamental advantages over existing nonparametric 

methods, which are limited in the number of covariates that can be used. In other 

words, the available nonparametric methods for estimating the intensity function can 

only incorporate a small number of covariates, but in the proposed method, without 

using dimensionality reduction techniques and simply by relying on the 

approximation of the unknown multivariate function using radial basis functions, we 

are able to perform a nonparametric estimation of the intensity function of the spatial 

Poisson point process in the presence of several independent spatial covariates. 

Proper accuracy in estimating the intensity function requires a high-accuracy 

approximation of the unknown multivariate function 𝑓. For this purpose, the 

parameters of the radial basis functions must be carefully determined and used. Since 

clustering methods depend on distance-based algorithms to create clusters, which are 

affected by the scale of variables, standardization of covariates is necessary. After 

standardizing the variables, using hierarchical clustering and k-means, the optimal 

number of clusters and cluster centers are determined. Finally, by minimizing the 

Bayesian information criterion in regression models, the optimal shape parameter is 

determined. 
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 پیوست:

 

 

 
  ب،یراست: ارتفاع، شمتر. از چپ به    20متر×    20  کسلی در وضوح پمورد نظر    یکمک  یرهایمقدار متغ   نیانگیم  ینقشه  .8شکل  

 و  تروژنین  یسازیکان  تروژن، ین  ، یدوم(؛ فسفر، رو  فیو منگنز )رد  میزیمن  م، ی(؛ مس، آهن، پتاس1  فی)رد  میو کلس  رمب  وم، ینیآلوم

 .هستند متغیرها بزرگتر ریمقاد یروشن تر نشان دهنده یها سوم(. رنگ فی)رد تهیدیاس نزایم

 

 

 
 ب، یمتر. از چپ به راست: ارتفاع، ش  50متر×    50  کسلی در وضوح پمورد نظر    یکمک  یرهایمقدار متغ   نیانگیم  ینقشه  .9شکل  

 و  تروژنین  یسازیکان  تروژن، ین  ، یدوم(؛ فسفر، رو  فیو منگنز )رد  میزیمن  م، ی(؛ مس، آهن، پتاس1  فی)رد  میو کلس  رمب  وم، ینیآلوم

 .هستند متغیرها بزرگتر ریمقاد یروشن تر نشان دهنده یهاسوم(. رنگ  فی)رد تهیدیاس نزایم

 

 


