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𝑀بندی با ظرفیت متناهی در این مقاله سییسیتص  ی :  چکیده ∕ 𝑀 ∕ 𝑚 ∕ 𝐾   به ازاء𝑚 ≥   𝑚ظرفیت سیامانه و   𝐾در نظر گرفته شیده هه در آن  2

  شینهادیها پدهندهو تعداد خدمت سیتصیدر  ی  و سی  انیبر حسی  متوسیت تعداد متقا ی  سیتصیسی  نهیبه نام تابع هز  یابتدا تابعها اسیت.  دهندهتعداد خدمت

𝑀 سیتصیمقاله سی  نیدر ا  .شیود  مصینیم  نهیآن تابع هز  یهه به ازا 𝑚𝑂𝑝𝑡اسیت به نام    یا 𝑚  افتنیسیس  هد    .شیودیم 𝑀⁄ /𝑚𝑂𝑝𝑡/𝐾 نه یسیتص بهیسی  

در  ی  و   انیا یشیده و متوسیت تعداد متق نییتع  نهیبه  یهاسیتصیمختل ، سی  یها𝐾  یبه ازا  یمثال عددیک   در انتها با اسیتااده از .شیودیم  دهینام

به دسیت آورده   هاسیتصینوع سی  نیدر ا یمتقا ی  تیبه نام متوسیت درهه ر یا  یاریو مع  انیمتقا ی  سیتصیمتوسیت مد  زمان انتظار در  ی  و سی  سیتص،یسی

 .شودیم

𝑀 ی بند   ستصیس  کلیدی: واژگان  ∕ 𝑀 ∕ 𝑚 ∕ 𝐾هادهندهخدمت نه یتعداد به نه، یتابع هز نه،یبه ستصی، س.  

 مقدمه  - 1

فراوان و    تیاهم یدارا  یمتناه  تیبا ظرف  یبند     یهاستصیس

  ی اشبکه   یهاستصیس  یبررس  .هستند  یمتعدد  یعمل  یهاربردها 

لسامو  با توست یافزارنرم  یهای عملکرد معمار  نیتخم ی   برا 

به محاسبا     [2]تکاهی و همکاران    .انجام شد  [1]  و همکاران

س  ستصیس  تیظرف   نیهمچن  .دانپرداخته   صیسیب  یهاستصیدر 

  نه یدر زم  (  [6] و   [ 5]،  [4] ،  [ 3])  یک سری تحقیقا  هاربردی

 . ور  گرفته شد   یمتناه  تیبا ظرف  یبند     یهاستصیس

  ی متناه  تیبا ظرف  یبند    یهاستص یس  یسازنهیبه  نهیدر زم

از    [7]  ونگ و همکاران  .انجام شده است  یمتعدد  قا یتحق  زین

  نه یو هنترل به 𝑁 𝑃𝑜𝑙𝑖𝑐𝑦 تیمطالعه شرا یبرا  یروش بازگشت

𝑀  صستیس ∕ 𝐺 ∕  شرط  .استااده نمودند  یمتناه  تیبا ظرف  1

𝑁 𝑃𝑜𝑙𝑖𝑐𝑦   باشد،    یقا مت  ستصیاست هه اگر در س  یمعن  نیدب

خود را متوق  خواهد ساخت و تا    تیدهنده فعالگاه خدمت آن

𝑁  یمتقا   𝑁هه    یزمان ≥   تیفعال  ابندیحضور ن  ستص یدر س  1

   یبرا   نییهران پا  کی  [8]زیا و همکاران    .هندی خود را شروع نم
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س  نهیبه  یگذارمتیق در  پ  یهاستصی خدما     شنهاد یانسداد 

برنامه ی [9]چن    .دهردن   ی هاستصیس  یبرا   یخط  ریغ  یزیرک 

 یدهنرخ خدمت   کینمود و با استااده از آن    یمعرف  یبند  

در مورد انتخاب    [1۰]پاردو و همکاران    .داد  شنهادیمناس  را پ

  ت یبا ظرف  یبند     یهاستصیها در سدهندهتعداد خدمت   نهیبه

متوست درهه    اریهردند هه بر اساس مع  یمعرف  یروش  ،یمتناه

به  ،یمتقا   تی ار م  نهیتعداد  مشخص  ژانگ    .شودیسرورها 

نموده    یبر چند عامل را معرف  یمبتن  یمدل    بانک  کی  [11]

 . آن پرداخت  یساز نهیو سس  به به

ا متقا   نیدر  تعداد  متوست  از  استااده  با  و    انیمقاله  در    

 ی معرف  نه یبه نام تابع هز  یها، تابعدهنده و تعداد خدمت   ستصیس

  ی ، طور استها دهنده تعداد خدمت   نییتع یو هد  ا ل شودیم

هز تابع  بخش    نیبنابرا  .شود  مصینیم  نه یهه   ستصیس  2در 

𝑀  یبند   ∕𝑀 ∕𝑚 ∕ 𝐾  برخ  یمعرف و  یو    ی هایژگ یاز 

شده و نحوه    یمعرف  نهیتابع هز  3در بخش  .  شودیمهص آن ارائه م

𝑀  ستصیس  یساز نهیبه ∕𝑀 ∕𝑚 ∕ 𝐾  هز تابع  اساس   نهیبر 

  ی برا   یمثال عدد   یک  با استااده از  4در بخش    .شودیم  حیتشر

𝐾  س  یها  صستیس  ی عنی   نهیبه  ستصیمتااو  
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𝑀 𝑀⁄ /𝑚𝑂𝑝𝑡/𝐾  ییارهایشده و سس  با محاسبه مع  نییعت،  

 . شودی ها نشان داده مقبول بودن عملکرد آن   قابل

𝑴بندی سیستم صف  - 2 ∕𝑴 ∕𝒎 ∕ 𝑲 

دهنده  خدمت   𝑚  یدارا  𝑀/𝑀/𝑚/𝐾  یبند    ستصیس
(𝑚 ≥ و    𝜇ها برابر هر هدام از آن  یدههه نرخ خدمت   است(2

به    انیو نرخ مراهعه متقا   ستص یدر س  انیمستقل از تعداد متقا 

و ع  𝜆برابر    زین  ستصیس از  مستقل    . است   𝜇و    ستصیس  تیو 

  ی هاعیتوز  ها،یدهو خدمت   هامراهعه   ن یزمان ب  عیتوز  نیهمچن

مدل    نیدر ا  .شودی فرض م  𝜇و    𝜆  یبا پارامترها    یبه ترت  یینما

اگر تعداد    .است  یدهمتااو  با نرخ خدمت   ستصینرخ خروج از س

س  انیمتقا  از    ستصیدر  نرخ خروج    𝑚همتر  در   𝑛𝜇باشد،  و 

آهنگ    نیا  بنابر  .است  𝑚𝜇باشد نرخ خروج    𝑚حداقل    کهی ورت

 به  ور (𝜇𝑛)   ستصیس  زخروج ا

𝜇𝑛 = {
𝑛𝜇 𝑛 < 𝑚
𝑚𝜇 𝑚 ≤ 𝑛 ≤ 𝐾
0 𝑛 > 𝑘

 

 . شودتعری  می

سیستص     هر  مشخصی  در  لحظه  در  هه  وقتی  بندی 

هشد  است، مد  زمانی هه طول می  𝑛 تعدادمتقا یان در سیستص

𝑛 تا همعیت سیستص به + برسد، متغیر تصادفی دارای توزیع   1

بنابر این آهنگ ورود    .شوددر نظر گرفته می 𝜆𝑛 نمایی با پارامتر

  به  ور  (𝜆𝑛) به سیستص
 

𝜆𝑛 = {
𝜆 𝑛 < 𝐾
0 𝑛 ≥ 𝑘

 

 

 است.  

𝑟 توزیع تعداد متقا یان در سیستص با فرض  [12]بر اساس   =
𝜆

𝜇
 ( است 1  رابطه )به  ور 
 

(1) 𝑃𝑛 = {

𝑟𝑛

𝑛!
𝑃0 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 − 1

𝑟𝑛

𝑚!𝑚𝑛−𝑚 𝑃0 𝑚 ≤ 𝑛 ≤ 𝐾

 

𝜌 هه با فرض =
𝑟

𝑚
 

 

(2) 𝑃0 =

{
 
 

 
 (∑

𝑚−1

𝑖=0

𝑟𝑛

𝑛!
+
𝑟𝑚(1 − 𝜌𝐾−𝑚+1)

𝑚! (1 − 𝜌)
)−1 𝜌 ≠ 1

(∑

𝑚−1

𝑖=0

𝑟𝑛

𝑛!
+
𝑟𝑚(𝐾 − 𝑚 + 1)

𝑚!
)−1 𝜌 = 1

 

 

در      متقا یان  تعداد  متوست    به  ور  نییعو 

𝐿𝑞 =∑
𝐾

𝑛=𝑚
(𝑛 − 𝑚)𝑃𝑛 

(3) 𝐿𝑞 =

{
 

 
𝑟𝑚(𝜌 + (𝐾 −𝑚)𝜌𝐾−𝑚+2 − (𝐾 −𝑚 + 1)𝜌𝐾−𝑚+1)

𝑚! (1 − 𝜌)2
𝑃0 𝜌 ≠ 1

𝑟𝑚(𝐾 − 𝑚)(𝐾 −𝑚 + 1)

2𝑚!
𝑃0 𝜌 = 1

 

یعن سیستص  در  متقا یان  تعداد  متوست   ی و 

𝐿 = ∑𝐾𝑛=0 𝑛𝑃𝑛  به  ور 

𝐿 = 𝐿𝑞 +𝑚 − 𝑃0∑
𝑚−1
𝑛=0

𝑟𝑛(𝑚−𝑛)

𝑛!
 (4) 

زمان   متوست  در   و  متقا ی  هر  انتظار  در   (𝑊𝑞) های  و 

  به  ور  (𝑊) سیستص
 

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞

𝜆(1 − 𝑃𝐾)
, 

            𝑊 =
𝐿

𝜆(1−𝑃𝐾)
      (5) 

هه در   اندسامانه در    میانگین نرخ متقا یانی است هه عملاً 𝜆̅ و 

𝜆̅ آن = 𝜆(1 − 𝑃𝐾)  می آورده  اگر    د.شوبه دست  همچنین 

امکان ورود متقا یی به سیستص به علت تکمیل ظرفیت میسر  

رفته نباشد، در این مقاله آن متقا ی به عنوان متقا ی از دست

  .شودمحسوب می 

 تابع هزینه -3

بندی، هد  هاهش طول  ی  و زمان انتظار  در هر سییسیتص  ی 

متقا یی و افزایش درهه ر یایت آن اسیت هه از طریف افزایش  

شیییود و این هار مسیییتلزم  پذیر میها امکیاندهنیدهتعیداد خدمت

بندی  طور هلی در یک سییسیتص  ی به  .هایی اسیتتقبل هزینه

هیا در واحید زمیان معییاری برای ارزییابی  امیید رییا یییی هیل هزینیه

در    .ها بسیتگی به نوع و ماهیت آن داردهه هزینه  اسیتسییسیتص  

  (6رابطه )  تابع هزینه به  ییور ] 13 [  این مقاله با اسییتااده از

 شودپیشنهاد می
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𝐶𝑚(𝜆, 𝜇) = 𝐶1(𝐿 − 𝐿𝑞) + 𝐶2(𝑚 − 𝐿 + 𝐿𝑞) + 𝐶3𝑚+ 𝐶4(𝜆 − 𝜆̅) + 𝐶5𝐿𝑞 + 𝐶6(𝐿 − 𝐿𝑞) 

                = (𝐶1 + 𝐶6 − 𝐶2)(𝐿 − 𝐿𝑞) + (𝐶2 + 𝐶3)𝑚 + 𝐶4(𝜆 − 𝜆̅) + 𝐶5𝐿𝑞 (6) 

 : در آنه  ه

1)𝐶1(𝐿 − 𝐿𝑞)   ، خدمت عملیاتی  به  هزینه  مشغول  دهندگان 

هزینه هر خدمت   استارائه خدمت   از  است  عبار    دهندههه 

(𝐶1) گرفتن سروی   حال  در  متقا یان  تعداد  میانگین   در 

(𝐿 − 𝐿𝑞). 

2  )𝐶2(𝑚 − 𝐿 + 𝐿𝑞)  ، های بیکار  دهنده هزینه نگهداری خدمت

در   (𝐶2) دهنده بیکارهه عبار  است از هزینه هر خدمت   است

. دهندگان بیکارمتوست تعداد خدمت  (𝑚 − (𝐿 − 𝐿𝑞)) 

3      )𝐶3𝑚 ها در واحد  دهندهگذاری ایجاد خدمت ، هزینه سرمایه

 . زمان است

4   )𝐶4(𝜆 − 𝜆̅)است متقا یان  دادن  دست  از  هزینه  این  .  ، 

می متحمل  موقعی  سیستص  را  تکمیل هزینه  دلیل  به  هه  شود 

ظرفیت از ورود متقا ی به سیستص هلوگیری بعمل آید یا خود 

 𝜆 چون   .متقا ی به علت تراهص از ورود به سیستص منصر  شود

و مراهعه  سیستص   𝜆̅ نرخ  به  متقا یان  ورود  پ  استنرخ   ، 

 𝜆 − 𝜆̅  طرد و  به سیستص  نشده  وارد  متقا یان  تعداد  متوست 

 بنابر این اگر هزینه از دست رفتن هر متقا ی .شده از آن است

𝐶4  در نظر گرفته شود، متوست هل خسارتی هه سیستص بابت از

می متحمل  زمان  واحد  در  متقا یان  رفتن   شوددست 

 𝐶4(𝜆 − 𝜆̅)  است.  

5   )𝐶5𝐿𝑞شود  ، هزینه اتلا  وقت متقا یان در   تعری  می

هه میانگین هل این هزینه برابر با هزینه اتلا  وقت هر متقا ی 

 𝐿𝑞 در متوست تعداد متقا یان در    یعنی (𝐶5) در   

 . است

6    )𝐶6(𝐿 − 𝐿𝑞)  هنگام در  متقا یان  وقت  اتلا   هزینه   ،

شود هه میانگین هل این هزینه برابر با  دریافت خدمت تعری  می

  در  (𝐶6) هزینه اتلا  وقت هر متقا ی در حال دریافت خدمت
یعن خدمت  دریافت  حال  در  متقا یان  تعداد   ی متوست 

 (𝐿 − 𝐿𝑞)  است . 

 همچنین در این مقاله تابع هزینه در حالت 

 𝜌 ≠ ( تا 1بنابر این با توهه به روابت )  .شوددر نظر گرفته می1

  ( و رابطه4)

 𝜆 − 𝜆̅ =
𝜆𝑟𝐾

𝑚!𝑚𝐾−𝑚 𝑃0 

 ( به  ور 6رابطه ) 

𝐶𝑚(𝜆, 𝜇) = (𝐶1 + 𝐶6 − 𝐶2)(𝑚 − 𝑃0 ∑

𝑚−1

𝑛=0

𝑟𝑛(𝑚 − 𝑛)

𝑛!
) + (𝐶2 + 𝐶3)𝑚 +

𝐶4𝜆𝑟
𝐾

𝑚!𝑚𝐾−𝑚
𝑃0 

+
𝐶5𝑟

𝑚[𝜌+(𝐾−𝑚)𝜌𝐾−𝑚+2−(𝐾−𝑚+1)𝜌𝐾−𝑚+1]

𝑚!(1−𝜌)2
𝑃0              (7) 

 شود.   تبدیل می

 𝑴/𝑴/𝒎/𝑲 سازی مدلنحوه بهینه  - 1-3

سازی یک سیستص با ظرفیت متناهی، یافتن تعداد منظور از بهینه

خدمت  سیستص  دهندهبهینه  هزینه  آن،  ازای  به  هه  است  ها 

باشد داشته  را  مقدار  تعداد  .  همترین  چه  هر  هه  است  وا ح 

ها افزایش یابد، تعداد متقا یان در    و سیستص دهندهخدمت 

  . یابدهاهش پیدا خواهد هرد و قطعا هزینه سیستص نیز افزایش می 

هایی هه در دنیای امروز هزینه به عنوان یکی از مهمترین  اما از آن 

تصمیص میعوامل  شمار  به  بهینه  گیری  تعداد  انتخاب  آید، 

ها با در نظر گرفتن معیار تابع هزینه نقش مهمی  دهندهخدمت 

های بهینه تو یح  دهنده در ادامه نحوه یافتن تعداد خدمت  .دارد

 . شودی داده م

𝑚)ص  های مشخ 𝑚و  معین   𝐾 به ازایا  ابتد = 2,3,⋯ , 𝐾)  ،

,𝜆) زوج 𝜇)  ها تابع هزینه  شوند هه به ازای آن طوری تعیین می

,𝐶𝑚(𝜆 یعنی تابع 𝜇) مینیمص شود هه زوج (𝜆, 𝜇)   مطلوب به

 همک معادلا 
𝜕𝐶𝑚(𝜆,𝜇)

𝜕𝜆
=  و 0

𝜕𝐶𝑚(𝜆,𝜇)

𝜕𝜇
= و با استااده از   0

از    .شوند به دست آورده می 𝑅 افزارنرم در   𝐵𝐵 بسته بنابر این 

   رابطه
𝜕𝐶𝑚(𝜆,𝜇)

𝜕𝜆
=  (8) ، رابطه0

(𝐶1+𝐶6−𝐶2)

𝜇
[𝑚𝜑𝑚(𝜆, 𝜇) + ∑

𝑚−1
𝑛=1

(𝑚−𝑛)𝑟𝑛−1

(𝑛−1)!
(
𝑟𝜑𝑚(𝜆,𝜇)

𝑛
− 𝑃0)] +

𝐶4𝑟
𝐾

𝑚!𝑚𝐾−𝑚 [(𝑘 + 1)𝑃0 − 𝑟𝜑𝑚(𝜆, 𝜇)] +

𝐶5𝑟
𝑚−1

𝜇
[𝑚𝜙𝑚(𝜆, 𝜇)𝑃0 − 𝑟𝜙𝑚(𝜆, 𝜇)𝜑𝑚(𝜆, 𝜇) +

𝑟

𝑚
𝜉𝑚(𝜆, 𝜇)𝑃0] = 0 (8) 

و از رابطه 
𝜕𝐶𝑚(𝜆,𝜇)

𝜕𝜇
=   ، رابطه0

(𝐶2−𝐶1−𝐶6)

𝜇
[𝑚𝜑𝑚

∗ (𝜆, 𝜇) − ∑𝑚−1𝑛=1
𝑟𝑛(𝑚−𝑛)

(𝑛−1)!
(𝑃0 −

𝜑𝑚
∗ (𝜆,𝜇)

𝑛
)] +

𝐶4𝑟
𝐾+1

𝑚!𝑚𝐾−𝑚
(𝜑𝑚

∗ (𝜆, 𝜇) − 𝐾𝑃0) −

       
𝐶5𝑟

𝑚

𝜇
(𝜉𝑚
∗ (𝜆, 𝜇)𝑃0 +𝑚𝜙𝑚(𝜆, 𝜇)𝑃0 − 𝜑𝑚

∗ (𝜆, 𝜇)𝜙𝑚(𝜆, 𝜇)) = 0       (9)
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  هاشوند هه در آنبه دست آورده می 

𝜑𝑚(𝜆, 𝜇) = (∑

𝑚−1

𝑛=1

𝑟𝑛−1

(𝑛 − 1)!
+
𝑚𝑚−1

𝑚!
∑

𝐾

𝑛=𝑚

𝑛𝜌𝑛−1)𝑃0
2 

𝜙𝑚(𝜆, 𝜇) =
𝜌 + (𝐾 −𝑚)𝜌𝐾−𝑚+2 − (𝐾 −𝑚 + 1)𝜌𝐾−𝑚+1

𝑚! (1 − 𝜌)2
 

𝜉𝑚(𝜆, 𝜇) =
1 + 𝜌 − (𝐾 −𝑚 + 1)2𝜌𝐾−𝑚 − (𝐾 −𝑚)2𝜌𝐾−𝑚+2

𝑚! (1 − 𝜌)3

+
[(𝐾 −𝑚)(𝐾 −𝑚 + 2) + (𝐾 −𝑚 + 1)(𝑘 − 𝑚 − 1)]𝜌𝐾−𝑚+1

𝑚! (1 − 𝜌)3
 

𝜉𝑚(𝜆, 𝜇) =
1 + 𝜌 − (𝐾 −𝑚 + 1)2𝜌𝐾−𝑚 − (𝐾 −𝑚)2𝜌𝐾−𝑚+2

𝑚! (1 − 𝜌)3

+
[(𝐾 −𝑚)(𝐾 −𝑚 + 2) + (𝐾 −𝑚 + 1)(𝑘 − 𝑚 − 1)]𝜌𝐾−𝑚+1

𝑚! (1 − 𝜌)3
 

𝜑𝑚
∗ (𝜆, 𝜇) = (∑

𝑚−1

𝑛=1

𝑟𝑛

(𝑛 − 1)!
+
𝑚𝑚−1

𝑚!
∑

𝐾

𝑛=𝑚

𝑛𝜌𝑛)𝑃0
2 

𝜉𝑚
∗ (𝜆, 𝜇) =

𝜌 + 𝜌2 − (𝐾 −𝑚)𝜌𝐾−𝑚+3 − (𝐾 −𝑚 + 1)2𝜌𝐾−𝑚+1

𝑚! (1 − 𝜌)3

+
[(𝐾 −𝑚)(𝐾 −𝑚 + 2) + (𝐾 −𝑚 + 1)(𝑘 − 𝑚 − 1)]𝜌𝐾−𝑚+2

𝑚! (1 − 𝜌)3
 

 .هستند

افزایش ر ایت متقا ی مهص است، در این مقاله   از آن هایی هه

 میزان ر ایت متقا ی )درهه ر ایت متقا ی( برای مدل بهینه

𝑀/𝑀/𝑚𝑂𝑝𝑡/𝐾 برای    [1۰]  روشی توست  .شودمحاسبه می

ه ظمحاسبه درهه ر ایت متقا ی با مشاهده طول    در لح

اگر متقا ی در لحظه ورودش با       .ورود به سیستص ارائه شد

های هوتاه، متوست و بلند روبرو شود، درهه ر ایت آن به  با طول 

 هه  خواهد بود (𝑎3) و پایین (𝑎2) ، متوست(𝑎1)   ترتی  بالا

   (𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ 𝑎3) . 

هوتاه،     ا طلاحا   بودن  نسبی  دلیل  به  شده  اشاره  های 

    ) 𝐴̃ های فازیها به  ور  مجموعه متوست و بلند توست آن 

  های)   بلند( به  ور  𝐶̃ )   متوست( و 𝐵̃،  (هوتاه

𝐴̃ = {(0, 𝜇𝐴(0)), (1, 𝜇𝐴(1)),⋯ , (𝐾, 𝜇𝐴(𝐾))} 
  

𝐵̃ = {(0, 𝜇𝐵̃(0)), (1, 𝜇𝐵̃(1)),⋯ , (𝐾, 𝜇𝐵̃(𝐾))} 
 

𝐶̃ = {(0, 𝜇𝐶̃(0)), (1, 𝜇𝐶(1)),⋯ , (𝐾, 𝜇𝐶(𝐾))} 
 

به ترتی  تابع عضویت   𝜇𝐶̃ و  𝜇𝐴̃  ،𝜇𝐵̃در نظر گرفته شدند هه

 [ 14]با توهه به    .هستند 𝐶̃ و 𝐴̃  ،𝐵̃ های فازیمجموعه 
  

𝜇𝐴(𝑖) + 𝜇𝐵̃(𝑖) + 𝜇𝐶̃(𝑖) = 1,   𝑖 = 1,2,⋯ , 𝐾. 

 𝑖 وقتی هه  𝐴̃ درهه عضویت مجموعه فازی 𝜇𝐴̃(𝑖) همچنین

 . دهدمتقا ی در    است را نشان می 

 
1 Average degree of customers satisfacition 

,Ω) اگر 𝐹, 𝑃) یک فضای احتمال باشد به طوریکه  Ω   فضای

نیز یک اندازه احتمال در   𝑃 و Ω یک سیگماهبر روی 𝐹نمونه،  

ک پیشامد فازی  ی Ω در 𝐴̃ گاه مجموعه فازی نظر گرفته شوند، آن 

   .شود نامیده می

𝜔 اگر به ازای هر[   15: ] 1تعریف   ∈ Ω  ،𝜇𝐴̃(𝜔)   تابع عضویت

  به  ور  𝐴̃ گاه تابع احتمالباشد، آن  𝐴̃ پیشامد فازی

  

𝑃(𝐴̃) = ∑

𝜔∈Ω

𝜇𝐴(𝜔)𝑃𝜔,    𝜇𝐴(𝜔): Ω → [0,1] 

 . شودتعری  می 

، احتمال روبرو شدن یک متقا ی  1بنابر این با توهه به تعری   

های هوتاه، متوست  در حال وارد شدن به سیستص با    به طول 

  و بلند به  ور 

𝜋(𝐴̃) = ∑𝐾𝑛=0 𝜇𝐴(𝑛)𝑃𝑛  

𝜋(𝐵̃) = ∑𝐾𝑛=0 𝜇𝐵̃(𝑛)𝑃𝑛  

𝜋(𝐶̃) = ∑𝐾𝑛=0 𝜇𝐶(𝑛)𝑃𝑛 (1۰) 

   به  ور  1بنابر این متوست درهه ر ایت متقا ی  .هستند 

𝐴𝐷𝐶𝑆 = 𝑎1𝜋(𝐴̃) + 𝑎2𝜋(𝐵̃) + 𝑎3𝜋(𝐶̃)            (11) 

  .شودتعری  می 
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 مثال عددی    - 4

سیتص    بخش،  این  گرفته   𝑀/𝑀/𝑚/𝐾 بندی در  نظر  در 

تمامشودمی نرم  .  با  بخش  این  به  مربوط  افزار  محاسبا  

RStudio    .با فرض   انجام شده است  
 

𝐶1 = 400,    𝐶2 = 300,    𝐶3 = 1000,    
 𝐶4 = 250,    𝐶5 = 200,    𝐶6 = 150, 

 

یافتن خدمت  𝑚 هد   تعداد  ازایدهنده یا  به  بهینه   های 

 𝐾 = م 7,8,9,10 هزینه  تابع  هه  طوری  شودیاست،  .  نیمص 

𝑚) نمعی (𝐾,𝑚) ابتدا به ازای = 2,3,⋯ ,𝐾)  ،(𝜆, 𝜇) 

نماد با  هه  ,𝜆̂) بهینه  𝜇̂) می داده  محاسبه  نشان  طوری  شود، 

,𝐶𝑚(𝜆 گردد هه تابع هزینهمی 𝜇) سس  در بین  .مینیمص شود 

𝐶𝑚(𝜆, 𝜇) ن در  مقدار  محاسبه شده، همترین  گرفته ظهای  ر 

نتایج محاسبا  در  . شودمطلوب انتخاب می  𝑚 شده و در نهایت

نشان   2و    1های  هدول  برایآورده شده هه  است،  آن   دهنده 

𝐾 = 𝐾 و   7,8 = خدمت  9,10 بهینه  به  دهنده تعداد  ها 

𝑚  ترتی  = 𝑚 و3 = می 4 نظر  به  و  مقدار  هستند  رسد، 

بستگی دارد،   𝑟̂ های اشاره شده به مقدار  𝐾 برای گروه  𝑚 بهینه

وقتی   2چون  < 𝑟̂ < مقادیر  است 3 شدند 𝑚 این    .حا ل 

𝑟 به ازای 𝑚 بر حس  (𝐶) البته نمودار تابع هزینه = 2.5 

گروه 𝐾 برای  = گروه 9,10,11,12 𝐾 و  = در  5,6,7,8

 𝑚 رسص شده هه نشان دهنده آن است، مقدار بهینه  1شکل  

های )ال ( و )ب( شکل  های متااو  رسص شده در قسمت 𝐾 برای

𝑚 به تری   1 = 𝑚 و 4 =  است.    3
, هینهب   مقادیر : 1 جدول   زینه ھ  ابعو ت( , )mC   برای K=7,8 

K=7  K=8 

m ̂ ̂ r̂ ˆ ˆ( , )mC    ̂ ̂ r̂ ˆ ˆ( , )mC   

2 26.65 11.73 2.27 5514  35.78 15.11 2.37 5322  

3 59.78 25.04 2.39 5120  49.07 19.70 2.49 4937 

4 77.07 30.34 2.54 6060  34.42 12.44 2.76 5956 

5 34.85 13.18 2.64 7281  37.76 14.74 2.56 7214 

6 41.40 15.80 2.62 8573  26.51 10.44 2.53 8519 

7 67.88 25.31 2.68 9889  38.06 15.79 2.41 9839 

8      78.82 32.78 2.40 11164 

 
سیستص برای  بهینهاهنون  ،  M/M/3/7  ،M/M/3/8  های 

M/M/4/9    وM/M/4/10  در    انیمتوست تعداد متقا   ریمقاد

س متقا   ستص،ی  ،  انتظار  زمان  مد   و   یمتوست  در    

به همک روابت     یبه ترت  یمتقا    تیو متوست درهه ر ا  ستصیس

هر    یاما ابتدا برا   .شوند ی( به دست آورده م11( و )5(، )4(، )3)

(، احتمالا   2به همک رابطه )  دیاشاره شده با  یهاهدام از مدل 

آورده شده    3  محاسبا  در هدول   جیمحاسبه شود هه نتا  یحد 

 . است

, هینهب   مقادیر : 2  جدول   هزینه  ابعو ت( , )mC   یابر K=9,10  

K=9   K=10 

m ̂ ̂ r̂ ˆ ˆ( , )mC   
  ̂ ̂ r̂ ˆ ˆ( , )mC   

2 34.64 13.97 2.48 60913   65.27 25.54 2.56 68725 

3 78.30 31.22 2.51 12976   80.75 29.54 2.73 13604 

4 51.19 22.21 2.41 10224   40.10 15.78 2.54 10270 

5 64.79 27.41 2.36 10448   41.14 16.02 2.57 10396 

6 85.97 35.14 2.45 11109   36.56 13.84 2.64 10994 

7 46.08 19.16 2.41 12450   41.23 15.77 2.61 11310 

8 46.85 18.25 2.57 13098   60.05 24.66 2.44 12892 

9 40.12 1607 2.50 14306   58.44 21.47 2.72 14059 

10       38.12 14.30 2.66 15303 
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 های بهینه های حدی سیستصاحتمال : 3جدول 

K 𝑃0 𝑃1 𝑃2 𝑃3 𝑃4 𝑃5 𝑃6 𝑃7 𝑃8 𝑃9 𝑃10 
7 0.0725 0.1730 0.2065 0.1644 0.1307 0.1041 0.0828 0.0695    

8 0.0595 0.1483 0.1847 0.1533 0.1273 0.1057 0.0878 0.0729 0.0605   

9 0.0937 0.2159 0.2488 0.1912 0.1102 0.0635 0.0366 0.0211 0.0121 0.0069  

10 0.0711 0.1806 0.2295 0.1944 0.1235 0.0785 0.0498 0.0317 0.0201 0.0128 0.0081 
 

 های بهینههای فازی و معیارهای ویژه سیستصمجموعه های  احتمال   :4جدول 

  K=7 K=8 K=9 K=10 
 

~

( )A 0.3337 0.3057 0.3676 0.6099 
 

~

( )B 0.3075 0.2983 0.3938 0.2715 
 

~

( )C 0.3623 0.3960 0.2387 0.1188 

ADCS 0.6450 0.6233 0.6874 0.8144 

qL 0.0014 0.0009 0.0091 0.0082 

L 2.231 2.341 2.298 2.529 

qW 0.00026 0.00022 0.00018 0.00021 

W 0.0399 0.0508 0.0452 0.0636 

 
𝑎1ض  با فر  همچنین = 1  ،𝑎2 = 𝑎3 و   0.6 = با در نظر    و0.35

  هایبه  ور  𝐶̃ و 𝐴̃  ،𝐵̃ی  های فازگرفتن مجموعه 

𝐴̃ = {(0, 0.3), (1, 0.4), (2, 0.2), (3, 0.1), (4, 0.7), (5, 0.1), (6, 0.5), (7, 0.6)} 
 

𝐵̃ = {(0, 0.2), (1, 0.4), (2, 0.4), (3, 0.3), (4, 0.2), (5, 0.1), (6, 0.5), (7, 0.2)} 
 

𝐶̃ = {(0, 0.5), (1, 0.2), (2, 0.4), (3, 0.6), (4, 0.1), (5, 0.8), (6, 0), (7, 0.2)} 
 و 𝑀/𝑀/3/7 برای سیستص

𝐴̃ = {(0, 0.4), (1, 0.2), (2, 0.7), (3, 0.5), (4, 0), (5, 0.3), (6, 0), (7, 0.2), (8, 0)} 
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𝐵̃ = {(0, 0.5), (1, 0.4), (2, 0.1), (3, 0), (4, 0), (5, 0.4), (6, 1), (7, 0.5), (8, 0.4)} 

𝐶̃ = {(0, 0.1), (1, 0.4), (2, 0.2), (3, 0.5), (4, 1), (5, 0.3), (6, 0), (7, 0.3), (8, 0.6)}

  و 𝑀/𝑀/3/8 برای سیستص

𝐴̃ = {(0, 0.7), (1, 0), (2, 0.6), (3, 0.2), (4, 0.5), (5, 0.4), (6, 0.1), (7, 0.7), (8, 1), (9, 0.5)} 
  

𝐵̃ = {(0, 0.1), (1, 0.7), (2, 0.3), (3, 0.6), (4, 0.2), (5, 0.3), (6, 0), (7, 0.1) (8, 0), (9, 0.1)} 
  

𝐶̃ = {(0, 0.2), (1, 0.3), (2, 0.1), (3, 0.2), (4, 0.3), (5, 0.3), (6, 0.9), (7, 0.2), (8, 0), (9, 0.4)} 
 

  و 𝑀/𝑀/4/9 برای سیستص

  

𝐴̃ = {(0, 0.6), (1, 0.5), (2, 0.7), (3, 0.8), (4, 0.9), (5, 0.2), (6, 0), (7, 0.4), 
 

𝐵̃ = {(0, 0.3), (1, 0.3), (2, 0.2), (3, 0.1), (4, 0), (5, 0.7), (6, 1), (7, 0.5), (8, 0.1), (9, 0.5), (10, 0.2)} 
 

𝐶̃ = {(0, 0.1), (1, 0.2), (2, 0.1), (3, 0.1), (4, 0.1), (5, 0.1), (6, 0), (7, 0.1)(8, 0.1), (9, 0.1), (10, 0.8)} 

 
سیستص احتمال 𝑀/𝑀/4/10برای  مجموعه ،  فازی های   های 

𝐴̃ و 𝐵̃ و 𝐶̃   ،و معیارهایی مانند متوست درهه ر ایت متقا ی

متوست تعداد متقا یان در   و سیستص و متوست مد  زمان  

انتظار متقا یان در    و سیستص هه در این مقاله معیارهای  

گزارش   4شود به دست آورده شده هه در هدول ویژه نامیده می 

است در   .شده  هه  است  آن  دهنده  نشان  هدول  این  نتایج 

های بهینه بطور متوست    خالی بوده و متوست تعداد  سیستص

نار بودند و متوست زمان    3یا حداهثر    2متقا یان در سیستص  

انتظار متقا ی در    تقریبا  ار و مد  زمان هوتاهی هص در 

مان  منتظر  سروی   اخذ  تا  می   است.ده  سیستص  نظر  رسد  به 

های بهینه توانسته ر ایت متقا یان را هل  هند، چون  سیستص

، 𝑀/𝑀/3/7 هایمتوست درهه ر ایت متقا ی در سیستص

𝑀/𝑀/3/8  ،𝑀/𝑀/4/9 در    6۰  بالای بویژه  و  در د 

همچنین   .در د شده است  8۰بالای   𝑀/𝑀/4/10 سیستص

𝜆 متوست تعداد متقا یان از دست رفته به همک رابطه  − 𝜆̅ 

و    ۰/3581،  2/968،  3/94۰های بهینه به ترتی   برای سیستص

بخش بویژه  شود هه اعدادی ر ایتبه دست آورده می ۰/3256

   .برای دو سیستص آخر هستند

 گیریبحث و نتیجه - 5

بندی مقاله سیستص     این  𝑀 در  ∕𝑀 ∕𝑚 ∕ 𝐾 هه 𝐾 

𝑚) هادهنده تعداد خدمت    𝑚 ظرفیت سیستص و ≥ است،   (2

های بین مراهعه متقا یان دارای  در نظر گرفته شده هه زمان

های سروی  دارای توزیع نمایی  و زمان  𝜆 توزیع نمایی با پارامتر

پارامتر هردناست.   𝜇 با  پیدا  مقاله  ا لی   ،ستا 𝑚 هد  
(𝑚 = 2,⋯ , 𝐾) به طوری هه تابع هزینه سیستص مینیمص شود.  

بنابر این ابتدا تابع هزینه سیستص پیشنهاد شد و سس  با استااده  

𝐾 از مثال عددی و رسص نمودار، برای گروه = 5, 6, 7,  ه گرو  و 8

 𝐾 = 9, 10, 11, و   3به ترتی    (𝑚𝑂𝑝𝑡) بهینه 𝑚 مقدار 12

با محاسبه متوست تعداد متقا یان در      .به دست آورده شد  4

و سیستص، متوست مد  زمان انتظار در   و سیستص متقا یان  

 های بهینهرفته برای سیستص و متوست تعداد متقا یان از دست 

𝑀/𝑀/3/7  ،𝑀/𝑀/3/8  ،𝑀/𝑀/4/9   و𝑀/𝑀/4/

سیستص 10 این  عملکرد  شد،  داده  تشخیص  قبول  قابل    . ها 

همچنین با یافتن معیاری به نام متوست درهه ر ایت متقا ی،  

در دی از عملکرد    6۰مشخص شد هه متقا یان ر ایت بالای  

ر ایت     𝑀/𝑀/4/10 های بهینه و بویژه از سیستص سیستص

  .در دی دارند  8۰بالای  

 تقدیر و تشکر   - 6

ارزیابی   گاننویسند در  مجله  محترم  داوران  و  سردبیر  از  مقاله 

 .هندمقاله قدردانی و تشکر می 
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Abstract: In this article, a queuing system with finite capacity, referred to as 

𝑀 ∕ 𝑀 ∕ 𝑚 ∕ 𝑘, is analyzed for 𝑚 ≥ 2, where K represents the system's capacity 

and m indicates the number of servers. Initially, a function known as the system 

cost function is introduced. This function is based on the number of customers 

present in the queue and the number of servers available. The main objective is 

to identify the optimal number of servers, termed 𝑚𝑂𝑝𝑡  ,that minimizes the 

system cost function. This optimal configuration, denoted as 𝑀 ∕ 𝑀 ∕𝑚𝑂𝑝𝑡 ∕ 𝐾, 

is termed the optimal system. To illustrate the concept, a numerical example is 

provided, showcasing various values of K to determine the optimal systems. The 

analysis covers key performance metrics such as the average number of 

customers in the queue and the entire system, the average waiting time of the 

customers both in the queue and the system, and a metric referred to as the 

average degree of customer satisfaction within these queuing systems. Through 

this comprehensive approach, the study aims to provide valuable insights into 

optimizing queuing systems for better efficiency and customer satisfaction. 

 

Keywords: The M/M/m/K queuing system, Optimal system, Cost function, 

Optimal number of servers. 

1- Introduction and Methodology  

Finite-capacity queuing systems are of great importance and have numerous 

practical applications. The analysis of queuing network systems for estimating 

the performance of software architectures was conducted by [1]. System capacity 

calculations in wireless systems were addressed by [8]. Additionally, a series of 

applied studies on finite-capacity queuing systems have been carried out by [2], 

[5], [6], and [9]. Numerous studies have also been conducted in the field of 

optimizing finite-capacity queuing systems. [10] used a recursive method to 

study the N Policy conditions and optimal control of the M∕G∕1 system with finite 

capacity. The N Policy condition means that if there is a customer in the system, 

the server will stop its operation and will not resume until there are N customers 

(N≥1) present in the system. [11] proposed a lower bound for optimal pricing of 

services in blocking systems. [3] introduced a nonlinear programming method 

for queuing systems and used it to suggest an appropriate service rate. [7] 

introduced a method for the optimal selection of the number of servers in finite-

capacity queuing systems, where the optimal number of servers is determined 

based on the average customer satisfaction criterion. [12] introduced a multi-

agent-based banking queuing model and then optimized it. In this article, a 

function called the cost function is introduced using the average number of 

customers in the queue and system, as well as the number of servers. The main 

goal is to determine the number of servers such that the cost function is 
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minimized. Therefore, in Section 2, the 𝑀 ∕𝑀 ∕𝑚 ∕ 𝐾  queuing system is 

introduced, and some of its important features are presented. In Section 3, the 

cost function is introduced, and the optimization of the  𝑀 ∕𝑀 ∕𝑚 ∕ 𝐾 system 

based on the cost function is explained. In Section 4, using a numerical example 

for different values of K, the optimal system, i.e.,  𝑀 ∕𝑀 ∕ 𝑚𝑂𝑝𝑡 ∕ 𝐾 , is 

determined, and then by calculating certain criteria, the acceptability of their 

performance is demonstrated.  

2-The method of optimizing the 𝑴 ∕𝑴 ∕𝒎 ∕ 𝑲 model 

The optimization of a finite-capacity system refers to finding the optimal number 

of servers such that the system's cost is minimized. It is clear that as the number 

of servers increases, the number of customers in the queue and system will 

decrease, but the system's cost will also undoubtedly increase. However, since 

cost is considered one of the most important factors in decision-making today, 

selecting the optimal number of servers with consideration of the cost function 

criterion plays a crucial role. In the following sections, the method for finding 

the optimal number of servers will be explained. 

First, for a given K and specific values of m (e.g., (𝑚 = 2,3,⋯ , 𝐾), the pair 

(𝜆, 𝜇) is determined in such a way that the cost function, 𝐶𝑚(𝜆, 𝜇), is minimized. 

The optimal pair (𝜆, 𝜇)   is obtained using the equations 
𝜕𝐶𝑚(𝜆,𝜇)

𝜕𝜆
= 0  and 

𝜕𝐶𝑚(𝜆,𝜇)

𝜕𝜇
= 0, and with the help of the BB package in R software. Therefore, from 

the relation  
𝜕𝐶𝑚(𝜆,𝜇)

𝜕𝜆
= 0, the following relationship is derived: 

(𝐶1 + 𝐶6 − 𝐶2)

𝜇
[𝑚𝜑𝑚(𝜆, 𝜇) + ∑

𝑚−1

𝑛=1

(𝑚 − 𝑛)𝑟𝑛−1

(𝑛 − 1)!
(
𝑟𝜑𝑚(𝜆, 𝜇)

𝑛
− 𝑃0)] +

𝐶4𝑟
𝐾

𝑚!𝑚𝐾−𝑚 [(𝑘

+ 1)𝑃0 − 𝑟𝜑𝑚(𝜆, 𝜇)] +
𝐶5𝑟

𝑚−1

𝜇
[𝑚𝜙𝑚(𝜆, 𝜇)𝑃0

− 𝑟𝜙𝑚(𝜆, 𝜇)𝜑𝑚(𝜆, 𝜇) +
𝑟

𝑚
𝜉𝑚(𝜆, 𝜇)𝑃0] = 0 

And from the relation 
𝜕𝐶𝑚(𝜆,𝜇)

𝜕𝜇
= 0, the following relationship is derived: 

(𝐶2 − 𝐶1 − 𝐶6)

𝜇
[𝑚𝜑𝑚

∗ (𝜆, 𝜇) − ∑

𝑚−1

𝑛=1

𝑟𝑛(𝑚 − 𝑛)

(𝑛 − 1)!
(𝑃0 −

𝜑𝑚
∗ (𝜆, 𝜇)

𝑛
)]

+
𝐶4𝑟

𝐾+1

𝑚!𝑚𝐾−𝑚 (𝜑𝑚
∗ (𝜆, 𝜇) − 𝐾𝑃0) −

𝐶5𝑟
𝑚

𝜇
(𝜉𝑚
∗ (𝜆, 𝜇)𝑃0

+𝑚𝜙𝑚(𝜆, 𝜇)𝑃0 − 𝜑𝑚
∗ (𝜆, 𝜇)𝜙𝑚(𝜆, 𝜇)) = 0 

In which, 

𝜑𝑚(𝜆, 𝜇) = (∑

𝑚−1

𝑛=1

𝑟𝑛−1

(𝑛 − 1)!
+
𝑚𝑚−1

𝑚!
∑

𝐾

𝑛=𝑚

𝑛𝜌𝑛−1)𝑃0
2 

𝜙𝑚(𝜆, 𝜇) =
𝜌 + (𝐾 −𝑚)𝜌𝐾−𝑚+2 − (𝐾 −𝑚 + 1)𝜌𝐾−𝑚+1

𝑚! (1 − 𝜌)2
 

𝜉𝑚(𝜆, 𝜇) =
1 + 𝜌 − (𝐾 −𝑚 + 1)2𝜌𝐾−𝑚 − (𝐾 −𝑚)2𝜌𝐾−𝑚+2

𝑚! (1 − 𝜌)3

+
[(𝐾 −𝑚)(𝐾 −𝑚 + 2) + (𝐾 −𝑚 + 1)(𝑘 − 𝑚 − 1)]𝜌𝐾−𝑚+1

𝑚! (1 − 𝜌)3
 

𝜉𝑚(𝜆, 𝜇) =
1 + 𝜌 − (𝐾 −𝑚 + 1)2𝜌𝐾−𝑚 − (𝐾 −𝑚)2𝜌𝐾−𝑚+2

𝑚! (1 − 𝜌)3

+
[(𝐾 −𝑚)(𝐾 −𝑚 + 2) + (𝐾 −𝑚 + 1)(𝑘 − 𝑚 − 1)]𝜌𝐾−𝑚+1

𝑚! (1 − 𝜌)3
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𝜑𝑚
∗ (𝜆, 𝜇) = (∑

𝑚−1

𝑛=1

𝑟𝑛

(𝑛 − 1)!
+
𝑚𝑚−1

𝑚!
∑

𝐾

𝑛=𝑚

𝑛𝜌𝑛)𝑃0
2 

𝜉𝑚
∗ (𝜆, 𝜇) =

𝜌 + 𝜌2 − (𝐾 −𝑚)𝜌𝐾−𝑚+3 − (𝐾 −𝑚 + 1)2𝜌𝐾−𝑚+1

𝑚! (1 − 𝜌)3

+
[(𝐾 −𝑚)(𝐾 −𝑚 + 2) + (𝐾 −𝑚 + 1)(𝑘 − 𝑚 − 1)]𝜌𝐾−𝑚+2

𝑚! (1 − 𝜌)3
 

Since increasing customer satisfaction is important, in this paper, the level of 

customer satisfaction (degree of customer satisfaction) is calculated for the 

optimal 𝑀/𝑀/𝑚𝑂𝑝𝑡/𝐾 model. A method proposed by [8] is used to calculate 

the degree of customer satisfaction by observing the queue length at the time of 

entering the system. If a customer encounters a short, medium, or long queue 

upon entry, their satisfaction level will be high (𝑎1), medium (𝑎2), or low (𝑎3), 
respectively, where (𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ 𝑎3). 
The queues referred to, due to the relative nature of the terms short, medium, and 

long, are represented by them as fuzzy sets 𝐴̃ (short queue), 𝐵̃ (medium queue), 

and 𝐶̃ (long queue) as follows: 

𝐴̃ = {(0, 𝜇𝐴(0)), (1, 𝜇𝐴(1)),⋯ , (𝐾, 𝜇𝐴(𝐾))} 

𝐵̃ = {(0, 𝜇𝐵̃(0)), (1, 𝜇𝐵̃(1)),⋯ , (𝐾, 𝜇𝐵̃(𝐾))} 

𝐶̃ = {(0, 𝜇𝐶(0)), (1, 𝜇𝐶̃(1)),⋯ , (𝐾, 𝜇𝐶(𝐾))} 

It is assumed that 𝜇𝐴, 𝜇𝐵̃, and 𝜇𝐶 are the membership functions of the fuzzy sets  

𝐴̃ (short queue), 𝐵̃ (medium queue), and 𝐶̃ (long queue), respectively. 

According to [4], 

𝜇𝐴(𝑖) + 𝜇𝐵̃(𝑖) + 𝜇𝐶̃(𝑖) = 1,   𝑖 = 1,2,⋯ , 𝐾. 

Furthermore, 𝜇𝐴(𝑖)represents the degree of membership of the fuzzy set 𝐴̃ when 

“i “customers is in the queue. 

3-Discussion and Conclusion 

In this paper, the M/M/m/K queuing system, where K is the system capacity and 

m is the number of servers (m ≥ 2), is considered. The inter-arrival times of 

customers follow an exponential distribution with parameter λ, and the service 

times follow an exponential distribution with parameter μ. The main objective 

of the paper is to find the optimal m (m = 2, ..., K) such that the system's cost 

function is minimized. 

Therefore, the cost function for the system was first proposed, and then using 

numerical examples and plotting graphs, for the groups K = 5, 6, 7, 8, and K = 

9, 10, 11, 12, the optimal values of m (𝑚𝑂𝑝𝑡) were determined to be 3 and 4, 

respectively. By calculating the average number of customers in the queue and 

system, the average waiting time in the queue and system, and the average 

number of lost customers for the optimal systems M/M/3/7, M/M/3/8, M/M/4/9, 

and M/M/4/10, the performance of these systems was found to be acceptable. 

Additionally, by finding a metric called the average customer satisfaction level, 

it was determined that customers had over 60% satisfaction with the performance 

of the optimal systems, and particularly, the M/M/4/10 system had over 80% 

satisfaction. 
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