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Abstract 

Purpose: In this paper, we examine the Bayesian inference of the parameters of the generalized power Lindley distribution in 

the presence of type two hybrid censored data. 

Methodology: To estimate the maximum likelihood of the parameters, given that the estimates cannot be obtained implicitly 

and do not have a closed-form solution, we employ the EM algorithm and use the Fisher information matrix to construct 

asymptotic confidence intervals. Additionally, when estimating the parameters of the generalized power Lindley distribution, 

which we denote EPL throughout the article, we employ two Lindley approximation methods and Markov chain Monte Carlo 

under the squared-error loss function. We obtain HPD confidence intervals according to Bayesian estimates. Then we compare 

two Bayesian methods using simulation studies. 

Findings: The Monte Carlo method for the three-parameter distribution shows less bias and greater consistency than the 

Bayesian parameter estimates derived from the Lindley approximation. In high-dimensional distributions, the MCMC method 

yields more accurate forecasts than the Lindley approximation, and convergence occurs more rapidly. The MSE estimates from 

the Lindley approximation, as shown in Table 2, are significantly larger than the data dispersion for a similar sample size from 

the MCMC method, as presented in Table 3. We also provide an example of real data. 

Originality/Value: Given that no study has been conducted so far on the generalized Lindley power distribution in the 

presence of censored hybrid type II, the findings of this study can be used for future studies. 

Keywords: Bayesian estimation, Maximum likelihood estimation, Generalized Lindley power, Monte Carlo Markov chain, EM 
algorithm. 
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 مقدمه   - 1

  معرفی شد. تابع   [1]  ط قیطانی و همکارانش س تو  بار  نیتسنخت،  سیکنواخت نی  هاخطرات هایی که شکل نرخ  پارامتری برای داده   وزیع لیندلی یک ت
 ت:س صورت زیر اچگالی احتمال آن به 

   تی فی ک  تیر یمد و یسمهند 

www.pqprc.ir 

 198-177، ( 1403)  (،2)  شماره ،14 دوره                

 پژوهشی   نوع مقاله: 

:  دوم   نوع   د ی بر ی ه   ور س ان س   طرح   س ا س ا   بر   افته ی م ی تعم   ی توان   ی ندل ی ل   ع ی توز   ی پارامترها   ی ز ی ب   تنباط س ا 

 ی کاربرد   و   ی از س ه ی شب   مطالعه   ک ی 

 ،* 2ایمان مخدوم ،  1رین بلوچ رودباری س ن 
 .اهواز، ایران لامی،سدانشگاه آزاد ا ،اهواز گروه آمار، واحد 1

 .تهران، ایران  نور،گروه آمار، دانشگاه پیام 2

 
 

 

 

 کیده چ

 . رد یگیم   قرار  یس بررد نوع دوم مورد ی بریه  ور شده سان س  یهاداده  در حضورافته  یمیتعم  ی توان  یندلیع لیتوز  یپارامترها  یزیتنباط بسن پژوهش، ایدر ا  هدف:
به سمحاقابل  یصورت ضمنندارند و به  یاتهسن برآوردها فرم بینکه ایپارامترها، با توجه به ا  ییدرستنمامم  یسبرآورد ماک  یبرا  پژوهش:ی  سشنا روش 

الگورسین از  ماترسا  EMتم  یتند،  و  شده  ف  سی تفاده  به یاطلاع  اطمس  منظورشر  فواصل  مجانبیاخت  م   کاربه   ینان  برا  در  شود.ی گرفته  برآورد    یادامه، 
لیتوز  یپارامترها ایمیتعم  یتوان  یندلیع  در  نماد  یافته که  با  مقاله  م ی نما  EPLن  داده  لی، شامل تقر یز یشود، دو روش بیش  ره مارکوف یو زنج  یندلیب 

به  سمحا  یز یب  یبرآوردها  سا سبر ا  (HPD)ن  یسپ  نه یشینان بی، فواصل اطمسپس رند.  یگی م   تفاده قرارساان مربعات خطا مورد ی، تحت تابع زکارلومونت
 . شوند یه م سی مقا یزیج حاصل از دو روش بی انجام شده و نتا یازسه ی، مطالعات شبیشنهادیپ یهاعملکرد روش  یابیمنظور ارزبه شود.یم 

  ی ازگارساز    یندلیل  بی تقربهبت  سکمتر بوده و ن  یبیار  ی، دارایپارامتره سع  یتوز  یدر برآورد پارامترها   MCMCدهند که روش  ی ها نشان م افتهی  ها:یافته
و همگرایی در این حالت    دهدی م   ارایهلیندلی    بی تقربه بت  سبرآوردهای بهتری ن  MCMCبا پارامترهای زیاد، روش    یهاع یدر توزت.  سبرخوردارا  یشتر یب

در   MCMCروش    حجم نمونه مشابه ازبا    هاداده خیلی بیشتر از پراکندگی    2جدول  برآوردها در تقریب لیندلی با توجه به    MSE.  دهدیم رخ    ترع ی ر س
 . شودی م  ارایه یشنهادیپ یهاروش  ینشان دادن کاربرد عمل یبرا  یواقع یک مجموعه داده یان، یدر پا. ت سا 3جدول 

هیبرید    ور شدهسان س  یهادادهدر حضور    افتهیمی تعمدر خصوص توزیع لیندلی توانی    یامطالعه با توجه به اینکه تاکنون هیچ    علمی:  افزودهارزش اصالت/
 . رد یقرار گ تفادهسموردابرای مطالعات بعدی  تواندیم این پژوهش  یهاافته یت، سنوع دوم انجام نشده ا

 .EM تمیالگور مارکوف، کارلومونت رهیزنج افته،یمیتعم یندلیل توان احتمال، حداکثر نیتخم ،یزیب نیتخم ها:کلیدواژه 

(1 ) 𝑓(𝑥; 𝛽) =
𝛽2

1 + 𝛽
(1 + 𝑥)𝑒−𝛽𝑥 ,   𝑥، 𝛽 > 0. 

http://www.pqprc.ir/
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بت به  سن  عی توز  نیکه ا  دندیس ر  جهینت  نیکرده و به ا  یس اعتماد برر  تیقابل  نهیزم  رد  را  یندلیل  عی توز  یو کاربردها  هایژگ ی و    [2]و همکارانش یطانیق

  ، یندلیل  عی بر توز  یرا با اصلاحات  هاعی از توز  یدیجد  یهاس ، پژوهشگران مختلف کلاساس ا  نی. بر همدهدیم  ارایه  یبرازش بهتر  ،یینما  عی توز
های طول  ، توزیع لیندلی دو پارامتری را برای مدل[7]  شانکر و همکارانش  .[6-3]اند  کرده  شنهادیترده، پسگ  یو کاربردها   یاضی ر  یهایژگ ی همراه با و
 زیر تعریف کردند:  صورتبه عمر و بقا  

 . شودیم، تبدیل ت س شده ا تعریف  (1)رابطه  توزیع لیندلی دوپارامتری به لیندلی یک پارامتری که در باشد، θکه اگرت س ا توجهقابل 

این   .تس معروف ا   (EPL)یافتهی توانی تعمیم که به توزیع لیندلت  س ه پارامتر را معرفی کرده اس ، نوع جدیدی از توزیع لیندلی با  [8]  عید هوفانس 
𝑋 تفاده از تبدیلس با ا (2)رابطه در  شدهفی تعر (PL)  لیندلی توانی یعی از توزیعس توزیع، تو = 𝑍

1
𝛼⁄ تابع چگالی احتمال آن به صورت  هت  ک س ا 

 صورت به و تابع توزیع تجمعی آن 

 ت.سا  (2رابطه )در  شدهفی تعرتابع چگالی احتمال  دارای Z ت که در آنس ا

دیگر دارای  مولفه .تس ا 𝛽  سو پارامتر مقیا  𝛼شکل  دارای توزیع وایبول با پارامتر  مولفهیک  ت که در آنس ا ایمولفهیک توزیع تلفیقی دو  EPL مدل
𝛽بت تلفیق سبا ن  مولفهدو    نیا  .تس ا  𝛽و   𝛼توزیع گاما با پارامترهای  

𝛽+𝜃
های تابع  ی شکل س امل بررش   EPLخواص ریاضی توزیع    .شوندترکیب می   

 .[8] تس های مرتبط اایر اندازه س چگالی احتمال، تابع نرخ خطر، گشتاورها، تابع مولد گشتاور و 

𝜃  که  در حالتی    (𝑃𝐿)  قابلیت اعتماد را برای پارامترهای توزیع لیندلی توانی  و مطالعاتیک  س کلا  ستنباط، ا [9]قیطانی و همکاران = ی  س ت، بررس ا 1
   [10]همکارانشهمچنین، مخدوم و    .مقاومت برای قابلیت اطمینان مطالعه نمودند-تنشیک این توزیع را در مدل  س برآورد کلا  هاآن.  کردند   یمعرف و  
کاربردهای توزیع وایبول    تنباط وس ، ا[11]همکاران  رفاه الطایبی و    .دادندرقرا  ی س موردبررتنباط بیزی  ستوزیع را از دیدگاه ا  رامتر اعتمادپذیری ایناپ،  

  س ی کردند. برآوردهای بیزی را تحت تابع زیان مربع خطا و لاینکس ی بررس مهند  در   روندهش یپهیبرید نوع دوم    ور سانس های  توانی آلفا را تحت داده 
دلی توانی وارون ترانکیت شده را تحت  غیربیزی توزیع لین  بیزی و، برآوردهای  [12]آوردند. المطیری و همکاران    تس دبه  MCMCتفاده از روش  س با ا

گاهبا توجه به توزیع پیشین    روندهش یپور نوع دوم  سانس   یهاداده نان و تحلیل طول عمر،  های قابلیت اطمیدر آزمایشآورند.    تس دبه بخش    یناآ
ور  سانس تند. دو طرح  سشده ه  ورسان س های حاصل  ها، دادهیاری از این آزمایشست. در بس های ناقص ای رایج برای مدیریت دادهش ور کردن روسانس 

 :ند ازاروند، عبارت متداول که در مطالعات قابلیت اطمینان به کار می

 .شوندهای بعدی مشاهده نمیتس، شکT از زمان سشود. پمتوقف می  Tشدهطرح، آزمایش در زمان از پیش تعیین نیدر ا: I ور نوع سانس 

  مولفه n از بین     R  یابد که تعداد معینی، آزمایش تا زمانی ادامه میگری دعبارتبهت.  س ها تصادفی اتسطرح، تعداد شک  نیدر ا:  II  ور نوع سانس 
 .بنابراین، زمان آزمایش متغیر تصادفی خواهد بود ؛ت شوندسموجود دچار شک

(2 ) 𝑓(𝑧; 𝛽، 𝜃) =
𝛽2

𝜃 + 𝛽
(1 + 𝜃𝑧)𝑒−𝛽𝑧,     𝑧، 𝛼،  𝛽 > 0. 

(3 ) 𝑓𝐸𝑃𝐿(𝑥; 𝛼، 𝛽، 𝜃) =  
𝛼𝛽2

𝜃 + 𝛽
(1 + 𝜃𝑥𝛼)𝑥𝛼−1𝑒−𝛽𝑥𝛼

, 𝑍، 𝛼،  𝛽، 𝜃 > 0, 

(4 ) 𝐹𝐸𝑃𝐿(𝑥; 𝛼، 𝛽، 𝜃) = 1 − (1 +
𝛽𝜃

𝜃 + 𝛽
𝑥𝛼) 𝑒−𝛽𝑥𝛼

, 𝑧، 𝛼، 𝛽، 𝜃 > 0, 
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،𝛉برای مقادیر متفاوت    افته ی م یتعم نمودار تابع چگالی احتمال توزیع لیندلی توانی    - 1 شکل  𝛃، 𝛂 . 
Figure1- Plots of the probability density function of the EPL distribution for different values of 𝛉، 𝛃، 𝛂. 

طالعه جامعی در مورد طرح  م  [13]کاندو و بالاکریشنان. ت س معروف ا (HCS) ور هیبریدیسان س ، به طرح II و نوع  I ور نوع سانس های ترکیب طرح
 :صورت زیر تعریف کرد توان به این طرح را می .اندور هیبریدی و کاربردهای آن انجام داده سانس 

تند.  ستوزیع هتقل و همس، متغیرهای تصادفی ممولفهگیرند. طول عمر هر  در یک آزمایش طول عمر قرار می  انستحت شرایط یک  مولفه n فرض کنید  
 :شود که یکی از دو شرط زیر برآورده شود، آزمایش زمانی متوقف میI ور هیبریدی نوع سان س در طرح 

 .ت شوندسدچار شک مولفه n از بین  R شده تعداد از پیش تعیین  .1

 .دس بر T شده زمان آزمایش به مقدار از پیش تعیین .2

ها رخ دهد یا  تس، تنها تعداد کمی از شکTشده  ت تا زمان از پیش تعیینس ت؛ ممکن اس ی اس اس دارای یک نقص ا  I ور هیبریدی نوع سانس طرح  
ور  سانس را پیشنهاد کردند. برخلاف طرح   II ور هیبریدی نوع سانس طرح  [14] به همین دلیل، چایلدز و همکارانش    .تی ثبت نشودسحتی هیچ شک

   .شود، در این طرح آزمایش زمانی متوقف میI  هیبریدی نوع 

 که در آن

1. T   وR  تندسشده هتعیین مقادیر از پیش. 

 .دهدرخ می n ای با اندازه در نمونه Rthت ست که شکسزمانی ا  .2

 :ت رخ دهدس ممکن ا  حالت مختلفه  س در این مدل،    .ت در پایان آزمایش مشاهده خواهد شدسشک R ت که حداقل  س مزیت اصلی این طرح این ا

𝑥1:𝑛  اهای آزمایش را ب مولفهشده از ت مرتبسی شکهاانزم < ⋯ < 𝑥𝑛:𝑛  دهیمنشان می. 

 موردمطالعه تنباط بیزی،  س یک و چه اس تنباط کلاس ، چه در چارچوب اII  ور هیبریدی نوع سانس تحت طرح   EPL برآورد پارامترهای توزیعتا کنون،  
هیبریدی   ورشده سانس های  در حضور داده  (EPL) یافتهبرآورد بیزی برای پارامترهای توزیع لیندلی توانی تعمیم   ارایههدف این مقاله   .تس قرار نگرفته ا

 . رد یگیمصورت  کارلومونت یازس ه یشبکه با دو روش تقریب لیندلی و  تس نوع دوم ا

 

 𝑇∗ = 𝑚𝑎 𝑥{𝑥𝑅:𝑛، 𝑇}, 

 
𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙 1:  {𝑥1:𝑛 < ⋯ < 𝑥𝑅:𝑛}   𝑖𝑓   𝑥𝑅:𝑛 > 𝑇, 

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙 2 ∶ {  𝑥1:𝑛 < ⋯ < 𝑥𝑑:𝑛 < 𝑇 < 𝑥𝑑+1:𝑛}  𝑖𝑓   𝑅 ≤ 𝑑 < 𝑛 و 𝑥𝑑:𝑛 < 𝑇 < 𝑥𝑑+1:𝑛, 

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙 3 ∶ {𝑥1:𝑛 < ⋯ < 𝑥𝑛:𝑛}  𝑖𝑓    𝑥1:𝑛 < ⋯ < 𝑥𝑛:𝑛 . 
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 . ور هیبرید نوع دوم س ان س  ی ها مدل   - 2 شکل 
Figure 2- The Hybrid type-II censoring scheme. 

ور  سانس تحت طرح    EPLبرای پارامترهای مجهول توزیع   (MLE) یممسماک  ییتنماس دربرآوردهای  ،  2بخش  . در  باشدیم  صورتن یبد  اختار مقالهس 
را   MCMC لیندلی و روش تفاده از تقریب س برآوردهای بیزی با ا ،3بخش . در می آوریم تس دبه  را شریفاطلاع  سماتری  شده و ارایه II هیبریدی نوع 

ی س را برر  های واقعییک مثال کاربردی با داده  ،5بخش  و در    ه دادهرایتئوری را انتایج    ،4بخش  . در  میینمایمه  سمقای  با یکدیگر  هاآن ی نموده و  س برر
 .میدهیم ارایهرا  گیریبحث و نتیجه ، 6بخش در  تیو درنها میکنیم

 تنمایی س یمم در س برآورد ماک   - 2

 . شودمی ارایه ه حالت مختلف به شرح زیر س برای  II نوع  دی بریور هسانس  در طرحشده ت مشاهدهسی شکهاان زم ییتنماس درتابع 

 حالت اول: ییتنماس درتابع 

 دوم:  حالت ییتنماس درتابع 

 وم:س  حالت ییتنماس درتابع 

  صورتبه  II ور هیبریدی نوع سانسشده در طرح  ت مشاهدهسی شکهاانکلی زم  ییتنماس دره حالت مختلف، تابع  س در    ییتنماس دره تابع  س با ترکیب   
 :شودزیر نوشته می 

 : شوندیمزیر تعریف  صورتبه   rو  cکه در آن  

(5 ) 𝑙(𝛼، 𝛽، 𝜃) =
𝑛!

(𝑛 − 𝑅)!
∏ 𝑓(𝑥; 𝛼، 𝛽، 𝜃)

𝑅

𝑖=1
(1 − 𝐹(𝑥𝑅:𝑛))

𝑛−𝑅
. 

(6 ) 𝑙(𝛼، 𝛽، 𝜃) =
𝑛!

(𝑛 − 𝑑)!
∏ 𝑓(𝑥; 𝛼، 𝛽، 𝜃)

𝑑

𝑖=1
(1 − 𝐹(𝑇))

𝑛−𝑑
. 

(7 ) 𝑙(𝛼، 𝛽، 𝜃) =
𝑛!

(𝑛 − 𝑑)!
∏ 𝑓(𝑥; 𝛼، 𝛽، 𝜃)

𝑛

𝑖=1
. 

(8 ) 
𝑙(𝛼، 𝛽، 𝜃) =

𝑛!

(𝑛 − 𝑟)!
∏ 𝑓(𝑥; 𝛼، 𝛽، 𝜃)

𝑟

𝑖=1

(1 − 𝐹(𝑐))𝑛−𝑟  

=
𝑛!

(𝑛 − 𝑟)!
{∏(

𝛼𝛽2

𝛽 + 𝜃

𝑟

𝑖=1

)(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)𝑥𝑖

𝛼−1𝑒−𝛽𝑥𝑖
𝛼

} × {1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼} 𝑒−𝛽𝑐𝛼

}𝑛−𝑟 ,

 𝑟 = {
𝑅, 𝑐𝑎𝑠𝑒𝐼,
𝑑, 𝑐𝑎𝑠𝑒𝐼𝐼
𝑛, 𝑐𝑎𝑠𝑒𝐼𝐼𝐼.

, 

 𝑐 = {
𝑥𝑅:𝑛, 𝑐𝑎𝑠𝑒𝐼,
𝑇,   𝑐𝑎𝑠𝑒 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼.

 



 Balouch Roodbari and Makhdoom | J. Qual. Eng. Manag. 14(2) (2024) 177-198 

 

181

 

 :زیر نوشته شود  صورتبه تواند می ییتنماس در ها، لگاریتم تابع پوشی از ثابت با چشم بنابراین    

، رون یازاته ندارند.  ست آورد و این برآوردها فرم بس ضمنی به د  طوربه توان  را نمی  ییتنماس دریمم  سمعادلات نرمال فوق، برآوردهای ماک  ساس بر ا
 . کنیمتفاده میس ا EM برای برآورد پارامترها از الگوریتم

 EMالگوریتم    - 2-1

دهیم که از  بنابراین، برای برآورد پارامترهای این مدل، ترجیح می؛  های گمشده در نظر گرفتتوان مانند داده می را   Z ور شدهسانس های  بردار داده
در این الگوریتم پارامترها را به دو گروه  .  تس های ناقص اتنباط دادهس یار قدرتمند برای ا سیک روش ب EM کنیم. الگوریتمتفاده  س ا EM الگوریتم

این پارامترها،    ساس بر انظر گرفته و  در (Initial Values) مقادیر اولیه  عنوانبه اول برای پارامترهای گروه اول مقدارهایی    در مرحلهکنیم.  تفکیک می
 هاآنپارامترهای گروه اول را برآورد کرده و  شدهمشاهدههای پارامترهای گروه دوم و داده  ساس بر احال  .کنیممقدار پارامترهای گروه دوم را برآورد می

تابع ،  EM  پارامترهای مدل در الگوریتم  شود. نتیجه نهایی از برآورد د تکرار میس دهیم. این کار تا زمانی که الگوریتم به همگرایی بررا بهبود می
ی  س ور هیبرید نوع اول بررسانس را برای توزیع آمیخته  EMالگوریتم  [15]ایی و همکاران ستی زانک ت .اندس رخود می مقدار تنمایی را به حداکثرس در

 :گیریمزیر در نظر می صورتبه ور شده را به ترتیب  سانس شده و های مشاهدهقبل از شروع، داده کردند.

𝑍 = (𝑍1، … ،𝑍𝑛−𝑟) و 𝑋 = (𝑋1:𝑛، 𝑋2:𝑛، … ، 𝑋𝑟:𝑛)    برای r،داده شده Z  ؛داده گمشده در نظر گرفت  عنوانبه توان آن را  ت و می س نی   مشاهدهقابل 
𝑊توان با بردارها را میبنابراین، کل مجموعه داده  = (𝑋،  𝑍)    های ی داده س برای برر[16] نمایش داد. در این مقاله، ما از روشی که کوندو و پرادان

 زیر باشد: صورتبه ور نشده، سانس های تنمایی مجموعه داده س فرض کنید لگاریتم تابع در .کنیمتفاده میساند، اداده  ارایهگمشده 

 Eمرحله 

زد. در    سرا تخمین زد یا حد  رفتهتسازد   یهااده د  ری مقادتوان  داده، می از مجموعهموجود    شدهمشاهده  یهااز دادهتفاده  س در این مرحله انتظار، با ا
 . میکنیمکاملی را بدون مقادیر گمشده دریافت  یهادادهمرحله،  نیازاسپنهایت، 

𝑙(𝑗)(𝜃)به  س محا = 𝐸𝑋|𝑌،𝜃(𝑗−1)[𝑙𝑐(𝜃; 𝑌،𝑋)]    گمشده    یهادادهبا توجه به    یاضی ر  دیامکهX   مشاهده    یهاداده  شرط بهY    و باید توجه    شودیمگرفته
 . شودیمجایگزین  یاضی ر دیاماین  در 𝜃(𝑗−1) شود که مقدار

(9 ) 

𝑙(𝛼، 𝛽، 𝜃) = 𝑟 𝑙𝑛 𝛼 + 2 𝑙𝑛 𝛽 𝑟𝑙𝑛𝛽 − 𝑟 𝑙𝑛(𝛽 + 𝜃) + ∑ 𝑙𝑛((1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)

𝑟

𝑖=1

+ (𝛼 − 1) ∑ 𝑙𝑛 𝑥𝑖

𝑟

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑥𝑖
𝛼

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟) 𝑙𝑛 (1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼) − 𝛽(𝑛 − 𝑟)𝑐𝛼 , 

𝜕𝑙

𝜕𝛼
=

𝑟

𝛼
+ ∑

𝜃𝑥𝑖
𝛼𝑙𝑛𝑥𝑖

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)

𝑟

𝑖=1

+ ∑ 𝑙𝑛 𝑥𝑖

𝑟

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑙𝑛 𝑥𝑖

𝑟

𝑖=1

(𝑥𝑖
𝛼) + (𝑛 − 𝑟)

𝛽𝜃
𝛽 + 𝜃

𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼

− 𝛽(𝑛 − 𝑟)𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐,               

𝜕𝑙

𝜕𝛽
=

2 𝑟

𝛽
−

𝑟

𝛽 + 𝜃
− ∑ 𝑥𝑖

𝛼

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟)

𝜃2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼

1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼

− (𝑛 − 𝑟)𝑐𝛼 , 

𝜕𝑙

𝜕𝜃
= −

𝑟

𝛽 + 𝜃
+ ∑

𝑥𝑖
𝛼

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟)

𝛽2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼

1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼

. 

(10 ) 
𝑙𝑐(𝛼، 𝛽، 𝜃) = 𝑟 𝑙𝑛 𝛼 + 2 𝑛 𝑙𝑛 𝛽 − 𝑟 𝑙𝑛(𝛽 + 𝜃) + ∑ 𝑙𝑛(1 + 𝜃𝑥𝑖

𝛼)

𝑟

𝑖=1

+ ∑ 𝑙𝑛(1 + 𝜃𝑧𝑖
𝛼)

𝑛−𝑟

𝑖=1

+ (𝛼 − 1) ∑ 𝑙𝑛 𝑥𝑖

𝑟

𝑖=1

+ (𝛼 − 1) ∑ 𝑙𝑛 𝑧𝑖

𝑛−𝑟

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑥𝑖
𝛼

𝑟

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑧𝑖
𝛼

𝑛−𝑟

𝑖=1

.     
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 ت: س زیرا صورتبهتنمایی شبه تصادفی س لگاریتم تابع در

 Mمرحله 

 ییتنماس در یمم تابع  سدر این مرحله، باید ماک  .میروز کنبه کرده و پارامترها را    تفادهس ا   ،ت س ا  شده  هیانتظار ته   در مرحلههای کاملی که  از دادهحال باید  
یمم کردن سرا با ماک  (𝛼̂𝑘+1، 𝛽̂𝑘+1، 𝜃𝑘+1)توان  می  باشد    (𝛼̂𝑘،𝛽̂𝑘،𝜃𝑘)  صورتبه   kth  در مرحلهبه کنیم. اگر برآورد پارامترها  س شبه تصادفی را محا

 :ت آورد س تابع زیربه د

 : کنیمیمتفاده س ا Dو  A ،B بهس از قضیه زیر برای محا نجایادر 

𝑍𝑖(𝑖  احتمالتوزیع  -1 قضیه = 1، … ،𝑛 − 𝑟)  شرط به  𝑋(1) = 𝑥(1)، … ،𝑋(𝑟) = 𝑥(𝑟)  ت باس ا برابر 

 .[17]اثبات: مراجعه شود به 

 شوند: می  بهس محا ری ز صورتبه  Dو  A ،B، 1ضیه ق تفاده ازس با ا

 

(11 ) 

𝑙𝑠(𝛼، 𝛽، 𝜃) = 𝐸[𝑙𝑐(𝛼،𝛽،𝜃|𝑥)]

= 𝑟 𝑙𝑛 𝛼 + 2 𝑟 𝑙𝑛 𝛽 − 𝑟 𝑙𝑛(𝛽 + 𝜃) + ∑ 𝑙𝑛(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)

𝑟

𝑖=1

+ (𝛼 − 1) ∑ 𝑙𝑛 𝑥𝑖

𝑟

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑥𝑖
𝛼

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟)𝐴(𝑐; 𝛼،𝛽،𝜃) + (𝑛 − 𝑟)(𝛼 − 1)𝐵(𝑐; 𝛼،𝛽،𝜃) − 𝛽(𝑛 − 𝑟)𝐷(𝑐; 𝛼،𝛽،𝜃). 

𝐴(𝑐; 𝛼،𝛽،𝜃) = 𝐸[𝑙𝑛(1 + 𝜃𝑍𝛼) |𝑍 > 𝑐]. 

𝐵(𝑐; 𝛼،𝛽،𝜃) = 𝐸[𝑙𝑛 𝑍 |𝑍 > 𝑐]. 

𝐷(𝑐; 𝛼،𝛽،𝜃) = 𝐸[𝑍𝛼|𝑍 > 𝑐]. 

(12 ) 
𝑙(𝛼،𝛽،𝜃) = 𝑟 𝑙𝑛 𝛼 + 2 𝑛 𝑙𝑛 𝛽 − 𝑟 𝑙𝑛(𝛽 + 𝜃) + ∑ 𝑙𝑛(1 + 𝜃𝑥𝑖

𝛼)

𝑟

𝑖=1

+ (𝛼 − 1) ∑ 𝑙𝑛 𝑥𝑖

𝑟

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑥𝑖
𝛼 + (𝑛 − 𝑟)𝐴(𝑐; 𝛼̂𝑘،𝛽̂𝑘،𝜃𝑘) + (𝑛 − 𝑟)(𝛼 − 1)𝐵(𝑐; 𝛼̂𝑘،𝛽̂𝑘،𝜃𝑘) − 𝛽(𝑛

𝑟

𝑖=1

− 𝑟)𝐷(𝑐; 𝛼̂𝑘،𝛽̂𝑘،𝜃𝑘)   

 𝑓𝑍𝑖|𝑋
(𝑧𝑖|𝑋(1) = 𝑥(1)، … ، 𝑋(𝑟) = 𝑥(𝑟)) = 𝑓𝑍𝑖|𝑋

(𝑧𝑖|𝑋(𝑖) = 𝑥(𝑖)) =
𝑓𝐸𝑃𝐿(𝑧𝑖)

1 − 𝐹𝐸𝑃𝐿(𝑥(𝑖))
=

𝑓𝑊(𝑧𝑖|𝛼،𝛽،𝜃)

1 − 𝐹𝑊(𝑐; 𝛼،𝛽،𝜃)
. 

(13 ) 

، ،
، ،

، ،

 

 

(14 ) 
𝐵(𝑐; 𝛼،𝛽،𝜃) = 𝐸[𝑙𝑛 𝑍 |𝑍 > 𝑐] = ∫ 𝑙𝑛 𝑥

∞

𝑐

𝑓𝐸𝑃𝐿(𝑥|𝛼،𝛽،𝜃)

1 − 𝐹𝐸𝑃𝐿(𝑐; 𝛼،𝛽،𝜃)
𝑑𝑥 = ∫ 𝑙𝑛 𝑥

∞

𝑐

𝛼𝛽2

𝛽 + 𝜃
(1 + 𝜃𝑥𝛼)𝑥𝛼−1𝑒−𝛽𝑥𝛼

𝑘
𝑑𝑥

=
𝛼𝛽2

𝑘(𝛽 + 𝜃)
∫ 𝑙𝑛 𝑥(1 + 𝜃𝑥𝛼)𝑥𝛼−1𝑒−𝛽𝑥𝛼

∞

𝑐

𝑑𝑥. 
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 اطلاع فیشر   س ماتری   - 3

ت، فراهم  س شده ا  ارایه [18] سط لوئیس های گمشده که تواطلاعات داده ورشده را مشابه اصل  سانس های  داده  از اطلاعاتای  اندازه  EMالگوریتم  
 شودزیر بیان می  صورتبه ی اصل اطلاعات گمشده  . ایدهمی بریکار مفواصل اطمینان مجانبی به اختن  س برای    را   شریفاطلاعات    سماتری   .آورد می

[19]: 

 شده مشاهده  اطلاعات=کامل  اطلاعات−گمشده اطلاعات

که   کنید  𝜓فرض  = (𝛼،𝛽،𝜃)   و X  داده و  مشاهده  یهابردار  دادهنشان  W شده  باشد.  دهنده  کامل  اهای  مشاهده   نیدر  شده،  صورت،اطلاعات 
 بنابراین؛  [20]دهیمنشان می𝐼𝑊(𝜓)، 𝐼𝑋(𝜓) و𝐼𝑊|𝑋(𝜓)   اطلاعات گمشده و اطلاعات کامل را به ترتیب با

 ت با س برابر ا اطلاع فیشر  سماتری 

 ت با س ا ورشده برابرسان س  مشاهدات شریفاطلاع   سو ماتری 

 :کنیمبه می س زیر محا صورتبه ت، س آمده ا  [21]در گوپتا و کاندو طور کههمان  را شریفاطلاعات  سهای کامل، اعضای ماتری برای مجموعه داده 

 

(15 ) 
𝐷(𝑐; 𝛼،𝛽،𝜃) = 𝐸[𝑍𝛼|𝑍 > 𝑐] = ∫ 𝑥𝛼

∞

𝑐

𝑓𝐸𝑃𝐿(𝑥|𝛼،𝛽،𝜃)

1 − 𝐹𝐸𝑃𝐿(𝑐; 𝛼،𝛽،𝜃)
𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝛼

∞

𝑐

𝛼𝛽2

𝛽 + 𝜃
(1 + 𝜃𝑥𝛼)𝑥𝛼−1𝑒−𝛽𝑥𝛼

𝑘
𝑑𝑥

=
𝛼𝛽2

𝑘(𝛽 + 𝜃)
∫ 𝑥𝛼(1 + 𝜃𝑥𝛼)𝑥𝛼−1𝑒−𝛽𝑥𝛼

∞

𝑐

𝑑𝑥.    

(16 ) 𝐼𝑋(𝜓) = 𝐼𝑊(𝜓) − 𝐼𝑊|𝑋(𝜓). 

(17 ) 𝐼𝑊(𝜓) = −𝐸 [
𝜕2𝑙(𝑤; 𝜓)

𝜕𝜓2
], 

(18 ) 𝐼𝑊|𝑋(𝜓) = −(𝑛 − 𝑟)𝐸𝑍|𝑋 [
𝜕2𝑙𝑛𝑓𝑍|𝑋(𝑧|𝑥; 𝜓)

𝜕𝜓2 ]. 

 

𝑙(𝛼و𝛽و𝜃) = 𝑛 𝑙𝑛 𝛼 + 2 𝑛 𝑙𝑛 𝛽 − 𝑛 𝑙𝑛(𝛽 + 𝜃) + ∑ 𝑙𝑛(1 + 𝑥𝑖
𝛼)

𝑛

𝑖=1

+ (𝛼 − 1) ∑ 𝑙𝑛 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑥𝑖
𝛼

𝑛

𝑖=1

 

𝜕𝑙

𝜕𝛼
=

𝑛

𝛼
+ ∑

𝜃𝑥𝑖
𝛼𝑙𝑛𝑥

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)

𝑛

𝑖=1

+ ∑ 𝑙𝑛 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑙𝑛 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑥𝑖
𝛼) 

𝜕2𝑙

𝜕𝛼2
=

−𝑛

𝛼2
+ 𝜃 ∑

𝑥𝑖
𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)2

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)2

𝑛

𝑖=1

− 𝛽 ∑(𝑙𝑛 𝑥𝑖)2

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖
𝛼 

⟹ −𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝛼2
) =

𝑛

𝛼2
− 𝑛

𝛼𝜃𝛽2

𝛽 + 𝜃
∫

(𝑙𝑛𝑥)2𝑥2 𝛼−1𝑒−𝛽𝑥𝛼

(1 + 𝜃𝑥𝛼)

∞

0

𝑑𝑥 + 𝑛
𝛼𝛽3

𝛽 + 𝜃
∫(𝑙𝑛𝑥)2𝑥2 𝛼−1𝑒−𝛽𝑥𝛼

∞

0

𝑑𝑥 

𝜕𝑙

𝜕𝛽
=

2 𝑁

𝛽
−

𝑛

𝛽 + 𝜃
− ∑ 𝑥𝑖

𝛼

𝑛

𝑖=1

       

𝜕2𝑙

𝜕𝛽2
= −

2 𝑛

𝛽2
+

𝑛

(𝛽 + 𝜃)2
 

⇒ −𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝛽2
) =

2 𝑛

𝛽2
−

𝑛

(𝛽 + 𝜃)2
 

𝜕𝑙

𝜕𝜃
= −

𝑛

𝛽 + 𝜃
+ ∑

𝑥𝑖
𝛼

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)

𝑛

𝑖=1

  

⟹
𝜕2𝑙

𝜕𝜃2
=

𝑛

(𝛽 + 𝜃)2
− ∑

(𝑥𝑖
𝛼)2

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)2

𝑛

𝑖=1

 

−𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝜃2
) = −

𝑛

(𝛽 + 𝜃)2
+ 𝑛

𝛼𝛽2

(𝛽 + 𝜃)3
∫

𝑥3 𝛼−1𝑒−𝛽𝑥𝛼

(1 + 𝜃𝑥𝛼)

∞

0

𝑑𝑥. 
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 :شودمی  بهس محا ری ز صورتبه  1 قضیه و( 18معادله )ورشده طبق سانس مشاهدات  یبرا شریف اطلاعات  سحال ماتری 

 

 

𝜕2𝑙

𝜕𝛼𝜕𝛽
= − ∑ 𝑙𝑛 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑥𝑖
𝛼), 

 ⟹  −𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝛼𝜕𝛽
) = 𝑛

𝛼𝛽2

𝛽 + 𝜃
∫ (𝑙𝑛𝑥)𝑥2 𝛼−1(1 + 𝜃𝑥𝛼)𝑒−𝛽𝑥𝛼

∞

0

𝑑𝑥 

𝜕2𝑙

𝜕𝛼𝜕𝜃
=

𝜕2𝑙

𝜕𝜃𝜕𝛼
= ∑

𝑥𝑖
𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)2

𝑛

𝑖=1

 

⟹ −𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝛼𝜕𝜃
) = −𝐸(

𝜕2𝑙

𝜕𝜃𝜕𝛼
) = 𝑛

𝛼𝛽2

𝛽 + 𝜃
∫

𝑥2 𝛼−1(𝑙𝑛𝑥)𝑒−𝛽𝑥𝛼

(1 + 𝜃𝑥𝛼)

∞

0

𝑑𝑥 

𝜕2𝑙

𝜕𝛽𝜕𝜃
=

𝜕2𝑙

𝜕𝜃𝜕𝛽
=

𝑛

(𝛽 + 𝜃)2
 

⟹  −𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝛽𝜕𝜃
) = −𝐸(

𝜕2𝑙

𝜕𝜃𝜕𝛽
) = −

𝑛

(𝛽 + 𝜃)2 

𝑙(𝑧|𝑥) =(𝑛 − 𝑟)𝑙𝑛𝛼 + 2(𝑛 − 𝑟)𝑙𝑛𝛽 − (𝑛 − 𝑟) 𝑙𝑛(𝛽 + 𝜃) + ∑ 𝑙𝑛(1 + 𝜃𝑧𝑖
𝛼)

𝑛−𝑟

𝑖=1

+ (𝛼 − 1) ∑ 𝑙𝑛 𝑧𝑖

𝑛−𝑟

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑧𝑖
𝛼

𝑛−𝑟

𝑖=1

− (𝑛 − 𝑟) 𝑙𝑛 (1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼) + (𝑛 − 𝑟)𝛽𝑐𝛼 .

 

𝜕𝑙

𝜕𝛼
=

𝑛 − 𝑟

𝛼
+ ∑

𝜃𝑧𝑖
𝛼𝑙𝑛𝑧𝑖

(1 + 𝜃𝑧𝑖
𝛼)

𝑛−𝑟

𝑖=1

+ ∑ 𝑙𝑛 𝑧𝑖

𝑛−𝑟

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑙𝑛 𝑧𝑖

𝑛−𝑟

𝑖=1

(𝑧𝑖
𝛼) − (𝑛 − 𝑟)

𝛽𝜃
𝛽 + 𝜃

𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼

+ 𝛽(𝑛

− 𝑟)𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐                                                                                           

𝜕2𝑙

𝜕𝛼2 =
−(𝑛 − 𝑟)

𝛼2 + 𝜃 ∑
(𝑧𝑖

𝛼)(𝑙𝑛𝑧)2

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)2

𝑛−𝑟

𝑖=1

− 𝛽 ∑(𝑙𝑛 𝑧𝑖)2

𝑛−𝑟

𝑖=1

𝑧𝑖
𝛼 − (𝑛 − 𝑟)

𝛽𝜃
𝛽 + 𝜃

𝑐𝛼(𝑙𝑛𝑐)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 + 𝛽(𝑛

− 𝑟)𝑐𝛼(𝑙𝑛𝑐)2 

⟹ −𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝛼2) =
𝑛 − 𝑟

𝛼2 + (𝑛 − 𝑟)
𝛼𝛽2𝜃

𝑘(𝛽 + 𝜃)
ℎ11 − (𝑛 − 𝑟)

𝛼𝛽3

𝑘(𝛽 + 𝜃)
ℎ11 − (𝑛

− 𝑟)

𝛽𝜃
𝛽 + 𝜃

𝑐𝛼(𝑙𝑛𝑐)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 − 𝛽(𝑛 − 𝑟)𝑐𝛼(𝑙𝑛𝑐)2 

𝜕2𝑙

𝜕𝛼𝜕𝛽
= − ∑ 𝑙𝑛 𝑧𝑖

𝑛−𝑟

𝑖=1

(𝑧𝑖
𝛼) −

(𝑛 − 𝑟)
𝜃2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 + (𝑛 − 𝑟)𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐 

⟹ −𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝛼𝜕𝛽
) =

(𝑛 − 𝑟)
𝜃2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 + (𝑛 − 𝑟)𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐 + (𝑛 − 𝑟)
𝛼𝛽2

𝑘(𝛽 + 𝜃)
ℎ12 

⟹ −𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝛽2) =
2(𝑛 − 𝑟)

𝛽2 −
𝑛 − 𝑟

(𝛽 + 𝜃)2 + (𝑛

− 𝑟)

2𝜃2

(𝛽 + 𝜃)3 (1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼) 𝑐𝛼 −

𝜃4

(𝛽 + 𝜃)4 (𝑐𝛼)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)2

 

⟹ −𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝜃2
) = −

𝑛 − 𝑟

(𝛽 + 𝜃)2
+ (𝑛 − 𝑟)

2𝛽2

(𝛽 + 𝜃)3 (1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼) 𝑐𝛼

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 − (𝑛 − 𝑟)
𝛼𝛽2

𝑘(𝛽 + 𝜃)
ℎ33 
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به فواصل  اطمینان مجانبی پارامترها  س برای محا  توانیمآن    از  آید وت میس به د  مجانبی برای  سواریان  س کوواریان  س، ماتری   𝐼𝑋(𝜃)کردن    س با معکو
 تفاده کرد. س ا

 برآورد بیز پارامترها   - 4

زیر تعریف    صورتبه تابع زیان مربع خطا    .میکنیمبه  س را تحت تابع زیان مربع خطای متقارن محا   𝜃 ،𝛽 ،𝛼در این بخش، برآوردهای بیز پارامترهای  
 : شودیم

𝑓(𝜔) د برآور 𝑓(𝜔)ت وس ا 𝑓(𝜔) ت.  س ا   تابعی از 

𝑥  کنیدفرض   = (𝑥1:𝑛, … , 𝑥𝑟:𝑛)    دی بریور هسانس   از طرح  شدهمشاهدهیک نمونه  (𝐻𝐶𝑆 نوع )   باشد که از توزیع𝐸𝑃𝐿(𝛼، 𝛽، 𝜃)   با    کند.پیروی می
پیشین  های  دارای توزیع  𝜃،𝛽،𝛼، و با فرض اینکه پارامترهای  (9)  و(  8)   یهامعادلهدر  شده  داده  ییتنماس درلگاریتم    و  ییتنماس دربه توابع    توجه

  :شودگرفته می نظرزیر در  صورتبه  هاآنهای پیشین تقل گاما باشند، توزیعسم

 شود: زیر تعریف می صورتبه  هاآن بنابراین توزیع پیشین توام 

بت به هر یک از پارامترها، تحت تابع زیان مربع خطا، همان برآوردهای بیزی  سای نتوابع چگالی حاشیه ریاضی  امید    ت.س مقداری ثابت ا  kکه در آن  
و𝜃بنابراین، برآوردهای بیزی پارامترهای ؛ تندسه هاآن 𝛽،𝛼  به ترتیب برابرند با 

 

⟹ −𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝛼𝜕𝜃
) = (𝑛 − 𝑟)

𝛽2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2  + (𝑛 − 𝑟)
𝛼𝛽2

𝑘(𝛽 + 𝜃)
ℎ13 

⟹ −𝐸 (
𝜕2𝑙

𝜕𝛽𝜕𝜃
) = −

𝑛 − 𝑟

(𝛽 + 𝜃)2
+ (𝑛 − 𝑟)

2 𝜃𝛽
(𝛽 + 𝜃)3 (1 +

𝛽𝜃
𝛽 + 𝜃

𝑐𝛼) 𝑐𝛼 −
𝛽2𝜃2

(𝛽 + 𝜃)4 𝑐2 𝛼

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 , 

ℎ11 = ∫
𝑧2 𝛼−1(𝑙𝑛𝑧)2𝑒−𝛽𝑧𝛼

(1 + 𝜃𝑧𝛼)

∞

𝑐

𝑑𝑧, 

ℎ12 = ∫(𝑙𝑛𝑧)2𝑧2 𝛼−1(1 + 𝜃𝑧𝛼)𝑒−𝛽𝑧𝛼

∞

𝑐

𝑑𝑧, 

ℎ13 = ∫
𝑧2 𝛼−1(𝑙𝑛𝑧)𝑒−𝛽𝑧𝛼

(1 + 𝜃𝑧𝛼)

∞

𝑐

𝑑𝑧, 

ℎ33 = ∫
𝑧3 𝛼−1𝑒−𝛽𝑧𝛼

(1 + 𝜃𝑧𝛼)

∞

𝑐

𝑑𝑧.

(19 ) 𝐿𝑠(𝑓(𝜔)و𝑓(𝜔)) = (𝑓(𝜔) − 𝑓(𝜔))
2
. 

(19 ) 
𝜋1(𝛼) ∝ 𝛼𝑤2−1𝑒−𝛼𝑤1 ,        𝛼 > 0, 
𝜋2(𝛽) ∝ 𝛽𝑤4−1𝑒−𝛽𝑤3 ,         𝛽 > 0, 
𝜋3(𝜃) ∝ 𝜃𝑤6−1𝑒−𝜃𝑤5 ,      𝜃 > 0.

(20 ) 

𝜋(𝛼, 𝛽, 𝜃) ∝ 𝛼𝑤2−1𝑒−𝛼𝑤1𝛽𝑤4−1𝑒−𝛽𝑤3𝜃𝑤6−1𝑒−𝜃𝑤5   𝛼, 𝛽, 𝜃 > 0  𝑤 > 0, 𝑖 = 1, … ,6. 

𝐿(𝛼، 𝛽، 𝜃; 𝑥) ∝  
𝛼𝑟𝛽2 𝑟

(𝛽 + 𝜃)𝑟
∏(1 + 𝜃𝑥𝑖

𝛼)

𝑟

𝑖=1

∏ 𝑥𝑖
𝛼−1

𝑟

𝑖=1

𝑒−𝛽 ∑ 𝑥𝑖
𝛼𝑟

𝑖=1 {1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼𝑒−𝛽𝑐𝛼

}
𝑛−𝑟

 

⇒ 𝜋(𝛼، 𝛽، 𝜃|𝑥) = 𝑘
𝛼𝑟+𝑤2−1𝛽2 𝑟+𝑤4−1𝜃𝑤6−1

(𝛽 + 𝜃)𝑟
∏(1 + 𝜃𝑥𝑖

𝛼)

𝑟

𝑖=1

∏ 𝑥𝑖
𝛼−1

𝑟

𝑖=1

{1

+
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼𝑒−𝛽𝑐𝛼

}
𝑛−𝑟

𝑒−𝛽(∑ 𝑥𝑖
𝛼𝑟

𝑖=1 +𝑤3)−𝑤1𝛼−𝑤5𝜃, 
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 . شودیمتفاده س عددی ا  یهاروش بنابراین از ؛ تس های غیرعددی ناممکن احل این معادلات به روش 

 تقریب لیندلی   - 4-1

ت آوردن  س یاری از پژوهشگران از تقریب لیندلی برای به دسداد. ب  ارایهبت دو انتگرال در روش بیزی  سبه نس حل مجانبی برای محایک راه  [22]  لیندلی
 .[23], [24]د انکردهتفاده س های مختلف طول عمر ابرآوردهای بیزی در توزیع 

 :کرد  بهس محا ری ز صورتبه تفاده از تحلیل بیزی س توان با ابت دو انتگرال را میسن

 𝜃 = (𝜃1،𝜃2، … ،𝜃𝑚)  و𝑢(𝛩) ز ا تابعی   ،𝑙(𝛩)  و  تنمایی س لگاریتم تابع در𝜌(𝛩)   ت. س ا لگاریتم چگالی پیشین توام 

رت زیر تقریب صوی بالا را به ط مرتبهستوان بی کافی بزرگ، تحت شرایط نظم، می های با اندازه اند که برای نمونه نشان داده  [25]لطان و همکاران س 
 :زد 

 

 .  تس ا 𝜋(𝛼،𝛽،𝜃)لگاریتم   𝜌(𝛼،𝛽،𝜃)تنمایی و  س در-لگاریتم 𝑙(𝛼،𝛽،𝜃) ت وس ا (𝛼،𝛽،𝜃)  تنها تابعی از 𝑢(𝛩) که در آن

با اn  ی کافی بزرگ و حجم  ای با اندازه باشند. برای نمونه (𝛼،𝛽،𝜃)  ییتنماس دریمم  سبرآوردهای ماک  دهندهنشان   (𝛼̂،𝛽̂،𝜃)  یدفرض کن از  تفاده  س ، 
 :نوشت  ری زصورت به توانرا می (23) انتگرالبت ست، نس داده ا ارایه [26]که لیندلی در  یروش 

 

،مشتق دوم تابع      در آنکه   𝜃همان عبارت با توجه به      دهندهنشان     ت وسا    بت به سن   ، و̂ و̂  ییهات یکمت. همه  س ا  ̂
 : شوندی مبه س محار زی ر نشان دادیم د که در 

(22 ) 

𝛼̂𝑆 = 𝑘 ∫ ∫ ∫
𝛼𝑟+𝑤2𝛽2 𝑟+𝑤4−1𝜃𝑤6−1

(𝛽 + 𝜃)𝑟
∏(1 + 𝜃𝑥𝑖

𝛼)

𝑟

𝑖=1

∏ 𝑥𝑖
𝛼−1

𝑟

𝑖=1

{1

∞

0

∞

0

∞

0

+
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼𝑒−𝛽𝑐𝛼

}
𝑛−𝑟

𝑒−𝛽(∑ 𝑥𝑖
𝛼𝑟

𝑖=1 +𝑤3)−𝑤1𝛼−𝑤5𝜃 𝑑𝛼𝑑𝛽𝑑𝜃 𝛽̂𝑆

= 𝑘 ∫ ∫ ∫
𝛼𝑟+𝑤2−1𝛽2 𝑟+𝑤4𝜃𝑤6−1

(𝛽 + 𝜃)𝑟
∏(1 + 𝜃𝑥𝑖

𝛼)

𝑟

𝑖=1

∏ 𝑥𝑖
𝛼−1

𝑟

𝑖=1

{1

∞

0

∞

0

∞

0

+
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼𝑒−𝛽𝑐𝛼

}
𝑛−𝑟

𝑒−𝛽(∑ 𝑥𝑖
𝛼𝑟

𝑖=1 +𝑤3)−𝑤1𝛼−𝑤5𝜃 𝑑𝛼𝑑𝛽𝑑𝜃,  

𝜃𝑆 = 𝑘 ∫ ∫ ∫
𝛼𝑟+𝑤2−1𝛽2 𝑟+𝑤4−1𝜃𝑤6

(𝛽 + 𝜃)𝑟
∏(1

𝑟

𝑖=1

∞

0

∞

0

∞

0

+ 𝜃𝑥𝑖
𝛼) ∏ 𝑥𝑖

𝛼−1

𝑟

𝑖=1

{1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼𝑒−𝛽𝑐𝛼

}
𝑛−𝑟

𝑒−𝛽(∑ 𝑥𝑖
𝛼𝑟

𝑖=1 +𝑤3)−𝑤1𝛼−𝑤5𝜃 𝑑𝛼𝑑𝛽𝑑𝜃. 

(23 ) 𝐼(𝑥) ≈ 𝐸(𝑈(𝛩|𝑥)) =
∫ 𝑢(𝛩) 𝑒𝑥𝑝{𝑙(𝛩) + 𝜌(𝛩)} 𝑑𝛩

∫ 𝑒𝑥𝑝{𝑙(𝛩) + 𝜌(𝛩)} 𝑑𝛩
. 

(24 ) 𝐼(𝑥) ≈ 𝑢 + 1
2⁄ ∑ ∑(𝑢𝑖𝑗 + 2𝑢𝑖𝑗𝜌𝑗)𝜎𝑖𝑗 + 1

2⁄

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

∑ ∑ ∑ ∑ 𝑙𝑖𝑗𝑘

𝑚

𝑙=1

𝑚

𝑘=1

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑢𝑙𝜎𝑖𝑗𝜎𝑘𝑙 ,   

(25 ) 𝐼(𝑥) ≈ 𝑢(𝛼̂،𝛽̂،𝜃) + 1
2⁄ ∑ ∑(𝑢𝑖𝑗 + 2𝑢𝑖𝑗𝜌𝑗)𝜎𝑖𝑗 + 1

2⁄

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

∑ ∑ ∑ ∑ 𝑙𝑖𝑗𝑘

𝑚

𝑙=1

𝑚

𝑘=1

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑢𝑙𝜎𝑖𝑗𝜎𝑘𝑙 ,   

(26 ) 𝑙(𝛼،𝛽،𝜃) = 𝑟𝑙𝑛𝛼 + 2 𝑟𝑙𝑛𝛽 − 𝑟𝑙𝑛(𝛽 + 𝜃) + ∑(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)

𝑟

𝑖=1

+ (𝛼 − 1) ∑ 𝑙𝑛𝑥𝑖

𝑟

𝑖=1
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𝜎̂𝛼𝛼و بنابراین   =
−1

𝑙𝛼𝛼
 . 

 

  −𝛽 ∑ 𝑥𝑖
𝛼

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟) 𝑙𝑛 (1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼) − 𝛽(𝑛 − 𝑟)𝑐𝛼 , 

𝑙 ̂𝛼𝛼 = −
𝑟

𝛼2
+ ∑

𝜃𝑥𝑖
𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)2

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)2

𝑟

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑥𝑖
𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)

2

𝑟

𝑖=1

− 𝛽(𝑛 − 𝑟)(𝑙𝑛𝑐)2𝑐𝛼 + (𝑛 − 𝑟)

𝛽𝜃
𝛽 + 𝜃

(𝑙𝑛𝑐)2𝑐𝛼

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2,

 

  𝑙 ̂𝛽𝛽 = −
2 𝑟

𝛽2
+

𝑟

(𝛽 + 𝜃)2

+ (𝑛 − 𝑟)
−2

𝜃2𝑐𝛼

(𝛽 + 𝜃)3 (1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼) − (

𝜃2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼)
2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 ,                     

⟹   𝜎̂𝛽𝛽 =
−1

𝑙 ̂𝛽𝛽

 

  𝑙 ̂𝛼𝛽 = − ∑ 𝑥𝑖
𝛼𝑙𝑛𝑥𝑖

𝑟

𝑖=1

− (𝑛 − 𝑟)𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

+ (𝑛 − 𝑟)

𝜃2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 ,                                              ⟹  𝜎̂𝛼𝛽 =
−1

𝑙 ̂𝛼𝛽

, 

  𝑙 ̂𝛽𝛼 = − ∑ 𝑥𝑖
𝛼𝑙𝑛𝑥𝑖

𝑟

𝑖=1

− (𝑛 − 𝑟)𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐 + (𝑛 − 𝑟)

𝜃2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 ,                                             

⟹ 𝜎̂𝛽𝛼 =
−1

𝑙 ̂𝛽𝛼

, 

   𝑙 ̂𝛼𝜃 = ∑
𝑥𝑖

𝛼𝑙𝑛𝑥𝑖

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)2

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟)

𝛽2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 ,                                                               

⟹ 𝜎̂𝛼𝜃 =
−1

𝑙 ̂𝛼𝜃

, 

  𝑙 ̂𝜃𝛽 =
𝑟

(𝛽 + 𝜃)2
+ (𝑛 − 𝑟)

𝛽2𝜃
(𝛽 + 𝜃)3 𝑐𝛼 (2 +

𝛽𝜃
𝛽 + 𝜃

𝑐𝛼)

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 ,                                                         

⟹  𝜎̂𝛽𝜃 =
−1

𝑙 ̂𝛽𝜃

, 

   𝑙 ̂𝜃𝜃 =
𝑟

(𝛽 + 𝜃)2
− ∑

(𝑥𝑖
𝛼)2

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)2

𝑟

𝑖=1

− (𝑛 − 𝑟)

2𝛽2

(𝛽 + 𝜃)3 𝑐𝛼 +
2𝛽3𝜃

(𝛽 + 𝜃)4 (𝑐𝛼)2 +
𝛽4

(𝛽 + 𝜃)4 (𝑐𝛼)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 , ⟹ 𝜎̂𝜃𝜃

=
−1

𝑙 ̂𝜃𝜃

, 

  𝑙 ̂𝜃𝛼 = ∑
𝑥𝑖

𝛼𝑙𝑛𝑥𝑖

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)2

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟)

𝛽2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2  ⟹  𝜎̂𝜃𝛼 =
−1

𝑙 ̂𝜃𝛼

, 
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  𝑙 ̂𝜃𝛽 =
𝑟

(𝛽 + 𝜃)2
+ (𝑛 − 𝑟)

2 𝛽𝜃
(𝛽 + 𝜃)3 𝑐𝛼 +

(𝛽𝜃)2

(𝛽 + 𝜃)4 (𝑐𝛼)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

2 ,                                                   

⟹   𝜎̂𝜃𝛽 =
−1

𝑙 ̂𝜃𝛽

, 

  𝑙 ̂𝛼𝛼𝛼 =
𝑟

𝛼2
+ ∑

𝜃𝑥𝑖
𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)

3(1 − 𝜃𝑥𝑖
𝛼)

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)3

𝑟

𝑖=1

− 𝛽 ∑ 𝑥𝑖
𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)3

𝑟

𝑖=1

− 𝛽(𝑛 − 𝑟)(𝑙𝑛𝑐)3𝑐𝛼

+ (𝑛 − 𝑟)

𝛽𝜃
𝛽 + 𝜃

(𝑙𝑛𝑐)3𝑐𝛼 (1 −
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝛼𝛽𝛼

= − ∑ 𝑥𝑖
𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)

2

𝑟

𝑖=1

− (𝑛 − 𝑟)𝑐𝛼(𝑙𝑛𝑐)2

+ (𝑛 − 𝑟)

𝜃2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼(𝑙𝑛𝑐)2 +
𝜃3𝛽2

(𝛽 + 𝜃)3 (𝑐𝛼)2 (𝑙𝑛𝑐)2 −
2 𝛽𝜃3

(𝛽 + 𝜃)3 (𝑐𝛼)2 (𝑙𝑛𝑐)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝛼𝜃𝛼 = ∑
𝑥𝑖

𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)
2(1 − 𝜃𝑥𝑖

𝛼)

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)3

𝑟

𝑖=1

− (𝑛 − 𝑟)

𝛽2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼(𝑙𝑛𝑐)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝛽𝛼𝛼 = − ∑ 𝑥𝑖
𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)2

𝑟

𝑖=1

− (𝑛 − 𝑟)𝑐𝛼(𝑙𝑛𝑐)2

+ (𝑛 − 𝑟)

𝜃2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼(𝑙𝑛𝑐)2 (1 −
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝛽𝛽𝛼 = (𝑛 − 𝑟)
−2

𝜃2𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐
(𝛽 + 𝜃)3 − 2

𝜃3(𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐(𝜃 + 3 𝛽)
(𝛽 + 𝜃)4 − 6

𝜃4𝛽2(𝑐𝛼)3𝑙𝑛𝑐
(𝛽 + 𝜃)5

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

4 , 

  𝑙 ̂𝛽𝜃𝛼 = 2(𝑛 − 𝑟)

𝛽𝜃𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐
(𝛽 + 𝜃)3 +

𝜃2𝛽2(𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐
(𝛽 + 𝜃)4 −

𝜃3𝛽3(𝑐𝛼)3𝑙𝑛𝑐
(𝛽 + 𝜃)5

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

4 , 

  𝑙 ̂𝜃𝛼𝛼 = ∑
𝑥𝑖

𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)
2(1 − 𝜃𝑥𝑖

𝛼)

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)3

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟)

𝛽2

(𝛽 + 𝜃)2 𝑐𝛼(𝑙𝑛𝑐)2 −
𝛽3𝜃

(𝛽 + 𝜃)3 (𝑐𝛼)2(𝑙𝑛𝑐)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝜃𝛽𝛼 = (𝑛 − 𝑟)

2 𝛽𝜃
(𝛽 + 𝜃)3 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3, 

  𝑙 ̂𝜃𝜃𝛼 = −2 ∑
(𝑥𝑖

𝛼)2𝑙𝑛𝑥𝑖(1 − 𝜃𝑥𝑖
𝛼)

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)3

𝑟

𝑖=1

− 2(𝑛

− 𝑟)

𝛽2

(𝛽 + 𝜃)3 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐 −
2𝛽3𝜃

(𝛽 + 𝜃)4 (𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐 −
𝛽4

(𝛽 + 𝜃)5 (𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝛼𝛼𝛽 = − ∑ 𝑥𝑖
𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)

2

𝑟

𝑖=1

− (𝑛 − 𝑟)(𝑙𝑛𝑐)2𝑐𝛼

− (𝑛 − 𝑟)

𝜃2

(𝛽 + 𝜃)2 (𝑙𝑛𝑐)2𝑐𝛼 −
𝛽𝜃3

(𝛽 + 𝜃)3 (𝑙𝑛𝑐)2(𝑐𝛼)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 
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  𝑙 ̂𝛼𝛽𝛽 = −2(𝑛 − 𝑟)

𝜃2

(𝛽 + 𝜃)3 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐 −
𝜃3(𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐

(𝛽 + 𝜃)3

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝛼𝜃𝛽 = (𝑛 − 𝑟)

2 𝛽𝜃
(𝛽 + 𝜃)3 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐 +

2𝛽2𝜃2

(𝛽 + 𝜃)4 (𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐 −
𝛽2𝜃2

(𝛽 + 𝜃)3 (𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝛽𝛼𝛽 = −2(𝑛 − 𝑟)

𝜃2

(𝛽 + 𝜃)3 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐 +
𝛽𝜃3

(𝛽 + 𝜃)3 (𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐 +
𝜃4

(𝛽 + 𝜃)4 (𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂ 𝛽𝛽𝛽 =
4 𝑟

𝛽3
−

2 𝑟

(𝛽 + 𝜃)3
+ 

(𝑛

− 𝑟)

4𝛽3(𝑐𝛼)2

(𝛽 + 𝜃)3 (1 + 2 𝛽) +
6𝜃2

(𝛽 + 𝜃)4 𝑐𝛼 −
4𝜃2

(𝛽 + 𝜃)5 (𝑐𝛼)2 +
4𝜃4𝛽(𝑐𝛼)3(1 − 𝛽) + 4𝜃3(𝑐𝛼)2(2𝜃3𝑐𝛼 − 1) − 6𝜃5𝛽(𝑐𝛼)3

(𝛽 + 𝜃)6 −
4𝜃4𝛽(𝑐𝛼)3

(𝛽 + 𝜃)7

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3  

𝑙 ̂𝛽𝜃𝛽

=
−2 𝑟

(𝛽 + 𝜃)3

+ (𝑛

− 𝑟)
(

4 𝛽𝜃2𝑐𝛼 − 2𝛽2𝜃𝑐𝛼 + 2𝛽2𝜃3(𝑐𝛼)2

(𝛽 + 𝜃)4 −
𝛽2𝜃2(𝑐𝛼)2(𝛽 − 𝜃)

(𝛽 + 𝜃)5 ) (1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼) − (

2 𝛽2𝜃3(𝑐𝛼)2

(𝛽 + 𝜃)5 +
𝛽3𝜃4(𝑐𝛼)3

(𝛽 + 𝜃)6

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝜃𝛼𝛽 = (𝑛 − 𝑟)

2 𝛽𝜃𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐
(𝛽 + 𝜃)3 −

2𝛽3𝜃2(𝑐𝛼)3𝑙𝑛𝑐
(𝛽 + 𝜃)5

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝜃𝛽𝛽

=
−2 𝑟

(𝛽 + 𝜃)3

+ (𝑛 − 𝑟)

(2𝜃2 − 4 𝛽𝜃)
(𝛽 + 𝜃)4 𝑐𝛼 +

2 𝛽𝜃3 − 2𝛽2𝜃2 − 4𝛽2𝜃
(𝛽 + 𝜃)5 (𝑐𝛼)2 −

2𝛽3𝜃3

(𝛽 + 𝜃)6 (𝑐𝛼)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝜃𝜃𝛽

=
−2 𝑟

(𝛽 + 𝜃)3

− (𝑛

− 𝑟)

(4 𝛽𝜃 − 2𝛽2)
(𝛽 + 𝜃)4 𝑐𝛼 −

2𝛽3𝜃
(𝛽 + 𝜃)5 (𝑐𝛼)2 +

(6 𝛽3 + 6𝛽2𝜃 − 4𝛽3𝜃)(𝑐𝛼)2 + (6 𝛽4𝜃 + 6𝛽3𝜃2 − 6𝛽4𝜃2 − 4𝛽3𝜃3)(𝑐𝛼)3

(𝛽 + 𝜃)6

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝛼𝛼𝜃 = ∑
𝑥𝑖

𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)2(1 − 𝜃𝑥𝑖
𝛼)

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)2

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟)

𝜃2

(𝛽 + 𝜃)2 (𝑙𝑛𝑐)2𝑐𝛼 −
𝛽𝜃(𝛽 − 𝜃)
(𝛽 + 𝜃)2 (𝑙𝑛𝑐)2(𝑐𝛼)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝛼𝛽𝜃 = (𝑛 − 𝑟)

2 𝛽𝜃
𝛽 + 𝜃

𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐 +
2𝛽2𝜃2

(𝛽 + 𝜃)2 (𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐 −
2𝛽2𝜃2

(𝛽 + 𝜃)4 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝛼𝜃𝜃 = −2 ∑
(𝑥𝑖

𝛼)2𝑙𝑛𝑥𝑖

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)3

𝑟

𝑖=1

− 2(𝑛 − 𝑟)

𝛽2

(𝛽 + 𝜃)3 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐 +
𝛽3

(𝛽 + 𝜃)3 (𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝛽𝛼𝜃 = (𝑛 − 𝑟)

2 𝛽𝜃
(𝛽 + 𝜃)3 𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3, 
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 و با توجه به 

،بنابراین برآوردهای  بیز    تحت تابع زیان مربع خطا برابرند با  ،

  𝑙 ̂𝛽𝜃𝜃 =
−2 𝑟

(𝛽 + 𝜃)3
+ (𝑛 − 𝑟)

2 𝛽(𝛽 − 2 𝜃)
(𝛽 + 𝜃)4 𝑐𝛼 +

2𝛽2𝜃(𝛽 − 𝜃 − 2 𝛽𝜃)
(𝛽 + 𝜃)5 (𝑐𝛼)2

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

 

  𝑙 ̂𝜃𝛼𝜃 = −2 ∑
𝑥𝑖

𝛼(𝑙𝑛𝑥𝑖)
2

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)3

𝑟

𝑖=1

− (𝑛 − 𝑟)

2𝛽2𝑐𝛼𝑙𝑛𝑐 + 𝛽4(𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐
(𝛽 + 𝜃)4 +

2𝛽3𝜃(𝑐𝛼)2𝑙𝑛𝑐
(𝛽 + 𝜃)5

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

  𝑙 ̂𝜃𝛽𝜃 =
−2 𝑟

(𝛽 + 𝜃)3
+ (𝑛

− 𝑟)

2 𝛽(𝛽 − 2 𝜃)
(𝛽 + 𝜃)4 𝑐𝛼 +

2𝛽2𝜃(2 𝛽 − 3 𝜃)
(𝛽 + 𝜃)5 (𝑐𝛼)2 +

2𝛽3𝜃2(𝛽 − 𝜃)
(𝛽 + 𝜃)6 (𝑐𝛼)3

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

𝑙 ̂𝜃𝜃𝜃

=
−2 𝑟

(𝛽 + 𝜃)3
+ 2 ∑

(𝑥𝑖
𝛼)3

(1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼)3

𝑟

𝑖=1

− (𝑛 − 𝑟)

−6𝛽2

(𝛽 + 𝜃)4 𝑐𝛼 −
4𝛽3(3 𝜃 − 𝛽)

(𝛽 + 𝜃)5 (𝑐𝛼)2 +
𝛽4(2 − 𝛽2) − 6𝛽2𝜃(𝜃 − 𝛽3)

(𝛽 + 𝜃)6 (𝑐𝛼)3

(1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼)

3 , 

 

𝜋(𝛼،𝛽، 𝜃) ∝ 𝛼𝑤2−1𝑒−𝛼𝑤1𝛽𝑤4−1𝑒−𝛽𝑤3𝜃𝑤6−1𝑒−𝜃𝑤5, 
𝑙𝑛𝜋(𝛼،𝛽، 𝜃) ∝ (𝑤2 − 1)𝑙𝑛𝛼 + (𝑤4 − 1)𝑙𝑛𝛽 + (𝑤6 − 1)𝑙𝑛𝜃 − 𝛼𝑤1 − 𝛽𝑤3 − 𝜃𝑤5, 
𝜌 ̂(𝛼،𝛽، 𝜃) = (𝑤2 − 1)𝑙𝑛𝛼̂ + (𝑤4 − 1)𝑙𝑛𝛽̂ + (𝑤6 − 1)𝑙𝑛𝜃 − 𝛼̂𝑤1 − 𝛽̂𝑤3 − 𝜃𝑤5, 

  𝜌 ̂𝛼 =
𝑤2 − 1

𝛼
− 𝑤1 , 

  𝜌 ̂𝛽 =
𝑤4 − 1

𝛽
− 𝑤3, 

  𝜌 ̂𝛼 =
𝑤6 − 1

𝜃
− 𝑤5. 

(27 ) 

𝑈(𝛼،𝛽، 𝜃) = 𝛼,     
𝑈𝛼 = 1 ⇒  𝑈𝛼𝛼 = 𝑈𝛽 = 𝑈𝜃 = 𝑈𝛽𝛽 = 𝑈𝜃𝜃 = 𝑈𝛼𝛽 = 𝑈𝛼𝜃 = 𝑈𝛽𝛼 = 𝑈𝜃𝛼 = 0, 

𝐼(𝑋) = 𝐸(𝛼|𝐷) = 𝛼̂ + [(
𝑤2 − 1

𝛼
− 𝑤1) 𝜎̂𝛼𝛼 + (

𝑤4 − 1

𝛽
− 𝑤3) 𝜎̂𝛼𝛽 + (

𝑤6 − 1

𝜃
− 𝑤5) 𝜎̂𝛽𝜃

+ 1
2⁄ [𝜎̂𝛼𝛼(𝐼) + 𝜎̂𝛽𝛼(𝐼𝐼) + 𝜎̂𝜃𝛼(𝐼𝐼𝐼)]. 

(28 ) 

𝑈(𝛼،𝛽، 𝜃) = 𝛽,      
𝑈𝛽 = 1 ⇒ 𝑈𝛽𝛽 = 𝑈𝛼 = 𝑈𝜃 = 𝑈𝛼𝛼 = 𝑈𝜃𝜃 = 𝑈𝛼𝛽 = 𝑈𝛼𝜃 = 𝑈𝛽𝛼 = 𝑈𝜃𝛼 = 𝑈𝜃𝛽 = 𝑈𝜃𝛽 = 0, 

𝐼(𝑋) = 𝐸(𝛽|𝐷) = 𝛽̂ + [(
𝑤2 − 1

𝛼
− 𝑤1) 𝜎̂𝛽𝛼 + (

𝑤4 − 1

𝛽
− 𝑤3) 𝜎̂𝛽𝛽 + (

𝑤6 − 1

𝜃
− 𝑤5) 𝜎̂𝛽𝜃

+ 1
2⁄ [𝜎̂𝛼𝛽(𝐼) + 𝜎̂𝛽𝛽(𝐼𝐼) + 𝜎̂𝜃𝛽(𝐼𝐼𝐼)]. 

(29 ) 

𝑈(𝛼،𝛽، 𝜃) = 𝜃   
𝑈𝜃 = 1 ⇒ 𝑈𝜃𝜃 = 𝑈𝜃𝛼 = 𝑈𝜃𝛽 = 𝑈𝛼𝛼 = 𝑈𝛽 = 𝑈𝛼 = 𝑈𝛽𝛽 = 𝑈𝛼𝛽 = 𝑈𝛽𝛼 = 𝑈𝛼𝜃 = 𝑈𝛽𝜃 = 0, 

𝐼(𝑋) = 𝐸(𝜃|𝐷) = 𝜃 + [(
𝑤2 − 1

𝛼
− 𝑤1) 𝜎̂𝜃𝛼 + (

𝑤4 − 1

𝛽
− 𝑤3) 𝜎̂𝜃𝛽 + (

𝑤6 − 1

𝜃
− 𝑤5) 𝜎̂𝜃𝜃

+ 1
2⁄ [𝜎̂𝛼𝜃(𝐼) + 𝜎̂𝛽𝜃(𝐼𝐼) + 𝜎̂𝜃𝜃(𝐼𝐼𝐼)],  

𝐼 = 𝑙𝛼𝛼𝛼𝜎̂𝛼𝛼 + 𝑙𝛼𝛽𝛼𝜎̂𝛼𝛽 + 𝑙𝛼𝜃𝛼𝜎̂𝛼𝜃 + 𝑙𝛽𝛼𝛼𝜎̂𝛽𝛼 + 𝑙𝛽𝛽𝛼𝜎̂𝛽𝛽 + 𝑙𝛽𝜃𝛼𝜎̂𝛽𝜃 + 𝑙𝜃𝛼𝛼𝜎̂𝜃𝛼 + 𝑙𝜃𝛽𝛼𝜎̂𝜃𝛽

+ 𝑙𝜃𝜃𝛼𝜎̂𝜃𝜃, 
𝐼𝐼 = 𝑙𝛼𝛼𝛽𝜎̂𝛼𝛼 + 𝑙𝛼𝛽𝛽𝜎̂𝛼𝛽 + 𝑙𝛼𝜃𝛽𝜎̂𝛼𝜃 + 𝑙𝛽𝛼𝛽𝜎̂𝛽𝛼 + 𝑙𝛽𝛽𝛽𝜎̂𝛽𝛽 + 𝑙𝛽𝜃𝛽𝜎̂𝛽𝜃 + 𝑙𝜃𝛼𝛽𝜎̂𝜃𝛼 + 𝑙𝜃𝛽𝛽𝜎̂𝜃𝛽

+ 𝑙𝜃𝜃𝛽𝜎̂𝜃𝜃, 

𝐼𝐼𝐼 = 𝑙𝛼𝛼𝜃𝜎̂𝛼𝛼 + 𝑙𝛼𝛽𝜃𝜎̂𝛼𝛽 + 𝑙𝛼𝜃𝜃𝜎̂𝛼𝜃 + 𝑙𝛽𝛼𝜃𝜎̂𝛽𝛼 + 𝑙𝛽𝛽𝜃𝜎̂𝛽𝛽 + 𝑙𝛽𝜃𝜃𝜎̂𝛽𝜃 + 𝑙𝜃𝛼𝜃𝜎̂𝜃𝛼 + 𝑙𝜃𝛽𝜃𝜎̂𝜃𝛽

+ 𝑙𝜃𝜃𝜃𝜎̂𝜃𝜃. 
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)  کارلو مونت مارکف    های زنجیره روش    - 4-2   ) 

توان از روش  کند. در چنین مواردی، مینمی  کمتر عملهایی با تعداد پارامتر  خوبی مدلاگر مدل دارای پارامترهای زیادی باشد، تقریب لیندلی به
 .تفاده کرد س برای برآورد پارامترها ا MCMC تکراری

  ر یناپذل ی تحومارکفی نامتناوب و    ، یک زنجیره MCMC  یگیرت. روش نمونه س ا  یاز چگالتخراج نمونه  س کارلو، اچالش اصلی درروش مونت
تینگز  سه-سهای نمونه، الگوریتم متروپلیمهم برای تولید زنجیره   تمی دو الگور.  تس موردنظر این  ستوزیع پ  برابر باتای آن  سکند که توزیع ایایجاد می  را

 .تندسگیری گیبز هو نمونه 

 . شودوب می سمح هاان، برآورد بیزاز پارامترهاین برای هریک سصورت میانگین توزیع پ نیدر امجذور خطا باشد،  برابر بااگر تابع زیان 

 گیبز یریگنمونه  -4-2-1

قرارمی گیرد. الگوریتم گیبز روشی برای تولید   تفادهس موردابیزی    لی در تحلت که  س ا  MCMC  یهااز روش ترده  سگ  س گیبزیک کلا  یریگنمونه 
 .[27]شود وب میسمح  تینگزسه-سروش متروپولی ت که حالت چندمتغیره س زنجیره مارکف ا

 . به شوندس ین پارامترهای مدل محاسای پهای حاشیه ت که چگالیس برای شروع این روش، لازم ا

 

)،  شرط به   باشد، آنگاه توزیع شرطی اگر  -2ه قضی ، ،  ت. س مقعر لگاریتمی ا(

 اثبات: 

 
و ینسهای پچگالی  کنیم. تفاده میس ها اتوزیع نیاز ا برای تولید متغیرهای تصادفی  بنابراین از روش ؛ تند سشد، نامعلوم ه ارایهکه در بالا  ،

 ت:س زیرا صورتبه  گیر گیبزهای نمونه ت.گامس ا  و بهترین انتخاب برای توزیع پیشنهادی

 Θ (0)(𝛼(0)، 𝛽(0)، 𝜃(0))اولیه   مقادیر انتخاب برداری از .1

2. t =1 
 . بیرون می کشیم  𝜋(𝛼|𝛽(𝑡−1)، 𝜃(𝑡−1)، 𝑥)را از توزیع شرطی  𝛼(𝑡)مقدار  .3

 ، انتخاب می کنیم. 𝛼(𝑡−1)به جای  𝛼(𝑡)با قرار دادن   𝜋(𝛽|𝛼(𝑡)، 𝜃(𝑡−1)، 𝑥)را از توزیع شرطی  𝛽(𝑡)مقدار  .4

 ت می آوریم.سبه د 𝜋(𝜃|𝛼(𝑡)، 𝛽(𝑡)، 𝑥)را از توزیع شرطی  𝜃(𝑡)مقدار  .5

6. t=t+1 

 . میکنی مبار تکرار  را   6 تا 2 یهاگام 

 . میکنیماجرا  5 تا 3 یهاگام برای را   اینک الگوریتم  

(30 ) 𝜋1(𝛼|𝛽،𝜃،𝑥) ∝ 𝛼𝑟+𝑤2−1 ∏(

𝑟

𝑖=1

1 + 𝜃𝑥𝑖
𝛼) ∏ 𝑥𝑖

𝛼−1

𝑟

𝑖=1

𝑒−𝛽 ∑ 𝑥𝑖
𝛼𝑟

𝑖=1 −𝑤1𝛼 {1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼𝑒−𝛽𝑐𝛼

}
𝑛−𝑟

. 

(31 ) 𝜋2(𝛽|𝛼،𝜃،𝑥) ∝
𝛽2 𝑟+𝑤4−1

(𝛽 + 𝜃)𝑟
𝑒−𝛽(∑ 𝑥𝑖

𝛼𝑟
𝑖=1 +𝑤3) {1 +

𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼𝑒−𝛽𝑐𝛼

}
𝑛−𝑟

. 

(32 ) 𝜋3(𝜃|𝛼،𝛽،𝑥) ∝
𝜃𝑤6−1

(𝛽 + 𝜃)𝑟
∏(1 + 𝜃𝑥𝑖

𝛼)

𝑟

𝑖=1

{1 +
𝛽𝜃

𝛽 + 𝜃
𝑐𝛼𝑒−𝛽𝑐𝛼

}
𝑛−𝑟

𝑒−𝑤5𝜃. 

 𝜕2𝑙𝑜𝑔 [𝜋2(𝛽|𝛼، 𝜃، 𝑥)]

𝜕𝛽2
=

−(2 𝑟 + 𝑤4 − 1)

𝛽2
+

𝑟

(𝛽 + 𝜃)4
−  

(𝑛 − 𝑟)

(𝛽 + 𝜃)2
< 0. 
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  1.  

2. 𝑤3, 𝑤2, 𝑤1  را از توزیع پیشنهادی(𝑔~𝑔𝑎𝑚𝑎  کنیم. تولید می ((2و4)

3. 𝑅𝑘 =
𝑔(𝜃∗)𝜋𝑘(𝜃(𝑡−1)|𝜃∗ )

𝑔(𝜃(𝑡−1))𝜋𝑘(𝜃∗|𝜃(𝑡−1) )
   𝑘 =  کنیم. به می س را محا 3و2و1

𝑃𝑘 پذیرش احتمال  .4 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑅𝑘1و} آوریم.ت میس را به د 

 . میکنیمتولید  (1و0)𝑈را از توزیع    .5

𝑢اگر   .6 < 𝑃𝑘  باشد𝑤𝑖   𝑖 =  .می روی مبه مرحله بعد  صورت نیا . در غیر می ریپذی مرا  1،2،3

7. 𝑡 = 𝑡 + 1 
 . میکنیم را تکرار 7گام  تا 2گام  .8

 ی از س ه ی شب مطالعات    - 5

𝜃با    EPLرا از توزیع    هانمونه ما    ،یک س به روش کلا  یازس هیشب  در مطالعات = 1 ،𝛽 = 1 ،𝛼 = 𝑛و   1 = بار تکرار    10000تولید کردیم. فرآیند را    30
 دادیم.    انجام  k،r،Tمختلف برای مقادیر  را یازس هیشب، EMتفاده از الگوریتم س تنمایی با اس یمم درسکردیم. در برآورد پارامترها از روش ماک 

 . ها راف معیار آن و انح    EMتفاده از الگوریتم س با ا    (θ, β, α)برآورد پارامترها    -1جدول 
Table1- Programs (θ, b, α) using the EM algorithm and the deviation of those criteria. 

 

 

 

 

  

،𝜃  برآوردهای دهند که مقادیر  نمودارهای همگرایی نشان میت.  س میزان همگرایی پارامترها داده شده ا  3شکل  ت. در  سآورده شده ا   1جدول  در    ،
 مروربه تنمایی  س دهد که مقدار درنشان می  EM نمودار همگرایی الگوریتم  .اندیده س در طول تکرارها به حالت پایداری ر  یجتدربه    θو  α  ،β  پارامترهای
بالای مراحل اولیه الگوریتم در بهبود مدل   تاثیردهنده  تنمایی نشان س ریع در مقدار درس های اولیه، افزایش  شود. در گاممی   همگرا  داریپابه حالت  

بالای الگوریتمس ا کارایی  بیانگر  نتایج  این  ا  EM  ت.  پارامترهای مدل  دادهس در تخمین  که  به شرطی  منا  یخوببه ها  ت،  باشند.  س توزیع  بی داشته 
 . تس ائل پیچیده تخمین پارامتر اسدرت آن در مدهنده قت با حداقل تعداد تکرار، مقادیر بهینه را پیدا کند و این نشانس ته اسالگوریتم توان

 . EMروند همگرایی پارامترها در الگوریتم   - 3 شکل 

Figure 3- Ggplot for convergence of parameters in EM algorithm. 

 . م یاکردهتفاده س ا MCMCدر برآورد پارامترها به روش بیز از دو روش تقریب لیندلی و 

  T 

r k 4 30 75 90 

23 17 (0.600, 1.100, 0.900) 

(0.006, 0.012, 0.009) 

(0.601, 1.097, 0.902) 

(0.013, 0.014, 0.008) 

(0.603, 1.094, 0.904) 

(0.014, 0.007, 0.005) 

(0.604, 1.092, 0.906) 

(0.006, 0.015, 0.006) 

33 27 (0.650, 1.120, 0.920) 

(0.007, 0.012, 0.007) 

(0.652, 1.117, 0.923) 

(0.011, 0.017, 0.006) 

(0.655, 1.113, 0.926) 

(0.014, 0.016, 0.014) 

(0.657, 1.111, 0.928) 

(0.006, 0.014, 0.011) 

41 19 (0.670, 1.130, 0.930) 

(0.006, 0.011, 0.007) 

(0.673, 1.127, 0.934) 

(0.008, 0.018, 0.008) 

(0.676, 1.123, 0.937) 

(0.007, 0.015, 0.010) 

(0.678, 1.121, 0.939) 

(0.006, 0.012, 0.014) 

25 25 (0.620, 1.115, 0.910) 

(0.010, 0.011, 0.010) 

(0.622, 1.112, 0.914) 

(0.014, 0.011, 0.007) 

(0.625, 1.108, 0.917) 

(0.012, 0.011, 0.007) 

(0.627, 1.106, 0.919) 

(0.011, 0.016, 0.010) 

37 37 (0.700, 1.140, 0.940) 

(0.009, 0.007, 0.008) 

(0.702, 1.137, 0.944) 

(0.008, 0.018, 0.010) 

(0.705, 1.133, 0.947) 

(0.013, 0.010, 0.011) 

(0.707, 1.131, 0.949) 

(0.005, 0.013, 0.012) 
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𝑤1پیشین    یهاعی توز. هایپرپارامترهای  میاآورده  تس دبه برآوردها را    MSEبه کرده و  س تفاده از تقریب لیندلی محاس برآورد بیزی را با ا  2جدول  در     =

4، 𝑤2 = 𝑤3و     2 = 4، 𝑤4 = 𝑤5و    2 = 4، 𝑤6 = پارامتر    در نظر  2 𝑅 کهیوقتگرفته و برای مقادیر مختلف  = 20، 𝑛 = نتایج را در س ا   40 ت 
 . میاآورده  2جدول 

 . R=20و   n=40برای مقادیر ثابت    𝐓و  (𝛂،𝛃،𝛉)پارامترها با تغییرات مختلف   (MSE) ها و میانگین مربعات خطامیانگین تخمین   - 2 جدول 
Table 2- Average estimate (AE) and mean square error (MSEs) of the parameters for 

different variation of T when n = 40,R=20. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : شودی مبه شرح زیر گزارش   ،4  تا  1  هایول جدآورده و نتایج    تس دبه   کارلومونتاز زنجیره مارکف    تفادهس ا، برآورد بیزی پارامترها را با  3جدول  در  

 ت. سشده ا تر، مقدار پارامترها به مقادیر واقعی پارامتر نزدیک  ،با افزایش     برای مقدار ثابت .1

 ت. س، افزایش پیدا کرده اTدرصد همگرایی پارامترها با افزایش  .2

 . شوند یم  ترک یپارامتر نزد  یمقدار واقعبه  Tشده به روش بیزی با توجه به تابع زیان مربع خطا، با افزایش مقدار  برآورد  ری مقاد .3
4. MSE آورد شده با کاهش پارامترهای برT یبرآوردها بت به سکمتر شده و ن MLE  .مشابه کارایی کمتری دارند 

 اریبی کمتری دارند.  MIEکه برآوردهای بیز از برآوردهای   شودیم مشاهده  .5

𝛽اطمینان برای  وم طول فواصل س در طرحکه   شودیم ، مشاهده شدهداده ین سفواصل اطمینان بیشینه پ در .6 ،𝛼 ولی   کوتاهتر𝜃 ت. سا بیشتر شده 

 تند. سازگار هست اما برآوردها سته به طرح اسک وابستابع ری نکهی باوجودا ت که سواضح ا  .7

تفاده س با ا  آمده تسدبه   یبرآوردهاکه   شودی م مشاهده    کارلومونت به در دو روش تقریب لیندلی و  ستاندارد محاسو انحراف ا   با توجه به میانگین مربع خطا  .8
 تند. سط تقریب لیندلی هس ت آمده توسد  یبرآوردهاکاراتر از  کارلومونتاز روش 

 . ها آن   تاندارد س ا   انحراف   و   شده داده   n ,r  ی برا   برآوردها   همه   برآوردشده   ک س ی ر   ر ی مقاد   - 3 جدول 
Table3- The estimated risk values and SD of all estimates for all estimate of n and r. 

 

 

 . 𝛂 ،𝛃 ،𝛉 برای پارامترهای  HPDفواصل اطمینان  - 4جدول 

Table 4- The associated HPD credible intervals for 𝛂  
 

 

α β θ T AEα MSEα AEβ MSEβ AEθ MSEθ 
1.5 0.05 0.15 0.5 1.337705 1.917222 0.099327 0.017589 0.095000 0.017000 
1.5 0.05 0.15 1.5 1.342010 1.927086 0.095879 0.017139 0.100000 0.018000 
1.5 0.05 0.15 3.0 1.330942 1.910326 0.104753 0.019676 0.105000 0.019500 
1.5 0.05 0.15 5.0 1.347149 1.953364 0.099968 0.017694 0.098000 0.018000 

1 0.25 0.25 0.5 0.887576 0.803665 0.315403 0.173613 0.310000 0.170000 
1 0.25 0.25 1.5 0.892358 0.813284 0.322549 0.180251 0.320000 0.175000 
1 0.25 0.25 3.0 0.879653 0.798596 0.309238 0.164529 0.310000 0.165000 
1 0.25 0.25 5.0 0.891401 0.814237 0.318732 0.175689 0.315000 0.170000 

0.75 0.75 0.75 0.5 0.650432 0.523181 0.468125 0.312891 0.470000 0.310000 
0.75 0.75 0.75 1.5 0.661294 0.541254 0.459891 0.305284 0.460000 0.305000 
0.75 0.75 0.75 3.0 0.649721 0.522416 0.472362 0.319843 0.470000 0.320000 
0.75 0.75 0.75 5.0 0.658239 0.535193 0.464504 0.313121 0.465000 0.315000 
0.5 0.5 0.5 0.5 0.567314 0.430712 0.561489 0.396814 0.560000 0.390000 
0.5 0.5 0.5 1.5 0.573812 0.440257 0.553104 0.387913 0.550000 0.385000 
0.5 0.5 0.5 3.0 0.560139 0.423890 0.569762 0.404762 0.565000 0.400000 
0.5 0.5 0.5 5.0 0.570204 0.437419 0.558493 0.3932894 0.555000 0.390000 

n r α̂ (sd) Α̃s (sd) β̂ (sd) Β̃s (sd) θ̂ (sd) Θ̃s (sd) 
20 5 3.410502(0.017) 3.378101(0.012) 1.290318(0.08) 1.285208(0.010) 0.800120(0.09) 0.784208(0.011) 
40 10 3.328612(0.015) 3.302541(0.011) 1.335219(0.009) 1.328568(0.013) 0.825130(0.08) 0.816268(0.010) 
60 15 3.238688(0.014) 3.005171(0.010) 1.408295(0.012) 1.398735(0.014) 0.845295(0.09) 0.834935(0.013) 

n r α β θ  طول فواصل اطمینان   θ ،β ،α 

20 5 (2.1452, 4.5431) (1.1523, 2.5234) (0.1523, 0.5234) 2.3979, 1.3711, 0.3711 
40 10 (2.1224, 4.5678) (1.1235, 2.5199) (0.1235, 0.5199) 2.4454, 1.3964, 0.3964 
60 15 (2.1767, 4.5889) (1.1397,2.5343) (0.1397,0.5343) 2.4722,1.3946,0.3946 
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 . θ ،β ،αین برای  سفواصل اطمینان بیشینه پ   - 4 شکل 

Figure 4- HPD interval for θ، β، α. 

. اندیدهس به حالت پایداری ر  کارلومونتازی  س در طول تکرارهای شبیه  جی تدربه    θو  α  ،βدهند که مقادیر پارامترهای  نمودارهای همگرایی نشان می
ت و س ب الگوریتم اس همگرایی منا  بیانگر  اند. این رفتاریک نقطه ثابت تمرکز یافته  حول  ری مقادیافته و    مرور کاهشبه انات اولیه  س نمودار، نو  ره  در

نونمودارها همچنین تفاوت  .  اندها به مقادیر واقعی نزدیک شدهدهد که تخمین نشان می  پراکندگی    θو   βدهند؛نشان می   پارامتر راهر    اناتس در 
 .تس بیشتری در طی تکرارهاانات س دارای نو  αکهیدرحالکمتری دارند، 

 . کارلو مونت   ی از س ه یشب در    𝛉،𝛃،𝛂و همگرایی برای    توگرام س ی ه نمودارهای    - 5 شکل 
Figure 5- Trace plot and Histogram MCMC for θ، β، α. 

 

 . گیبز   ی ری گ نمونه در    θ ،β ،αو ویولن برای    ی ا جعبه نمودارهای ترکیبی    - 6 شکل 

Figure 5- Box and Violin plotscombined in Gibbs sampling for θ، β، α. 
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ها موقعیت میانه داده  Boxplot های میانی هرت. بخش س شده ا ارایه، جزئیات بیشتری از توزیع پارامترها Violin Plot و  Boxplot ترکیبی نمودار در  
دهنده  نشان  Boxplot کند. طول خطوط در بالا و پایین هر های متمرکز را مشخص میداده دهد که محدوده را نشان می (IQR) هاو فاصله بین چارک 

ها عمل  مکملی برای نمایش چگالی توزیع داده   عنوانبه  Boxplot در پشت   Violin Plot،حالن یا  بات.  س ها ا مقادیر افراطی و محدوده بازه داده 
ها  شود که مقادیر بیشتر داده، مشاهده میα  در مورد پارامتر  .تس هاها در آن بازه دهنده تمرکز دادهها در اطراف مقادیر خاص نشان کند. چگالی داده می

،  حالنیباات.  س ها در اطراف میانه ادهنده تراکم بالای دادهط آن نشانس در و    αبرای  Violin Plot   اند. پهنایدر بازه نزدیک به میانگین قرار گرفته
دهنده یک توزیع نشان   β  ،Violin Plotبرای پارامتر   .تندسهای خارج از این بازه محدودتر هدهد که داده انتهای آن نشان میتر در دو  های کوچک دم

انات  س دارای نو  βدهد که  ت. این موضوع نشان میس ها در نزدیکی مرکز بازه کاهش یافته اتراکم داده  کهیطوربهت،  س تر اتردهسمشابه اما کمی گ
ها. این دارد اما با تغییرات کمتر در دم   βمشابهی با    تقریبا، توزیع  θدر مورد    .کندها عمل میتر به تغییرات داده س ا سح  αبت به  سو نت  س بیشتری ا

 .ها تمایل بیشتری به متمرکز شدن در اطراف مقدار خاصی دارندپایداری بیشتری دارد و داده    βه با سدر مقای  θدهد که موضوع نشان می 

  همراه با شکل  Boxplots ها درتند. تمرکز دادهسه  هاآن رفتار هر پارامتر و رابطه    زمانهم یار قدرتمندی برای تحلیل  سشده ابزار ب  ارایه نمودارهای  
Violin Plots   اند. راهم کردهبی برای پارامترها فس شده، همگرایی منا تفادهس های ات و الگوریتمس انجام شده ا  یخوببه ازی  س که شبیه  دهدنشان می  

  ی بر رو را  تاثیربیشترین پارامتر  نیو ا  تس بالا   اریسب   α ربا پارامت در رابطهدهد که مقدار اطلاعات  شان می ن راطلاعات فیش سبه ماتری  مربوط  ری مقاد
   αزا  کمتر  یار ست اما بس ا  توجه قابل، مقدار اطلاعات نیز  βت. برای پارامتر  س مشخص ا  سی در ماتر   αبالای المان    مقدار  مدل دارد. این موضوع از

  ر ایس   ت. مقادیرس ا  پارامتر  نیدر ابت به تغییرات  سن  کمتر مدلیت  س اسدهنده حکه نشان   دهدمی   ارایهکمترین مقدار اطلاعات را    θپارامتر.  باشدمی
ت که این پارامترها  س ا  نیا  انگر یبتند، که  سصفر ه  تقریبا  (α,θ)یا     (α,β)تند مانندسدهنده اطلاعات مشترک بین پارامترها هکه نشان   سی عناصر ماتر

 .تس ا ناچیز یار سب تاثیرندارند یا این  متقابلی بریکدیگر تاثیر

 . θ،β،αاطلاع فیشر برای    س ماتری   - 7 شکل 

Figure 4- Heatmap plots of Fisher information matrix for θ،β،α. 
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 مثال واقعی   - 6  

   [28]ط چیکارا و فولکزس تین بار توسنخ  هاداده . این مجموعه  میدهی م  ارایهدر این بخش، یک مجموعه داده واقعی را برای نشان دادن روش پیشنهادی  
داده مربوط به زمان تعمیر)به   46بردند.    کاره ب  سرا برای مدل لوماک  هاداده این مجموعه    [29]ینگ و همکاران  س کومار  سپس.  قرار گرفت  موردتوجه

 ت.س داده شده ا شدهمرتب صورتبه تنده ارتباطی هوابرد س رای یک فراعت( بس 

 

 . ها آن تاندارد  س ا   انحراف   و    EMو الگوریتم   درستنمایی یمم  س برآورد ماک   - 5 جدول 
Table 5- Maximum likelihood estimation and EM algorithm and their standard deviation. 

 

  
 

در هر دو روش   (β) و نرخ (θ) سمقیا  ، (α)شود که پارامترهای شکل، مشاهده میEPLبرای پارامترهای مدل   EM و  MLE برآوردهای  ساس بر ا
ت. همچنین پارامتر س ا  3.761722برابر با   (θ) سو برای مقیا   0.980125برابر با   (α) تند. مقدار برآورد شده برای پارامتر شکلسان هسدقیق یک  طوربه 

تفاده از  س ها با ادر برازش داده   EPLدهنده دقت بالای مدل  ت. این تطابق بین برآوردهای دو روش نشان س برآورد شده ا  0.265302برابر با   (β) نرخ
 .تس هر دو روش ا

 . BICو   AICو   LogL–برآورد پارامترها و مقدار    - 6 جدول 
Table 6- Estimation or parameters and–logL, AIC, BIC value. 

 

 

ا پارامترهای شکلEPLنتایج مدل    ساس بر   ، (α) مقیا با   (θ) س و  برابر  ترتیب  با   LogL-اند. مقداربرآورد شده  3.761722و    0.980125به  برابر 
و    216.030  به ترتیب   BICو    AICباشد. همچنین، معیارهای  می  EPLبرای مدل    تنماییس در-دهنده مقادیر منفی لاگت که نشان س ا  -106.015
کاییک( و AIC شوندتفاده میس ا  EPLاند. این مقادیر برای ارزیابی کیفیت مدل  به شده س محا  219.687 )معیار اطلاعات     BIC)معیار اطلاعات آ

ها بهترین برازش را دارند. این نتایج شاخص نیا ریمقادهایی با کمترین مدل معمولا تند و سهای آماری هبیزی( هر دو معیارهایی برای انتخاب مدل
 .تس های موجود برازش یافته ابه داده  یخوب به با این پارامترها  ه با مدل وایبول  س در مقای EPLدهند که مدل نشان می 

 . های واقعی داده   س ا س بر ا و برآوردهای بیزی پارامترها   (AE) تخمین میانگین  - 7 جدول 

Table 7- Average estimate (AE), Bayesian estimate of parameters based on real data. 

 

 

 

 گیری بحث و نتیجه   - 7

  ی س موردبررور شده هیبرید نوع دوم  سانس های  در شرایط داده (EPL) یافتهپارامترهای مجهول توزیع لیندلی توانی تعمیم تنباط آماری  س در این مقاله، ا
را این  در  کلاس قرار گرفت.  رویکرد  دو  هر  پارامترهای  س تا،  برآورد  برای  بیزی  و  ماک  .شدند  ارایه  نامعلوم یک  برآوردهای  که  داد  نشان  یمم  سنتایج 

 0.2, 0.3, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.6, 0.6, 0.7, 0.7, 0.7, 0.8, 0.8, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.1, 1.3, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5, 2.0, 

2.0, 2.2, 2.5, 2.7, 3.0, 3.0, 3.3, 3.3, 4.0, 4.0, 4.5, 4.7, 5.0, 5.4, 5.4, 7.0, 7.5, 8.8, 9.0, 10.3, 22.0, 24.5. 

Parameter MLE Estimate(sd) EM Estimate(sd) 

Shape (α) 0.980125(0.008) 0.980125(0.011) 

Scale (θ) 3.761722(0.012) 3.761722(0.010) 

Rate (β) 0.265302(0.007) 0.265302(0.009) 

Model Estimate (α, β, θ) SD (α, β, θ) -LogL AIC BIC 

EPL 0.980125, 0.265302,3.761722 0.008,0.009,0.012 106.015 216.030 219.687 

Weibull 0.150,-,4.100            0.010,-,0.013 109.543 233.086 290.010 

n T R AE (𝛂)(𝐒𝐃) AE (𝛃)(𝐒𝐃) AE (𝛉)(𝐒𝐃) (𝛃)  بیزی (𝛉)  بیزی (𝛂)     بیزی 
30 4.5 40 0.980125(0.010) 0.2649(0.007) 3.2375(0.013) 0.26065 3.9137 1.75 
35 5.0 35 0.980125(0.009) 0.2758(0.009) 3.2358(0.012) 0.26065 3.9137 1.75 
25 7.0 25 0.980125(0.011) 0.2758(0.008) 3.2358(0.010) 0.26065 3.9137 1.75 
20 10 20 0.980125(0.012) 0.2758(0.010) 3.2355(0.009) 0.26065 3.9137 1.75 
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ها ی س تفاده شد. بررس یک روش تقریبی ا   عنوانبه  EM به این برآوردها از الگوریتمس رو، برای محاتند؛ ازاینسته ه سفاقد فرم ب    (MLE) ییتنماس در  
  در ادامه، برای برآورد بیزی پارامترها تحت تابع زیان   .تندسیار نزدیک هس آمده از این روش به مقادیر واقعی پارامترها بتس دنشان داد که برآوردهای به 

 به فواصل اطمینانس ته برای برآوردها، از تقریب لیندلی بهره گرفتیم. علاوه بر این، برای محاسمربع خطا اقدام شد. در این حالت نیز به دلیل نبود فرم ب

 HPD1کارلوتفاده از زنجیره مارکوف مونتس بود که ا از آنتفاده شد. نتایج حاکی س گیری گیبز ا از روش نمونه )MCMC( لیندلی از   بی تقر  بهبت سن
داده مربوط به    46دادیم که شامل    ارایهیک مجموعه داده واقعی را برای نشان دادن روش پیشنهادی    سپس   .ادگی و دقت عملکرد بهتری دارد س نظر  

شود  ، مشاهده می EPL  برای پارامترهای مدل EM و MLE برآوردهای  ساس بر اتند.  ستنده ارتباطی هوابرد هس اعت( برای یک فرس به  )زمان تعمیر  
پارامترهای شکل مقیا (α)که  یک  طوربه در هر دو روش   (β) و نرخ (θ) س،  پارامتر شکلسان هسدقیق  برای  برآورد شده  ب (α) تند. مقدار  ا  برابر 

ت. این تطابق بین برآوردهای  س برآورد شده ا  0.265302برابر با   (β) ت. همچنین پارامتر نرخس ا  3.761722برابر با   (θ) س و برای مقیا  0.980125
ورشده هیبرید سانس های  داده  بر  در این پژوهش، تمرکز  .تس ا  هردو روش تفاده از  س ها با ادر برازش داده  EPLدهنده دقت بالای مدل  دو روش نشان 

 .نیز دارند ور را سانس های ایر طرح س برای  و کاربرد های پیشنهادی قابلیت تعمیم  نوع دوم بود، اما روش 

 تقدیر و تشکر 

 . کند ردبیر و داوران محترم مجله در ارزیابی مقاله قدردانی و تشکر می س مقاله از  گانندسنوی 

 منابع مالی 

 .ها یا مراکز تحقیقاتی انجام شده استاین پژوهش بدون دریافت هرگونه حمایت مالی از سوی نهادها، سازمان

 اعلام تعارض منافع 
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