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Abstract 

Purpose: In statistical data analysis and modeling, assessing the similarity or divergence between two probability 

distributions is of great importance. One of the most widely used metrics for this purpose is the Kullback-Leibler 

(KL) divergence, which quantifies the informational distance between distributions. This study aims to analyze the 

KL divergence between two normal distributions with equal variance and to compare the performance of different 

estimation methods for this measure. 

Methodology: In this study, the exact value of the Kullback–Leibler divergence between two normal distributions 

with equal variance is first analytically derived, and then three estimation methods (maximum likelihood, Bayesian, 

and shrinkage) are proposed to estimate this measure. The performance of each estimator is evaluated via Monte 

Carlo simulations using the Mean Squared Error (MSE) criterion. 

Findings:  The simulation results indicate that the Bayesian estimator outperforms the MLE in terms of estimation 

accuracy. Furthermore, the shrinkage estimator performs best, achieving the lowest MSE among the three methods. 

This argument suggests that incorporating prior information or penalization techniques can significantly improve 

estimation quality. 

Originality/Value: This study contributes to the literature by providing a detailed comparison of classical and 

modern estimation techniques for KL divergence in the context of normal distributions with equal variance. The 

novelty lies in integrating shrinkage methodology and demonstrating its superior performance, which is quantitatively 

validated through simulations. The findings have practical implications across fields such as machine learning, signal 

processing, and information theory.  

Keywords: Kullback-Leibler divergence, Normal distribution, Bayesian estimation, Contraction estimation, Mean 
square error. 
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از    یآمار  یهاها و انتخاب مدلداده   لیها در تحلآن  تیاهم  با توجه به  ،آماری  هاعی در خانواده توز  ییواگرا  اریمختلف برآورد مع   یهاروش   سهیمقا
 . شودی محسوب مهای آماری مهم در مقایسه توزیع موضوعات 
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 کیده چ

های آماری، ارزیابی شباهت یا تفاوت بین دو توزیع احتمالی اهمیت زیادی دارد. یکی از پرکاربردترین معیارها  سازی ها و مدل تحلیل در    هدف: 
بین    KL  کند. هدف این مطالعه، تحلیل واگراییگیری می است که فاصله اطلاعاتی بین دو توزیع را اندازه  لیبلر-برای این منظور، واگرایی کولبک

 .های مختلف برآورد این معیار استتوزیع نرمال با واریانس برابر و مقایسه عملکرد روش دو 

دست صورت تحلیلی بهلیبلر بین دو توزیع نرمال با واریانس برابر به–در این پژوهش ابتدا مقدار دقیق واگرایی کولبک  شناسی پژوهش: روش 
عملکرد هر   و برآورد شریونده  برآورد بیزی  ،نماییشود: برآورد حداکثر درست نهاد می آید، سپس سه روش مختلف برای برآورد این معیار پیشمی

 .شودارزیابی می  کارلو و با استفاده از معیار میانگین مربعات خطاسازی مونتیک از این برآوردگرها از طریق شبیه 

دقت بالاتری در برآورد دارد. علاوه بر این، برآوردگر شریونده بهترین   MLE دهد که برآوردگر بیزی نسبت به سازی نشان می نتایج شبیه  ها: یافته
های  گیری از اطلاعات پیشین یا تکنیک دهد که بهره آورد. این یافته نشان می دست می را در میان سه روش به MSE عملکرد را دارد و کمترین مقدار

 .بود بخشدتوجهی کیفیت برآورد را بهطور قابل تواند بهگذاری می جریمه

های  در زمینه توزیع  KL های کلاسیک و نوین برای برآورد واگراییای جامع بین تکنیک مقایسه   ارایهاین مطالعه با    علمی:   افزودهارزش اصالت/
صورت کمی کارگیری روش شریونده و عملکرد برتر آن است که بهکند. نوآوری پژوهش در به نرمال با واریانس برابر، به ادبیات علمی کمک می

یافته   تاییدسازی  از طریق شبیه این  مانند یادگیری ماشین، پردازش سیگنالها کاربردهای عملی در حوزه شده است.  نظریه اطلاعات  و    هایی 
 .دارند

 . خطا دوم توان میانگین ،انقباضی برآورد  ،بیزی برآورد  ،نرمال توزیع ،لیبلر-کولبک واگرایی ها:کلیدواژه 

http://www.pqprc.ir/
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 ی ر یگاندازه  یبرا  ی اساس   یارهایاز مع   یکی  عنوانبه  ، شد  یمعرف   1951در سال    بلر یل  چارد ی توسط سالومون کولبک و رکه    1لیبلر -واگرایی کولبک معیار  

توز  ن یب  یناهماهنگ است  شنا  ی احتمال  ع ی دو  شده  زم  کهخته  شبکه، گوناگون    یهانه یدر  امنیت  ماشین،  یادگیری  متریک،  یادگیری  جمله  از 
، پاردو  [2]توان به مقالات مولن و ویروالی  بیشتر می. برای اطلاع  [1]  دارد   یکاربرد فراوان  یآمارهای  داده   لی تحلشناسی، پزشکی و مالی و  زیست

 کنید.  مراجعه [8]و کاویانی   [7]، اوگوو و همکاران [6]، کوچ و همکاران [5]، جی و همکاران [4]نو و همکاران ، [3]

  یریادگ یو    یآمار  دهیچیپ  یهایسازدر مدل   ییوجود دارد، نقش بسزا  هاع ی توز  بین نامتقارن    یهااوت تف   یابی به ارز  از یکه ن  یدر موارد   ژه ی وبه   اریمع   نیا
  ی داریمتقارن و پا  یهایژگ ی و  لیبه دل   شد   یمعرف  ستمیقرن ب  لیدر اوا  نگریکه به افتخار ارنست هل  2نگر یفاصله هلمعیار    کهیطوربه  .کندیم  فایا  ق،یعم

 ییواگرا  اریمع   کهی درحال  .[9]  قرار گرفته است  مورداستفاده  یا گسترده  طور به   هیفرض   یهاها و آزمون داده   لیکوچک احتمال، در تحل  ری در برابر مقاد
 ، یآمار  یسازها و مدل داده   لیتحل  یبرا یآمار  یهاعی استفاده از توز  در .[10]  ای داشته باشدکاربرد گسترده  تواندینامتقارن است و م  بلریل-کولبک 

مجذور فاصله   توان به معیارهایبرای نمونه می .شباهت وجود دارند نیا  یریگاندازه یبرا یمختلف یارهایمع  یاحتمال  عی دو توز نیشباهت ب یابی ارز
 . [10] اشاره کرد  5ی توان  ییو واگرا 4آلفا  یی، واگرا3تغییرات کل  یی، واگرابلر یل-کولبک  یی، واگرانگر یهل

  مم یمانند برآورد ماکس  یمختلف   یهاروش   ارها،یمع   نیبرآورد ا  یبرا.  [11]  های مهم برآورد این معیارها استیکی از بحث  ،این معیارها  یریکارگبه در  
ب  یابی ارز  یبرا  ییواگرا  یارهایمع   یبررس   ضمن  در این مقاله اند.شده  ارایه  یو روش تجرب  6یی درستنما برآوردگرهای    عی دو توز  نیشباهت  نرمال 

از   و استفادهمناسب    ن یشیپ  عی بر اساس توز  بلریل-کولبک واگرایی    اریمع   یبرا  یزیبرآورد ب  . درشودیم  ارایهماکسیمم درستنمایی، بیزی و انقباضی  
برآورد . توسعه روش شودی م  ارایهتوان دوم خطا برآوردگر کارا    انیز  ابعت معیاری اساسی برای   عنوانبه لیبلر  -برای معیار واگرایی کولبک گرها  های 

لیبلر  -بودن معیار واگرایی کولبک نامتقارن    در عمل ویژگیکند.  های آماری ایفا میسنجش ناهماهنگی بین دو توزیع، نقش مهمی در انتخاب مدل
واگرایی جفری ار  معی،  ویژگی نامتقارن  مطلوب است. برای رفع مشکل آن  تقارن  ویژگی م  کهیدرحالکند،  در برخی کاربردها محدودیت ایجاد می

 صورتبه 

 

   صورتبه    و ی  احتمالهای ع ی دو توز نیب نگریفاصله هلدر حالی است که معیار  شود.در نظر گرفته می

 صورتبه توان آن را می که شودیم فی تعر

 

و گاما که در    یینرمال، پواسون، نما  عی مانند توز  یینما  ع ی خانواده توز  یبرا  یژه وبه   وسته،یپ  یهاع ی در خانواده توز  ییواگرانیز در نظر گرفت. معیار  
و   یمصنوع  یعصب  یهادر شبکه  یو حت  ریشکست و تعم  یندهایفرآ  ،یعیطب  یهادهیپد  ت،یرشد جمع   یسازمدل  رینظ  یعمل  یاز کاربردها  یاریبس

به بهبود    تواندی م  هاع ی توز  نیدر ا  ییواگرا  اریمع   ق یدارد. برآورد دق  یآمار  یساز ها و مدل داده   ل یدر تحل  ینقش مهم  شوند،یاستفاده م  نیماش   یریادگ ی
 در   ژه ی وبه   ،ینیبش یو پ  یریگم یتصم  یبرا  یو کارآمدتر  ترق یدق  یآمار  یهاها کمک کرده و به محققان امکان دهد از مدل داده   لیو تحل  یسازمدل

 

 

1 Kullback-Leibler (KL) 
2 Helinger 
3 TV-divergence 
4 Alpha-divergence  
5 Power divergence  

6 Maximum Likelihood Estimation (MLE) 

 

(1 ) 𝐷sym(𝑃 ∥ 𝑄) = 𝐷KL(𝑃 ∥ 𝑄) + 𝐷KL(𝑄 ∥ 𝑃) = ∫(𝑝(𝑥) − 𝑞(𝑥)) 𝑙𝑜𝑔 (
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
) 𝑑𝑥, 

(2 ) 𝐻2(𝑃, 𝑄) =
1

2
∫ (√𝑝(𝑥) − √𝑞(𝑥))

2∞

−∞
, 

(3 ) 𝐻2(𝑃, 𝑄) = √1 − ∫ (√𝑝(𝑥)𝑞(𝑥))
∞

−∞

𝑑𝑥, 
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 هاییعتوزلیبلر در  –در ادامه مقاله در بخش دوم معیار واگرایی کولبک  استفاده کنند.  رند،یگی قرار م لیمورد تحل دهیچی بزرگ و پ یهاکه داده  یمواقع 

ماکسیمم درستنمایی، بیزی و انقباضی   یهاروش   به دو توزیع نرمال    لیبلر-. در بخش سوم برآوردگرهای معیار واگرایی کولبک شودی منرمال محاسبه  
 . گیرندی مبرآوردگرها مورد مقایسه قرار  سازییهشبدر بخش چهارم با استفاده از  .شوندیم ارایه

 های نرمال توزیع لیبلر در    –معیار واگرایی کولبک   - 2

   صورتبه به ترتیب   𝑞(𝑥)و   𝑝(𝑥)توابع چگالی احتمال   های نرمال،در این بخش برای محاسبه معیار واگرایی در توزیع

 .  شودی مزیر محاسبه  صورتبه  𝑄و   𝑃  هاییعتوزمعیار واگرایی بین  (1رابطه )شود. با توجه به در نظر گرفته می

 

(4 ) 𝑝(𝑥) =
1

𝜎1√2𝜋
𝑒
−
1

2𝜎1
2(𝑥−𝜇1)

2

, −∞ < 𝑥 < ∞,−∞ < 𝜇1 < ∞,𝜎1 > 0, 
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𝜎1  در حالت خاص برای
2 = 𝜎2

2 = 1  𝐷(𝑃‖𝑄) :برابر است با 

 دو توزیع نرمال   لیبلر - برآوردهای معیار واگرایی کولبک   - 3

به   با توجه  قرار    موردبحث و انقباضی    یزیبهای ماکسیمم درستنمایی،  به روش   بلریل-کولبک   ییواگرامعیار  برآورد  برای    (5رابطه )در این بخش 
 گیرد. می

 لیبلر   – برآورد ماکسیمم درستنمایی معیار واگرایی لولبک    - 3-1

میانگین  با  نرمال  توزیع  دو  برای  لیبلر  کولبک  واگرایی  واریانس   𝜇2و    𝜇1های  معیار  واحد  و  ,𝑋1)تصادفی    یهانمونه   یبراهای  𝑋2, . . . , 𝑋𝑛)  و
(𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑛)  برابر است با  (5رابطه )با توجه به 

 لیبلر به ترتیب برابر است با: –میانگین و واریانس برآوردگر ماکسیمم درستنمایی معیار واگرایی کولبک  (6رابطه ) با توجه به 

 

 

= 𝑙𝑜𝑔 (
𝜎2

𝜎1
) −

1

2𝜎1
2∫

1

𝜎1√2𝜋
(𝑥 − 𝜇1)
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∞
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+
1

2𝜎2
2∫

1

𝜎1√2𝜋
(𝑥 − 𝜇2)

2
∞
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1
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(𝑥−𝜇1)
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𝑑𝑥 

= 𝑙𝑜𝑔 (
𝜎2

𝜎1
) −

1

2
+

1

2𝜎2
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(𝑥 − 𝜇2)

2
∞

−∞
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1
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(𝑥−𝜇1)
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𝑑𝑥. 

(5 ) 𝐷(𝑃‖𝑄) = ∫ 𝑃(𝑥) 𝑙𝑜𝑔
𝑃(𝑥)

𝑞(𝑥)𝑅

𝑑𝑥 =
1

2
(𝜇1 − 𝜇2)

2. 

(6 ) 𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄) =
1

2
𝜇̂2

1
+
1

2
𝜇̂2
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− 𝜇̂1𝜇̂2 =

1
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𝑋̄2 +

1
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𝑌̄2 − 𝑋̄𝑌̄. 

(7 ) 

𝐸 (𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄)) = 𝐸 (
1
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𝑌̄2 − 𝑋̄𝑌̄) 

=
1

2
𝐸(𝑋̄2) +

1

2
𝐸(𝑌̄2) − 𝐸(𝑋̄𝑌̄) 

=
1

2
𝐸(𝑋̄2) +

1

2
𝐸(𝑌̄2) − 𝜇1𝜇2 

=
1

2
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+
1
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=
1
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(
1

𝑛
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1

2
(
1

𝑛
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2) 
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1

𝑛
+
1

2
𝜇1
2 +

1

2
𝜇2
2 − 𝜇1𝜇2. 

 

𝑣𝑎𝑟 (𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄)) = 𝑣𝑎𝑟 (
1

2
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1

2
𝑌̄2 − 𝑋̄𝑌̄) 

=
1

4
𝑣𝑎𝑟( 𝑋̄2) +

1

4
𝑣𝑎𝑟( 𝑌̄2) + 𝑣𝑎𝑟( 𝑋̄𝑌̄) 

=
1

4
𝑣𝑎𝑟 (

1

𝑛
∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

+
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4
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1

𝑛
∑𝑌𝑖

𝑛
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)

2

+
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=
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4𝑛4
𝑣𝑎𝑟 (∑𝑋𝑖

𝑛
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+
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+
1

𝑛2
 



Bayesian calculation of the quality of the kullback-leibler divergence in normal distributions 

 

24

 

  

)𝑣𝑎𝑟حال برای محاسبه 𝑋2)  توان نوشت:می 

)𝑣𝑎𝑟به تشابه   𝑌2)  برابر است با 

𝑣𝑎𝑟، (9) و (8) ایهابطه ر  جه به با تو  (𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄)) برابر است با 

 لیبلر    – برآورد بیزی معیار واگرایی لولبک    - 3-2

 ، از توزیع   برای توزیع ی تصادف برای نمونه  بلریل-کولبک  ییواگرا  ی معیارزیبرآورد بدر این بخش برای  

 برابر است با   نیپس  عی توزتوان نشان داد که می پس از انجام محاسبات که  شوداستفاده می ن یشیپ عی توز عنوانبه 

 ین شیپ ع ی توز برای توزیع  از ی  نمونه تصادف یمشابه، برا طوربه 

 برابر است با   نیپس عی توز

 
=

1

4𝑛4
𝑣𝑎𝑟 (∑𝑋𝑖

2 +∑𝑋𝑖𝑋𝑗

𝑛

𝑖<𝑗

𝑛

𝑖=1

) +
1

4𝑛4
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𝑛

𝑖<𝑗

𝑛

𝑖=1
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1

𝑛2

=
1

4𝑛4
(𝑛 𝑣𝑎𝑟( 𝑋2) + 𝑛(𝑛 − 1)

1

𝑛2
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1
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(𝑛 𝑣𝑎𝑟( 𝑌2) + 𝑛(𝑛 − 1)

1

𝑛2
)

+
1
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(8 ) 
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1
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)

2
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2

 

+2(
𝜇1
1
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1
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)

)

 
 
=
1

𝑛2
(2 + 4(

𝜇1
1

√𝑛

)

2

) =
1

𝑛2
(2 + 4𝑛𝜇1

2). 

(9 ) 𝑣𝑎𝑟( 𝑌2) =
1

𝑛2
(2 + 4𝑛𝜇2

2). 

(10 ) 

𝑣𝑎𝑟 (𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄)) =
1

4𝑛4
(
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𝑛
(2 + 4𝑛𝜇1
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𝑛
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+
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𝑛
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1
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. 

(11 ) 𝜋(𝜇1) =
1

√2𝜋
𝑒−

𝜇1
2

2 , −∞ < 𝜇1 < ∞. 

(12 ) =

 
 
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 
 
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(13 ) 𝜋(𝜇2) =
1
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2

2 , −∞ < 𝜇2 < ∞. 



Nasiri et al. | J. Qual. Eng. Manag. 15(1) (2025) 20-30 

 

25

 

  

 بیزی تحت تابع زیان توان دوم خطا پارامترها به ترتیب برابرند با  برآورد  (14)و  (13های )رابطه به با توجه  

 برابر است با بلریل-کولبک  ییواگرامعیار  یزیب گربرآورد  (5رابطه )در  هاآنکه با جایگذاری 

 

 لیبلر به ترتیب برابر است با  –میانگین و واریانس برآوردگر بیزی معیار واگرایی کولبک  و در نظر گرفتن   (16رابطه )با توجه به 

 

𝑀𝐸𝑆اگر    -1لم   (𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄))    و𝑀𝐸𝑆 (𝐷̂𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠(𝑃‖𝑄))  کولبک    به واگرایی  معیار  دوم  توان  میانگین  ماکسیمم    یهاروش   بهلیبلر    –ترتیب 
 درستنمایی و بیزی باشند، آنگاه 

 برهان:

 

𝑁دانیم که  اما می =
𝑛

𝑛+1
= 1 +

1

𝑛
≥  شود: نتیجه می ینبنابرا. است 0

 (14) 1
2

1
( | ) , .

1 1

=

 
 
 
 + + 
 
 


n

i

i

y

y N
n n

  

(15 ) 𝜇̂1 =
𝑛

𝑛+1
𝑋,̄    ,  𝜇̂2 =

𝑛

𝑛+1
𝑌̄ 

(16 ) 𝐷̂𝐵𝑎𝑦𝑠𝑒(𝑃‖𝑄) =
1

2
𝜇̂2

1
+
1

2
𝜇̂2

2
− 𝜇̂1𝜇̂2 

=
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2
(
𝑛

𝑛 + 1
)
2

𝑋̄2 +
1

2
(
𝑛

𝑛 + 1
)
2

𝑌̄2 − (
𝑛

𝑛 + 1
)
2

𝑋̄𝑌̄. 

(17 ) 

𝐸 (𝐷̂𝐵𝑎𝑦𝑠𝑒(𝑃‖𝑄)) =
1

2
𝑁2𝐸(𝑋̄2) +

1

2
𝑁2𝐸(𝑌̄2) − 𝑁2𝐸(𝑋̄𝑌̄) 

= 𝑁2 {
1

2
𝐸(𝑋̄2) +

1

2
𝐸(𝑌̄2) − 𝜇1𝜇2} 

= 𝑁2 {
1

2
(𝑣𝑎𝑟( 𝑋̄) + (𝐸(𝑋̄))2) 

+
1

2
(𝑣𝑎𝑟( 𝑌̄) + (𝐸(𝑌̄))2) − 𝜇1𝜇2} 

= 𝑁2 {
1

2
(
1

𝑛2
(2 + 4𝑛𝜇1

2) + 𝜇1
2) 

+
1

2
(
1

𝑛2
(2 + 4𝑛𝜇2

2) + 𝜇2
2) − 𝜇1𝜇2} 

𝑣𝑎𝑟 (𝐷̂𝐵𝑎𝑦𝑠𝑒(𝑃‖𝑄)) = 𝑣𝑎𝑟 (
1

2
𝜇̂2

1
+
1

2
𝜇̂2

2
− 𝜇̂1𝜇̂2) = 𝑣𝑎𝑟 (

1

2
𝑁2𝑋̄2 +

1

2
𝑁2𝑌̄2 −𝑁2𝑋̄𝑌̄) 

= 𝑁4 {
1

4
𝑣𝑎𝑟( 𝑋̄2) +

1

4
𝑣𝑎𝑟( 𝑌̄2) + 𝑣𝑎𝑟( 𝑋̄𝑌̄)}. 

 𝑀𝐸𝑆 (𝐷̂𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠(𝑃‖𝑄)) ≤ 𝑀𝐸𝑆 (𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄)). 

 

𝑀𝐸𝑆 (𝐷̂𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠(𝑃‖𝑄)) = 𝐸 (𝐷̂𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠(𝑃‖𝑄) − 𝐸 (𝐷̂𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠(𝑃‖𝑄)))
2

 

= 𝑣𝑎𝑟 (𝐷̂𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠(𝑃‖𝑄)) − (𝐸 (𝐷̂𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠(𝑃‖𝑄)))
2

 

= 𝑣𝑎𝑟 (
1

2
𝑁2𝑋̄2 +

1

2
𝑁2𝑌̄2 −𝑁2𝑋̄𝑌̄) − (𝑁2 (

1

2
𝐸(𝑋̄2) +

1

2
𝐸(𝑌̄2) − 𝜇1𝜇2))

2

= 𝑁4

{
 

 𝑉𝑎𝑟 (
1

2
𝑋̄2 +

1

2
𝑌̄2 − 𝑋̄𝑌̄)

− (
1

2
𝐸(𝑋̄2) +

1

2
𝐸(𝑌̄2) − 𝜇1𝜇2)

2

}
 

 
= 𝑁4𝑀𝐸𝑆 (𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄)). 
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 لیبلر   – برآورد انقباضی معیار واگرایی کولبک    - 3-3

تلفیقی   که   انقباضی  گربرآورد شد. در این بخش    ارایهلیبلر    –ماکسیمم درستنمایی و بیزی معیار واگرایی کولبک    یبرآوردها،  3-2و    3-1های  در بخش 
 صورت به( معرفی شده 1968شکل کلی برآوردگر انقباضی که توسط تامپسون در سال ). شودیم ارایهنوین از برآورد کلاسیک و حدس اولیه 

)در آن    که  است )ω توان با مینیمم  یک برآوردگر نا اریب باشد، می  μ̂اگر    مقدار حدس اولیه از فضای پارامتر است.  0μعامل انقباضی و    0,1
 صورتکردن میانگین توان دوم خطا، عامل انقباضی را به 

 خواهیم داشت: 𝜔، پس از مشتق گرفتن نسبت به (19رابطه )به دست آورد. برای مینیمم کردن 

)shˆdMSE=از تساوی   μ )
0

dω
)توان نتیجه گرفت  می   )

( ) ( )

−
=

+ −

2

0*
2

0

μ μ
ω

ˆVar μ μ μ
 برآوردگر انقباضی برابر  (5رابطه )در    ω*با اعمال مقدار    که  است   

 است با

انقباضی معیار واگرایی کولبک  برآوردگر، های برابر با یک و واریانس  2μو   1μهای های نرمال با میانگین کارگیری توزیعبه و  (21رابطه )با توجه به  
 لیبلر برابر است با: –

1تصادفی   یهانمونه که برای  2 n( X ,X ,...,X 1و ( 2 n(Y ,Y ,...,Y  توان نوشت:ها میآن و برآوردگرها 2μو   1μهای های نرمال با میانگین از توزیع  (

)که در آن  )

( ) ( )

−
=

+ −

2

1 01
1 2 2

1 01

μ μ
B

var X μ μ
)و    )

( ) ( )

−
=

+ −

2

2 02
2 2 2

2 02

μ μ
B

var Y μ μ
 توان نشان داد که می یراحتبه است.  

= کهیوقت 01E( X ) μ   و= 02E(Y ) μ  .است 

 𝑀𝐸𝑆 (𝐷̂𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠(𝑃‖𝑄)) ≤ 𝑀𝐸𝑆 (𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄)). 

(18 ) sh 0 0

0 0

ˆ ˆ ˆμ μ( μ ) ωμ (1 ω)μ

ˆμ ω( μ μ ),ω [0,1]
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2 2 2 2 22 2
0 0
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ˆE ω( μ μ) ω( μ μ ) ( μ μ )

ˆ ˆω E μ μ 1 ω μ μ ω var μ 1 ω μ μ
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2 2sh

0
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2

0
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ˆ ˆμ μ ( μ μ )

ˆVar μ μ μ

−
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 سازی شبیه   - 4

  های ابطه ر بیزی و انقباضی یا    ،ماکسیمم درستنمایی های  لیبلر به ترتیب به روش   –معیار واگرایی کولبک  برآوردگرهای    مقایسهدر این بخش برای  
  از معیارهای   گرهاهای برآورد برای ارزیابی روش شود.  تولید می   6جدول  تا    1جدول  های نرمال مطابق  از توزیع  هاینمونه   (23)و    (16)،  (6)

 میانگین توان دوم خطا اریبی و 

 
مراحل است    ذکرقابل  آورده شده است.  6تا    1در جداول  های مختلف  لیبلر به روش   –برآوردگرهای معیار کولبک  سازی  نتایج شبیهشود.  استفاده می

توجه به    با  .تری به دست آیدپایدارتر و دقیق  برآورد افزایش داده شده تا    1000به    سازیشبیهتکرار  تعداد  انجام شده و    Rافزار  سازی به کمک نرم شبیه
 توان گفت: میسازی نتایج شبیه

 یابد. با افزایش اندازه نمونه میانگین توان دوم خطا همه برآوردگرها کاهش می  .1
 کنند. ماکسیمم درستنمایی بهتر عمل می  های برابر دو توزیع به ترتیب برآوردگرهای انقباضی، بیزی وبرای میانگین  .2
 . یابدی م میانگین توان دوم خطا برآوردگرها کاهش  𝜇2ثابت با افزایش   𝜇1برای   .3
 . کندیم یافته و برآوردگر انقباضی بهتر عمل  برآوردگر کاهشهای توان دوم خطا هر سه ها با افزایش اندازه نمونه میانگینهای برابر توزیع برای میانگین  .4
با  ا کاهش پیدا میها میانگین توان دوم خطها و اندازه نمونهبا کاهش تفاضل میانگین توزیع  .5 کنند و این در حالی است که برآوردگر انقباضی در مقایسه 

 کند. برآوردگرهای بیزی و ماکسیمم درستنمایی بهتر عمل می

𝛍𝟎  که وقتی برآوردگرها    یو میانگین توان دوم خطا   اریبی   - 1جدول  = 𝟏/𝟖, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟑/𝟐𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟑, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟓 . 
Table 1- Oribi and square root of evaluator error when 𝛍𝟎 = 𝟏/𝟖, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟑/𝟐𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟑, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟓. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄)𝑖 − 𝐷̄̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄) = 𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄) −

1

1000
∑ 𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄)𝑖
1000
𝑖=1 𝑀𝑆𝐸(𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄)) =

1

1000
∑ (𝐷̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄)𝑖 −
1000
𝑖=1

𝐷̄̂𝑚𝑙𝑒(𝑃‖𝑄))
2  

𝐃̂𝐬𝐡(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐁𝐚𝐲𝐬𝐞(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐦𝐥𝐞(𝐏‖𝐐)  ها میانگین  
n 

MSE BIAS MSE BIAS MSE BIAS   

0.0166 

0.1213 

0.8438 

-0.0749 

0.1277 

0.1736 

0.0181 

0.1276 

3.0719 

-0.0779 

0.1028 

1.4560 

0.0265 

0.1718 

2.0608 

-0.0942 

0.0194 

0.8168 

2 

3 

5 

2 10 

0.0053 

0.0743 

0.5518 

-0.0422 

0.0717 

0.1696 

0.0055 

0.0764 

1.2775 

-0.0431 

0.0569 

0.8012 

0.0067 

0.0891 

0.9507 

-0.0475 

0.01140 

0.42210 

2 

3 

5 

2 20 

0.0025 

0.0531 

0.4163 

-0.0290 

0.0511 

0.1459 

0.0025 

0.0531 

0.7680 

-0.0294 

0.0406 

0.5554 

0.0029 

0.0588 

0.6069 

-0.0314 

0.0095 

0.2880 

2 

3 

5 

2 30 

0.0017 

0.0450 

0.3562 

-0.0238 

0.0359 

0.1172 

0.0017 

0.0458 

0.5678 

-0.0240 

0.0277 

0.4169 

0.0019 

0.0497 

0.4790 

-0.0252 

0.0038 

0.2102 

2 

3 

5 

2 40 

0.0011 

0.0367 

0.3017 

-0.0195 

0.0313 

0.1074 

0.0011 

0.0371 

0.4449 

-0.0197 

0.0246 

0.3441 

0.0012 

0.0396 

0.3845 

-0.0205 

0.0054 

0.1762 

2 

3 

5 

2 50 
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𝛍𝟎   که وقتی برآوردگرها    یو میانگین توان دوم خطا   اریبی   - 2جدول  = 𝟐/𝟓, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟑/𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟑, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟓 . 

Table 2- Oribi and square root of error of estimators when 𝛍𝟎 = 𝟐/𝟓, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟑/𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟑,𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟓. 

 

 

 

 

 

 

  

 

𝛍𝟎   که وقتی برآوردگرها    یو میانگین توان دوم خطا   اریبی   - 3جدول  = 𝟒/𝟓, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟔/𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟑, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟓 . 
Table 3- Oribi and square root of error of estimators when 𝛍𝟎 = 𝟒/𝟓, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟔/𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟑, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟓. 

 

 

 

 

 

 

 
 

𝛍𝟎   که وقتی برآوردگرها    یو میانگین توان دوم خطا   اریبی   -4 جدول  = 𝟒/𝟓, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟔/𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟐𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟗/𝟓 . 
Table 4- Oribi and root mean square error of the estimators when 𝛍𝟎 = 𝟒/𝟓, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟔/𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟐𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟗/𝟓. 

 

 

 

 

 

 

𝐃̂𝐬𝐡(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐁𝐚𝐲𝐬𝐞(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐦𝐥𝐞(𝐏‖𝐐)  ها میانگین  
𝐧 

MSE BIAS MSE BIAS MSE BIAS 𝛍𝟐 𝛍𝟏 
0.1038 

0.0046 

0.6204 

0.0024 

-0.0384 

0.3035 

0.1203 

0.0181 

0.8075 

0.0718 

-0.0779 

0.6141 

0.1689 

0.0265 

0.7345 

-0.0180 

-0.0942 

0.3231 

2 

3 

5 

3 10 

0.0704 

0.0022 

0.3406 

-0.0028 

-0.0277 

0.1624 

0.0767 

0.0055 

0.3983 

0.0382 

-0.0431 

0.3383 

0.0915 

0.0067 

0.3732 

-0.0091 

-0.0475 

0.1680 

2 

3 

5 

3 20 

0.0522 

0.0014 

0.2312 

-0.0037 

-0.0217 

0.1133 

0.0554 

0.0025 

0.2596 

0.0253 

-0.0294 

0.2356 

0.0625 

0.0029 

0.2461 

-0.0067 

-0.0314 

0.1160 

2 

3 

5 

3 30 

0.0428 

0.0017 

0.1916 

-0.0031 

-0.0188 

0.0809 

0.0447 

0.0017 

0.2065 

0.0193 

-0.0240 

0.1747 

0.0489 

0.0019 

0.2010 

-0.0050 

-0.0252 

0.0823 

2 

3 

5 

3 40 

0.0366 

0.0007 

0.1560 

-0.0055 

-0.0162 

0.0701 

0.0378 

0.0011 

0.1664 

0.0127 

-0.0197 

0.1459 

0.0408 

0.0012 

0.1621 

-0.0069 

-0.0205 

0.0710 

2 

3 

5 

3 50 

𝐃̂𝐬𝐡(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐁𝐚𝐲𝐬𝐞(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐦𝐥𝐞(𝐏‖𝐐)  ها میانگین  
n 

MSE BIAS MSE BIAS MSE BIAS   
1.8062 

0.6404 

0.0106 

0.7190 

0.1896 

-0.0596 

2.8045 

0.7315 

0.0181 

1.3632 

0.5522 

-0.0779 

1.8814 

0.6860 

0.0265 

0.7045 

0.2482 

-0.0942 

2 

3 

5 

5 10 

0.8879 

0.3529 

0.0041 

0.3691 

0.0936 

-0.0373 

1.1969 

0.3785 

0.0055 

0.7451 

0.3009 

-0.0431 

0.9097 

0.3660 

0.0067 

0.3602 

0.1268 

-0.0475 

2 

3 

5 

5 20 

0.5825 

0.2412 

0.0021 

0.2453 

0.0603 

-0.0266 

0.7291 

0.2527 

0.0025 

0.5095 

0.2050 

-0.0294 

0.5924 

0.2471 

0.0029 

0.2391 

0.0833 

-0.0314 

2 

3 

5 

5 30 

0.4600 

0.1933 

0.0015 

0.1884 

0.0469 

-0.0223 

0.5451 

0.1994 

0.0017 

0.3916 

0.1578 

-0.0240 

0.4661 

0.1968 

0.0019 

0.1836 

0.0646 

-0.0252 

2 

3 

5 

5 40 

0.3722 

0.1595 

0.0010 

0.1430 

0.0320 

-0.0185 

0.4249 

0.1623 

0.0011 

0.3083 

0.1221 

-0.0197 

0.3764 

0.1616 

0.0012 

0.1390 

0.0462 

-0.0202 

2 

3 

5 

5 50 

𝐃̂𝐬𝐡(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐁𝐚𝐲𝐬𝐞(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐦𝐥𝐞(𝐏‖𝐐)  ها میانگین  
n 

MSE BIAS MSE BIAS MSE BIAS   
0.0124 

0.5391 

1.4749 

-0.0652 

0.3564 

0.8150 

0.0181 

0.8075 

8.5908 

-0.0779 

0.6141 

2.6285 

0.0265 

0.7345 

4.7135 

-0.0942 

0.3231 

1.5005 

5 

7 

9 

5 10 

0.0047 

0.3274 

1.0289 

-0.0401 

0.2571 

0.5792 

0.0055 

0.3983 

3.2179 

-0.0431 

0.3383 

1.4455 

0.0067 

0.3732 

1.9702 

-0.0475 

0.1680 

0.7736 

9 

7 

9 

5 20 

0.0024 

0.2300 

0.7781 

-0.0284 

0.1971 

0.4515 

0.0025 

0.2596 

1.8180 

-0.0294 

0.2356 

1.0001 

0.0029 

0.2461 

1.2087 

-0.0314 

0.1160 

0.5256 

5 

7 

9 

5 30 

0.0016 

0.1894 

0.6548 

-0.0234 

0.1530 

0.3605 

0.0017 

0.2065 

1.2679 

-0.0240 

0.1747 

0.7542 

0.0019 

0.2010 

0.9217 

-0.0252 

0.0823 

0.3874 

5 

7 

9 

5 40 

0.0011 

0.1557 

0.5560 

-0.0194 

0.1320 

0.3123 

0.0011 

0.1664 

0.9641 

-0.0197 

0.1459 

0.6192 

0.0012 

0.1621 

0.7315 

-0.0205 

0.0710 

0.3211 

5 

7 

9 

5 50 
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𝛍𝟎   که وقتی برآوردگرها    یو میانگین توان دوم خطا   اریبی   - 5جدول  = 𝟔/𝟓, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟕/𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟐𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟗/𝟓 . 

Table 5- Oribi and root mean square error of the estimators when 𝛍𝟎 = 𝟔/𝟓, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟕/𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟐𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟗/𝟓. 
 

 

 

 

 

 

 

 

.  که وقتی برآوردگرها    یو میانگین توان دوم خطا   اریبی   - 6جدول  𝛍𝟎 = 𝟖/𝟓, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟗/𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟐𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟗/𝟓 
Table 6- Oribi and square root of error of estimators when . 𝛍𝟎 = 𝟖/𝟓, 𝛍𝟎𝟏 = 𝟗/𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟒/𝟐𝟓, 𝛍𝟎𝟐 = 𝟗/𝟓. 

 

 

 

 

 

 

 

 گیری نتیجه   - 5

های مختلف از جمله روش ماکسیمم درستنمایی استفاده شده است.  لیبلر که برای برآورد آن روش  –هدف اصلی مقاله برآورد معیار واگرایی کولبک 
 و  شده است  یهارالیبلر    –در این مقاله برای اولین بار برآورد بیزی با استفاده از توزیع پیشین مناسب مرتبط با توزیع آماری در معیار واگرایی کولبک  

بر این است که   تاییدسازی  ها کمتر است. نتایج شبیهتئوری نشان داده شده که میانگین توان دوم خطا روش بیزی در مقایسه با سایر روش   صورتبه 
 . کندیمبهتر عمل  هاروش روش بیزی در مقایسه با دیگر 

 تشکر و قدردانی 

 .شودیم یقدردان نمودند، کمک  نویسندگان مقاله  به پژوهش نیا یفیک  بهبوددر  که مدیریت کیفیتمهندسی و  هی نشر داوران و اندرکاراندست از

𝐃̂𝐬𝐡(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐁𝐚𝐲𝐬𝐞(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐦𝐥𝐞(𝐏‖𝐐)  ها میانگین  
n 

MSE BIAS MSE BIAS MSE MSE   
0.6431 

0.0133 

0.6256 

0.0515 

-0.0656 

0.2641 

0.7315 

0.0181 

0.8075 

0.5522 

-0.0779 

0.6141 

0.6860 

0.0265 

0.7345 

0.2482 

-0.0942 

0.3231 

5 

7 

9 

7 10 

0.3510 

0.0045 

0.3431 

0.0492 

-0.0394 

0.1493 

0.3785 

0.0055 

0.3983 

0.3009 

-0.0431 

0.3383 

0.3660 

0.0067 

0.3732 

0.1268 

-0.0475 

0.1680 

5 

7 

9 

7 20 

0.2393 

0.0023 

0.2327 

0.0369 

-0.0281 

0.1063 

0.2527 

0.0025 

0.2596 

0.2050 

-0.0294 

0.2356 

0.2471 

0.0029 

0.2461 

0.0833 

-0.0314 

0.1160 

5 

7 

9 

7 30 

0.1922 

0.0016 

0.1926 

0.0317 

-0.0232 

0.0763 

0.1994 

0.0017 

0.2065 

0.1578 

-0.0240 

0.1747 

0.1968 

0.0019 

0.2010 

0.0646 

-0.0252 

0.0823 

5 

7 

9 

7 40 

0.1589 

0.0010 

0.1567 

0.0209 

-0.0192 

0.0667 

0.1623 

0.0011 

0.1664 

0.1221 

-0.0197 

0.1459 

0.1616 

0.0012 

0.1621 

0.0462 

-0.0205 

0.0710 

5 

7 

9 

7 50 

𝐃̂𝐬𝐡(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐁𝐚𝐲𝐬𝐞(𝐏‖𝐐) 𝐃̂𝐦𝐥𝐞(𝐏‖𝐐)  ها میانگین  
n 

MSE BIAS MSE BIAS MSE MSE   
3.1924 

0.5805 

0.0163 

0.8895 

0.0636 

-0.0727 

7.9478 

0.7315 

0.0181 

2.5048 

0.5522 

-0.0779 

4.2752 
0.6860 

0.0265 

1.3508 

0.2482 

-0.0942 

5 

7 

9 

9 10 

1.6183 

0.3353 

0.0050 

0.5168 

0.0307 

-0.0410 

3.0154 

0.3785 

0.0055 

1.3707 

0.3009 

-0.0431 

1.8593 

0.3660 

0.0067 

0.6911 

0.1268 

-0.0475 

5 

7 

9 

9 20 

1.0572 

0.2330 

0.0024 

0.3585 

0.0185 

-0.0284 

1.7127 
0.2527 

0.0025 

0.9389 

0.2050 

-0.0294 

1.1594 

0.2471 

0.0029 

0.4604 

0.0833 

-0.0314 

5 

7 

9 

9 30 

0.8356 

0.1884 

0.0016 

0.2811 

0.0156 

-0.0234 

1.2152 

0.1994 

0.0017 

0.7205 

0.1578 

-0.0240 

0.8922 

0.1968 

0.0019 

0.3519 

0.0646 

-0.0252 

5 

7 

9 

9 40 

0.6726 

0.1565 

0.0010 

0.2174 

0.0070 

-0.0193 

0.9117 

0.1623 

0.0011 

0.5715 

0.1221 

-0.0197 

0.7070 

0.1616 

0.0012 

0.2714 

0.0462 

-0.0205 

5 

7 

9 

9 50 
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