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Abstract 

Purpose: This research aims to empirically analyze the low beta anomaly within the framework of random basket 

theory using linear and quantile regression. This financial anomaly refers to the higher long-term returns of a portfolio 

of low-beta stocks than of a portfolio of high-beta stocks. This study examines the excess growth rate generated in a 

random portfolio based on this financial anomaly. The statistical population of this study consists of 8 stocks from 

the US stock market during the period 2015 to 2023. 

Methodology: To achieve the research objectives, a continuous-time dynamic model with analytical solutions is 

proposed. To find its optimal weights or strategies, the "functionally generated portfolios" approach and the concept 

of "generating functions" are used. Finally, a regression analysis of US stock market data is conducted to examine the 

growth rate generated in this model. 

Findings: The results show that investors are always trying to increase their investment returns by adopting an 

appropriate method. In this regard, higher returns from low-beta investment portfolios have been observed over the 

past few decades, and the use of random portfolios as a reasonable method to examine the portfolio's excess return 

in this financial anomaly is thus crucial. 

Originality/Value: Given the innovative nature of this research in using stochastic portfolio theory to examine 

the excess growth rate generated based on the low beta anomaly, the results can help investors construct optimal 

portfolios with higher long-term returns. 
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 مقدمه   - 1

به جهت کاهش    کهیطوربه   ،داشته است  گذارانه یسرمامالی جایگاه والایی در میان    یبازارهاو کسب درآمد از    یگذار ه یسرمادر طی سالیان اخیر،  
دریافتند که بهتر است برای حفاظت از    گذارانهیسرماریسک و افزایش بازدهی به خرید سهام و تشکیل سبد دارایی روی آوردند. با گذشت زمان،  

ا به هدف کسب بیشترین بازدهی ممکن در برابر سطح قابل قبولی از ریسک دست یابند. تشکیل دهند ت  هاییداراخود، سبدی متنوع از    یهاییدارا
 باشد یم  βریسک، سنجه ریسک    یهاسنجه. یکی از این  کند یمدر راستای هدفشان کمک شایانی    گذارانهیسرماریسک نیز به    یهاسنجهبررسی  
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 پژوهشی   نوع مقاله: 

 واقعی بازار   ی ها داده تحلیل رگرسیونی ناهنجاری بتا پایین در سبد تصادفی با  
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 کیده چ

هدف این پژوهش، تحلیل تجربی ناهنجاری بتا پایین در چارچوب نظریه سبد تصادفی با استفاده از رگرسیون خطی و صدکی است. این    هدف: 
و در این پژوهش به بررسی نرخ   پردازد ی م در بلندمدت ناهنجاری مالی به بیان بازده بالاتر سبدی از سهام بتا پایین در مقابل سبدی از سهام بتا بالا 

در    آمریکاسهام از بازار سهام    8. جامعه آماری این پژوهش،  شودی مدر سبد تصادفی بر اساس این ناهنجاری مالی پرداخته    جادشدهی ارشد مازاد  
 . است 2023الی   2015بازه زمانی 

ها  شود که برای یافتن وزنمی  مطرح  تحلیلی  هایجوابوسته با در راستای دستیابی به اهداف پژوهش، مدل پویای زمان پی  شناسی پژوهش: روش 
های بازار  به تحلیل رگرسیونی داده  ت یدرنهاگردد و توابع مولد" استفاده می " و مفهوم  شده تابعی" های تولید"سبد  های بهینه آن از رویکرد یا استراتژی 

 .شودشده در این مدل پرداخته می برای بررسی نرخ رشد ایجاد  آمریکاسهام 

خود را افزایش دهند. در این راستا   یگذاره یسرمابا اتخاذ روشی مناسب بازدهی  اندتلاش همواره در  گذارانه یسرما کهاند نتایج نشان داده  ها: یافته
برای   درکقابلروشی    عنوانبه قرار گرفته و استفاده از سبد تصادفی    موردتوجهبتا پایین در طول چند دهه اخیر    یگذاره یسرما  یسبدهابازدهی بالاتر  

 .اهمیت است حایزبررسی نرخ رشد مازاد سبد در این ناهنجاری مالی بسیار 

بر اساس    جادشدهیابا توجه به نوآوری این پژوهش در استفاده از نظریه سبد تصادفی برای بررسی نرخ رشد مازاد    اصالت/ارزش افزوده علمی: 
 .بالاتر کمک کند بلندمدتبهینه با بازدهی  ییسبدها در  یگذاره یا در سرم گذارانه یسرمابه  تواندی مناهنجاری بتا پایین، نتایج 

 ی. سنجه ریسک بتا، ناهنجاری بتا پایین، نظریه سبد تصادف  توابع مولد سبد، ها:کلیدواژه 

http://www.pqprc.ir/
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. کار گرفته شودبه   مختلف  هایدارایی ریسک  بندیرتبه   برای   شاخصی  عنوانبه   تواند می سیستماتیک بازار است و   ریسک  معیاری برای محاسبهکه  

از   معمولا و نویسندگان  سهام بتا پایین دارای نرخ رشد بالاتری نسبت به سبدهای سهام بتا بالا هستند یسبدهاکه   اندداده نشان  بسیاری از مطالعات
که با ریسک بالاتر به دنبال بازدهی بالاتر هستند،   یگذارانهیسرماشد بیشتری نسبت به سهام بتا بالا دارند.  که سهام بتا پایین نرخ ر  رندیگیمآن نتیجه  

همچون فرضیه    ییهاهیفرض به سهام بتا بالا به این هدف دست یابند. در مبحث مالی رفتاری این ناهنجاری بر اساس    ازحدش یبمجبورند با وزن دهی  
که سرمایهفرض می  ازحدش یببینی  . فرضیه خوش شودیمداده    توضیح  ازحدش یب  ینیبخوش  بالا  کند  بتا  که  به سهام در حال رشد  نسبت  گذاران 

به  اندن یبخوش   ازحدشیبهستند،   عوامل منجر  این  باعث  شوندیماین سهام    ازحدشیب  یگذارارزش .  ایجاد    یگذارمت یق. همچنین  و  نادرست 
سهام بتا بالا منجر به ایجاد   ازحدشیب یگذارارزش . کند یمفرصت نرخ رشد را برای سهام بتا پایین ایجاد  جهی درنت. گردد ی مشکاف قیمت در سهام 

کم ریسک، یکی از   یسبدها  . عملکرد بهترنامندی مکه این پدیده را "ناهنجاری بتای پایین"    شودیمفرصتی برای نرخ رشد بالاتر سهام بتا پایین  
که طبق آن ریسک اضافی با بازده اضافی پاداش    باشدیم  گذارانهیسرمارفتار عقلایی    برخلاف مالی است، زیرا این امر    یهایناهنجار  نی تربزرگ 
های قابل قبولی برای ناهنجاری  . مدلمیکنیماستفاده    [1]  نظریه سبد تصادفیمعاملاتی از   یسبدهادر    هایناهنجار . برای بررسی این شودی مداده  

پایین   مطالعه  بتا  این  که  دارد  وجود  تصادفی  سبد  نظریه  اساس  ناهنجاری  ییهامدلبر  این  محدودیتمی  رایهرا    [2]  از  به  نیازی  که  های  کند 
. این ناهنجاری بتا پایین به دلیل  م یابیی مرا به کمک توابع مولد    سبدهابهینه این    یهاوزن گذار را ندارد و  گذاری، رفتار غیرمنطقی سرمایهسرمایه

  است که منجر به سود معاملاتی شده و این سود معاملاتی همان نرخ رشد مازاد حاصل در   سبد  یهاوزنانات نسبی در معاملات تعادل مجدد  نوس 
  برحسب سبد تصادفی  یسازنهیبه مدل   3. در بخش شودیمبه بیان پیشینه پژوهش پرداخته   2در بخش  . بدین منظور ابتداباشدیم یموردبررس سبد 

تابعی و مفهوم تابع    دشدهیتول بهینه سبد رویکرد سبد    یهاوزن که جواب تحلیلی داشته و حل آن دشوار است و برای یافتن    شودی منرخ رشد بیان  
را    بر اساس رتبه و سایز سهام پرداخته و ناهنجاری بتا پایین  ییسبدها. همچنین به کمک این توابع به ساخت  شودی م  بیان  3-3در زیر بخش    مولد

به کمک روش رگرسیون به تحلیل    5در بخش    تیدرنهاو    می پردازیم  وزنهم  یسبدهابه بررسی این موضوع در    4. در بخش  میکنیمدر آن بررسی  
 . می پردازیمها و نتایج تجربی هداد

 مبانی نظری و پیشینه پژوهش   - 2

. این پردازد یم،  دهد یمکه در بازارهای سهام رخ    یامشاهدهقابل   یهاده یپدنظریه سبد تصادفی یک نظریه توصیفی است که به مطالعه و توضیح  
زیرا در آن مولفه نرخ رشد   ،اهمیت است حایز. نرخ رشد سبد تصادفی بسیار پردازدیم بلندمدتو بازار در  هایی دارانظریه به بررسی و تحلیل رفتار 

بیشتر شود. یکی از کاربردهای نظریه سبد تصادفی،    هایی دارای از میانگین نرخ رشد  نرخ رشد سبد تصادف  شودیمکه موجب    گرددیم  ارایهمازاد،  
تاثیر   بررسی  برای  آن  از  بهتر    یهایناهنجاراستفاده  عملکرد  است.  از    ی سبدهامالی  یکی  ریسک،  است.   یهایناهنجار  نی تربزرگکم    مالی 

 ها ی ناهنجار. این موضوع باعث شد که نتوان این  اندنشده محاسبه    1دارایی سرمایه  یگذارمت یقهستند که توسط مدل    ییهاده یپدمالی    یهایناهنجار
که معتقد است ریسک مرتبط با دارایی، ریسک سیستماتیک   دارایی سرمایه  یگذار متیقاساس استاندارد مدل    بر  [3]  مطالعات شارپرا به کمک  
  فرازینی و پدرسن   تیدرنهاو    [5]و همکاران    و سپس بیکر   [4]و همکاران    مالی در ابتدا بلک   یهای ناهنجارکرد. برای بررسی    یریگاندازهبازار است،  

 هاآن که بر اساس بتای دارایی پایه    ییسبدهابرای  با ریسک،    شدهلیتعد  یک رابطه ناهنجاری بین بتا و بازده مرکب سالانه   [7]  سالیوان و    و لی   [6]
ماهانه همه سهام را مطالعه    ، بازده[4]و همکاران    بلک  به کمک بتای سهام،  وزنهم. برای بررسی عملکرد سبد سهام  اندکردهتشکیل شده است، ثبت  

ست. فرازینی و  ا  NYSE2  سهام  وزنهمسال تقویمی گذشته محاسبه شده است و در آن سبد بازار، سبد    5که بتای هر سهم با استفاده از    اندکرده
مطالعه   2010تا دسامبر    1963را برای جولای    CRSPسهام ماهانه    [7]  سالیوانو    . لیاندکرده  هاز رویکرد جدیدی برای تخمین بتا استفاد   [6]پدرسن

العه به مطالعه  وزن دهی سبد و معیارهای عملکرد از یک مط  یهاروش   کهیدرحال.  شودیمسال قبل محاسبه    5که در آن بتای هر سهم از    کنندیم
با ریسک بیشتری    شدهلیتعدکم ریسک، بازده مرکب سالانه     یهاسهاماز    ییسبدهااست که    شده مشخصدیگر متفاوت است، نتایج مشابه بودند.  

  [7]  سالیوانو    و لی  [5]و همکاران    ، بیکر[4]و همکاران    بلک  یسبدهابازده    بر اساسپر ریسک دارند. همچنین    یهاسهامنسبت به سبدهایی از  
های کم ریسک، حتی بدون تعدیل  که سهام  دیآیمدست  نتیجه به این    [5]و همکاران    بیکر  یسبدهابازده    بر اساس.  شودی ماین نتیجه حاصل   نیز
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پایین"    ریسک، نسبت به سهام با ریسک بالا، بازده مرکب سالانه بیشتری دارند. در این مطالعات توضیحات و دلایل مختلفی برای این "ناهنجاری بتا

فرازینی  (  اهرمی و اعتباری  یهاتی محدود  از  اندعبارت هام بتا بالا دارد که  آن سبد سهام بتا پایین عملکرد بهتری از سبد س  موجببه شده است که    رایه
. همه  [7]  معاملاتی  یهانهی هزو    [8]  سازمانی برای آربیتراژ  یهاتی محدود،  [5]  گذارهیسرما  یرمنطق یرفتار غ(،  [4]  بر اساس بلک   [6]  و پدرسن  

هستند که بر اساس نوسانات    ییسبدها  [12–9]  اندشدهکه در مطالعات بالا و مواردی که در پژوهش "ناهنجاری نوسان پایین" آزمایش    ییسبدها
  عمدتا نوسانات   ادشدهیمطالعات    کهیدرحال.  شوندیمتشکیل    نوسان پایین  یسبدهابرای ساخت    بتا  یجابهنوسانات غیر سیستماتیک(    معمولا )

شاخص ریسک سیستماتیک    عنوانبه ر این پژوهش تمرکز بر سنجه ریسک بتا  ، داندگرفتهنظر  معیار ریسک در   عنوانبه )غیر سیستماتیک یا کل( را  
که به دلیل سودهای معاملاتی   های رشد دیفرانسیلی یافت شده سبدها،، تلاشی برای ارزیابی نرخشدهانیباز مطالعات    ک یچیه،  حالنیباابازار است.  

مطالعات مبنی بر اینکه سهام بتا پایین دارای نرخ رشد بالاتری   یریگجه ینتسیستماتیک ناشی از بازیابی و تعادل مجدد هستند نکرده است. بنابراین، 
  و همکاران  اودردااما    ،ا بالا است، زودهنگام استنسبت به سهام بتا بالا هستند، از این واقعیت که نرخ رشد سبد سهام بتا پایین بیشتر از سبد سهام بت

مطالعات  [13] م  از  هستند.  سفوق  می   هاآنتثنی  نشان  خود  مطالعات  که  در  پایین  دهند  بتا  وجود    ند توای مناهنجاری  بدون  رشد    یهانرخ حتی 
هدف سبد در بازاری است که از تمرکز بر    یهاوزن ناشی از بازیابی    یا سوده ، تمرکز بر  هاآندیفرانسیلی بین سهام بتا پایین و بالا رخ دهد. در مدل  

مزیت عملکردی   تواندیم  ییتنهابه که تعادل مجدد سیستماتیک،    دهندیماز نظریه سبد تصادفی نشان    یریگبهره با    هاآن.  کند یمسهام منفرد پرهیز  
. اندپرداختهاخیر نیز مطالعات متعددی به بررسی بیشتر ناهنجاری بتا پایین    یهاسال در    با وزن دهی بیشتر به سهام بتا پایین ایجاد کند.  یسبدهابرای  

  [15]  . پرراس و همکارانکند یمکه  سهام بتا پایین اغلب بازده مازاد تولید    اندداده ، نشان  آمریکابازار    یهاداده، با استفاده از  [14]  اشنایدر و همکاران
که، در هر دو استراتژی،    دهدیمکه نتایج آن نشان    اندپرداختهسبد    یهاوزن نیز به بررسی این ناهنجاری با استفاده از دو استراتژی متفاوت برای تعیین  

و اروپا، تداوم اثر ناهنجاری بتا پایین    آمریکااز بررسی جامع بازارهای    یجینتاسبت به سبد  بازار عملکرد بهتری دارند. این  نوسان پایین ن  یسبدها
صورت گرفته است،    [16]  سط گروبیس و همکارانبازارهای اسکاندیناوی که تو  اخیر در  یهاپژوهش .همچنین  اندداده بازارهای مالی را نشان    در

ریسک پایین) نوعی از ناهنجاری    یسبدهاداده است.    رایهپر نوسان    یهادوره شواهد مستقیمی از کارکرد تجربی ناهنجاری ریسک پایین و بتا پایین در  
داری این پدیده حتی در دوران ، بر پای[17]  نبلیتز و همکارا  .اندداشتهبتا پایین(، در این بازارها نیز بازدهی مازاد و عملکرد بهتر نسبت به میانگین بازار  

 . اند پرداختهمالی    یسازمدلو    یگذار هیسرما یسبدهادر تکمیل این رویکرد، مطالعات دیگری نیز به بررسی ساختار بهینه  .  کنندی مپساکرونا تاکید  
سبد دارایی  امکان   یسازنهیبه مدلی برای    رایهازده برای انتخاب سبد دارایی پرداخته و با  ریسک و ب  یسازمدلفازی در   به کاربرد اعداد  [18]  المرسی

ما در این پژوهش به  .  کم ریسک باشد  یسبدهاچارچوبی برای مقایسه    تواندیمتنظیم ضریب ریسک فردی را در انتخاب سبد فراهم کرده است و  
فرآیند بازده  به دلیل یک رانش مثبت در  سبدهاکه عملکرد بهتر این    می پردازیماین موضوع    به    واقعی بازار  یهاداده کمک رگرسیون خطی و صدکی و  

به کمک تحلیل رگرسیونی   سبدهاو نوسانات نسبی آن، مربوط  است و تحلیل نرخ رشد    هاوزن نسبی لگاریتمی سبدها است که به فرآیند تعادل مجدد  
 . گردد یم، تایید شده گرفتهنظر در یهاداده بتا پایین برای  یهاسبدو عملکرد بهتر  رد یگی مقرار  یموردبررس 

 و ریسک   بازده  برحسبسبد    یساز نه ی به مدل   - 3

اهمیت   بر اساس. سپس  گردد یم میانگین واریانس مارکوویتز در حالت زمان پیوسته بر اساس نرخ بازده بیان    یسازنه یبه در این بخش ابتدا مدل  
 مدت ی طولانو این معیار رفتار سبد دارایی در    گرددیممیانگین واریانس برحسب نرخ رشد بیان    یسازنهیبه ازده، مدل  شاخص نرخ رشد نسبت به نرخ ب

 . را نشان خواهد داد

 نرخ بازده  برحسب میانگین واریانس   ی ساز نه ی به مدل    - 3-1

 زیر است: صورتبه میانگین واریانس مارکوویتز در حالت زمان پیوسته بر اساس نرخ بازده  یسازنهیبه مدل 
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 :و برابر است با  دهدی مکه کوواریانس بین دو دارایی را نشان  فرآیند ماتریس کوواریانس بوده 𝑎𝑖𝑗(𝑡)در رابطه بالا  

به   هایاستراتژیا    هاوزنتحلیلی برای    هایجواب و    باشدیمپویای زمان پیوسته    یزی ربرنامه ،  شدهمطرحبا توجه به ساختار زمان پیوسته بودن، مدل  
 است.  𝜋واریانس سبد دارایی  𝑎𝜋𝜋بازده سبد و   𝑏𝜋بوده و    ith وزن دارایی 𝜋𝑖  همان نرخ بازده مورد انتظار و   𝑏expected. در این مدل دیآیمدست 

 نرخ رشد  برحسب میانگین واریانس   ی ساز نه ی به مدل    - 3-2

 . شودی منوشته  هاآنو سپس مدل بر اساس  شده  انیبدر ابتدا تعاریفی از نرخ رشد دارایی و نرخ رشد سبد 

یف   .  کند یم  افزایش پیدا  وکارکسب، دارایی یا یک  یگذار هیسرماکه در یک دوره زمانی، ارزش    دهدی منرخ رشد دارایی مقداری را نشان    -1تعر
در طول زمان چگونه رشد و تغییر   هاآن  یگذارهیسرمادریابند که میزان دارایی یا    توانندی مبه کمک نرخ رشد    وکارکسبصاحبان تجارت و    درواقع

برخوردار    یا ژه ی ودر نظریه سبد تصادفی بررسی نرخ رشد هر دارایی در سبد از اهمیت    مختلف چه وضعیتی خواهد داشت.  کرده است و یا در شرایط
زیر   صورتبه نرخ رشد دارایی مالی    ،بنابراین؛  است، زیرا نرخ رشد دارایی مالی، علاوه بر نرخ بازده دارایی به واریانس آن دارایی نیز وابسته است

 : شودیمتعریف 

 .تاس  ith نرخ بازده دارایی  𝑏𝑖(𝑡)که در آن

یف   موجود در سبد وابسته است اما همانند نرخ بازده سبد تصادفی، برابر با میانگین وزنی    یهاییدارا  تک تک به نرخ رشد    𝜋نرخ رشد سبد    -2تعر
 ت با:موجود در سبد نبوده و به دلیل نرخ رشد مازاد سبد  مقداری بیشتر از آن خواهد بود یعنی برابر اس  یهاییدارا

𝛾𝜋است و  ithنرخ رشد دارایی  𝛾𝑖(𝑡) که در آن
∗(𝑡)  سبد تصادفی است که از رابطه زیر تعریف می شود نرخ رشد مازاد : 

 زیر است:  صورتبه نرخ رشد   برحسبمیانگین واریانس در سبد تصادفی  یسازنهیبه مدل 

(1 ) 

𝑚𝑖𝑛 𝑉𝑎𝑟(𝑏𝜋(𝑡)) = 𝑎𝜋𝜋(𝑡) = ∑  

𝑛

𝑖,𝑗=1

 𝜋𝑖(𝑡)𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝜋𝑗(𝑡), 

𝑠. 𝑡. 

𝐸(𝑏𝜋(𝑡)) =∑  

𝑛

𝑖=1

 𝜋𝑖(𝑡)𝐸(𝑏𝑖) ≥ 𝑏expected(𝑡),  

  ∑  

𝑛

𝑖=1

𝜋𝑖(𝑡) = 1, 

𝜋𝑖(𝑡) ≥ 0;  𝑖 = 1,… , 𝑛. 

(2 ) 𝑎𝑖𝑗(𝑡): = ∑  

𝑑

𝜈=1

 𝜎𝑖𝜈(𝑡)𝜎𝑗𝜈(𝑡) = (𝜎(𝑡)𝜎
′(𝑡))

𝑖𝑗
. 

(3 ) 𝛾𝑖(𝑡): = 𝑏𝑖(𝑡) −
1

2
𝑎𝑖𝑖(𝑡),  𝑖 = 1,… , 𝑛, 

(4 ) 𝛾𝜋(𝑡): =∑  

𝑛

𝑖=1

 𝜋𝑖(𝑡)𝛾𝑖(𝑡) + 𝛾𝜋
∗(𝑡), 

(5 ) 𝛾𝜋
∗(𝑡) ≔

1

2
(∑𝜋𝑖(𝑡)𝑎𝑖𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

−∑∑𝜋𝑖(𝑡)𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝜋𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

). 
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 : زیر نوشته شود صورتبه  تواندیماست و محدودیت آن  یگذارهیسرما یهایاستراتژیا  هاوزن   𝜋𝑖که در آن 

با  شدهمطرح   مدل پیوسته  پویای زمان  برای    هایجواب ، مدل  یافتن  باشدیم  (𝜋𝑖)   هایاستراتژیا    یهاوزن تحلیلی  برای   ی سبدهابهینه    یهاوزن . 
روشی برای    درواقعتابعی" و مفهوم "توابع مولد" که    دشدهیتول   یسبدها"   بالا، از رویکرد   یهامدلدر    شدهمطرح  یهایدگ یچیپتصادفی با توجه به  

 . می پردازیمکه در زیر به کمک قضیه به آن  شودیمبهینه سبد است، استفاده  یهاوزن یافتن 

 تابعی و تاثیر سایز   دشده ی تول سبد    - 3-3

 رندیگیمقرار    مورداستفادهنیز    یگذاره یسرمادر بازارهای واقعی و    سبدها. این نوع از  شودیمتابعی جهت مطالعه تنوع در بازار استفاده    دشدهیتول سبد  
 که در ادامه به بررسی خواهیم پرداخت. شوندیمبه کمک توابع مولد تولید  سبدهاو فقط مختص به مطالعات نظری نیستند. این نوع 

𝐺:𝑈د فرض کنی  -1  قضیه → +𝛥ه  از مجموعیک تابع مثبت باشد که یک همسایگی بازی    (∞,0)
𝑛  نگاشت   کهیطوربهست  ا𝑥 ↦ 𝑥𝑖𝐷𝑖𝑙𝑜𝑔 𝐺(𝑥)  

𝑖  برای = 1,⋯ , 𝑛    به مجموعه𝛥+
𝑛  محدود شده است. همچنین G ،در    ریپذمشتق  دو بار   یک تابع مثبتR    است. پسG     تابع مولد سبد𝜋    ی هاوزن با 

 : زیر است

، ترق یدق  طوربهمقعر است یا    Gهمچنین تابع    است.  ith  ن داراییوز  𝜇𝑖(𝑡)و     متغیر است  ith  همرتبه اول نسبت ب   جزییمشتق    عنوانبه   𝐷𝑖  که در آن
با    x ∈ Uیک مقدار مشخص مثبت برای هر  هسیان آن حداکثر +𝛥دارد و اگر مقدار مشخص مثبت وجود داشته باشد، بردار ویژه متناظر 

𝑛    متعامد
 است. 

 : دیآیمدست فرآیند ارزش نسبی سبد با توجه به بازار، از رابطه زیر به 

 . رانش استفرآیند  دهندهنشان    g(t)که در آن  

تابعی به دنبال سبدی هستیم که در   دشدهیتول ارزش سبد بازار است و در حقیقت با رویکرد سبد    𝑉𝜇بیانگر ارزش سبد مذکور و   𝑉𝜋، (9رابطه )در  
 .ارزش بیشتری نسبت به سبد بازار داشته باشد بلندمدت

 زیر است: صورتبه شده تابعی بر اساس رتبه و سایز سهام  داروزندر سبد  مورداستفادهدر این پژوهش تابع مولد 

(6 ) 

𝑚𝑖𝑛 𝑎𝜋𝜋(𝑡) =∑
𝑖,𝑗=1

𝑛

 𝜋𝑖(𝑡)𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝜋𝑗(𝑡), 

𝑠. 𝑡. 

𝛾𝜋(𝑡) =∑
𝑖=1

𝑛

 𝜋𝑖(𝑡)𝛾𝑖(𝑡) +
1

2
(∑

𝑖=1

𝑛

 𝜋𝑖(𝑡)𝑎𝑖𝑖(𝑡) −∑
𝑖,𝑗=1

𝑛

 𝜋𝑖(𝑡)𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝜋𝑗(𝑡)) ≥ 𝛾0, 

∑ 

𝑛

𝑖=1

𝜋𝑖(𝑡) = 1, 

       𝜋𝑖(𝑡) ≥ 0;  𝑖 = 1,… , 𝑛, 

(7 ) 𝛾𝜋(𝑡) =∑  

𝑛

𝑖=1

 𝜋𝑖(𝑡)𝛾𝑖(𝑡) +
1

2
∑  

𝑛

𝑖=1

 𝜋𝑖(𝑡)𝑎𝑖𝑖(𝑡) ≥ 𝛾0 +
1

2
∑  

𝑛

𝑖=1

𝜋𝑖(𝑡)𝜋𝑗(𝑡)𝑎𝑖𝑗(𝑡). 

(8 ) 𝜋𝑖(𝑡) = (𝐷𝑖 𝑙𝑜𝑔 𝐺(𝜇(𝑡)) + 1 −∑  

𝑛

𝑖=1

 𝜇𝑗(𝑡)𝐷𝑗 𝑙𝑜𝑔 𝐺(𝜇(𝑡))) ⋅ 𝜇𝑖(𝑡),  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

(9 ) 𝑙𝑜 𝑔 (
𝑉𝜋(𝑇)

𝑉𝜇(𝑇)
) = 𝑙𝑜 𝑔 (

𝐺(𝜇(𝑇))

𝐺(𝜇(0))
) + ∫  

𝑇

0

 𝔤(𝑡)𝑑𝑡,  0 ≤ 𝑇 < ∞. 

(10 ) 𝑔(𝑡): =
−1

2𝐺(𝜇(𝑡))
∑  

𝑛

𝑖=1

 ∑  

𝑛

𝑗=1

 𝐷𝑖𝑗
2𝐺(𝜇(𝑡))𝜇𝑖(𝑡)𝜇𝑗(𝑡)𝜏𝑖𝑗

𝜇 (𝑡). 

(11 ) 𝐺(𝑥) ≡ 𝐺𝑝(𝑥): = (𝑥1
𝑝
+⋯+ 𝑥𝑛

𝑝)
1
𝑝,  0 < 𝑝 < 1. 
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(⋅)𝔤 صورتبه که فرآیند رانش آن  ≡ (1 − 𝑝)𝛾𝜇(𝑝)

∗  است.  (⋅)

اهمیت است. یکی از این دلایل آن است که برای درک نوسانات نسبی در نظریه سبد تصادفی، از توضیح اثر    حایزرتبه سهام و سایز آن به دلایلی  
به سبدی از سهام بزرگ، استفاده شده است. همچنین   از سهام کوچک نسبت  بهتر سبدی  بتا، همانند   یبندرتبهاندازه و عملکرد  بر اساس  سهام 

 سبد اهمیت بسیاری دارد. یهاوزن سهام بر اساس رتبه و اندازه آن است. دلیل دیگر آن است که رتبه سهام در عملیات تعادل مجدد  یبندبهرت

 وزن هم ناهنجاری بتا پایین در سبد سهام    - 4

 : دیآیمدست و طبق رابطه زیر به  سنجدی مسیستماتیک است و نوسانات بازدهی سهام نسبت به بازار را  ریسک  معیاری برای محاسبه بتا

 

ناشی از سود    که  باشندیمکه به سبب نوسانات نسبی    دهدیمفرض کنید ماتریس کواریانس بازده سهام ثابت باشد، آنگاه ناهنجاری بتا پایین رخ  
  مازاد . این نرخ رشد  شودی م  یموردبررس   یسبدهادر    هستند و منجر به ایجاد نرخ رشد مازاد   هاوزن معاملاتی در معاملات بازیابی تعادل مجدد  

که برای   الا استسهام بتای پایین در مقابل سهام بتای ب  سبدکه به نفع    شوندیمایجاد    یموردبررس تصادفی    یسبدهااز طریق تعادل مجدد    جادشدهیا
 . گرددیم، بررسی دیآیمآن از رابطه زیر به دست  یهاوزن که  وزنهمسبد سهام 

 :شودیماز رابطه زیر حاصل  وزنهمنظر بگیرید. نرخ رشد مازاد سبد را در  𝜌 وزنهمسبد سهام  -2 قضیه

 : دیآیمدست نسبت به بازار، از رابطه زیر به   وزنهمبازده ارزش نسبی سبد سهام  -3 قضیه

، بازده ارزش نسبی سبد نسبت به سبد بازار به تغییرات وزن و نرخ رشد مازاد سبد وابسته است که نرخ  شودیم که در رابطه بالا مشاهده    طورهمان
 نرخ رشد مازاد مشهود است.  صورتبه در این ناهنجاری  جادشدهیارشد 

 نتایج عددی   - 5

قیمت روزانه ده سهام از بازار    یهاداده، به کمک  قرار گرفت  یموردبررس   نیازاشیپدر راستای بررسی ناهنجاری بتا پایین در نظریه سبد تصادفی که  
. به  شودی مبررسی   2023تا    2015  یهاسال ساله بین    8در بازه زمانی    یگذار ه یسرمابا    هاداده . این  شودیمیک مطالعه تجربی انجام    آمریکاسهام  

نتخاب شده تا به بررسی بازده بالاتر سبدی از سهام بتا پایین در واقعی، چهار سهم از سهام بتا پایین و چهار سهم از سهام بتا بالا ا  یهادادهکمک  
تلاش برای جلوگیری از تمرکز بر روی یک صنعت و کنترل بهتر تنوع بازار در سطوح    معیار انتخاب این سهام بلندمدت در بازار مالی پرداخته شود.

معیار انتخاب .  اندشدهو مالی انتخاب    یفروش خردهسهام از صنایع مختلف شامل انرژی، سلامت، فناوری،    کهی طوربه  مختلف ریسک بوده است،
داه  بودن  دسترس  در  شامل  است  همچنین  بوده  بتا  سطح  در  تنوع  تاریخی،  و    WECمانند    ییهاشرکت  کهیطوربه های  پایین  بتا  سهام  نماینده 

. کند ی مکمک    سبدهانظر گرفته شده است. این ترکیب به درک بهتر اثرات ریسک سیستماتیک در  لا در نماینده سهام بتا با  HALمانند    ییهاشرکت
محاسبه گردیده و    (12رابطه )بر بازده شاخص از    طریق رگرسیون بازده سهاماز   بهادار اوراق  متیق  قاتیتحق   مرکز  بتای هر سهم نسبت به شاخص

 . در جدول زیر آورده شده است

 

(12 ) 𝛽𝑖 =
𝐶𝑜𝑣(𝑏𝑖 , 𝑏𝑚)

𝑉𝑎𝑟(𝑏𝑚)
. 

(13 ) 𝜋𝑖(⋅): = 𝜇𝑖
(0)(⋅) ≡

1

𝑛
, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛. 

(14 ) 𝛾𝜌
∗(𝑡) =

1

2𝑛
(∑  

𝑛

𝑖=1

 𝑎𝑖𝑖(𝑡) −
1

𝑛
∑  

𝑛

𝑖=1

 ∑  

𝑛

𝑗=1

 𝑎𝑖𝑗(𝑡)). 

(15 ) 𝑙𝑜 𝑔 (
𝑉𝜑(𝑇)

𝑉𝜇(𝑇)
) =

1

𝑛
𝑙𝑜 𝑔 (

𝜇1(𝑇)⋯𝜇𝑛(𝑇)

𝜇1(0)⋯𝜇𝑛(0)
) + ∫  

𝑇

0

𝛾𝜑
∗(𝑡)𝑑𝑡. 
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 شاخص. بتای سهام نسبت به    - 1 جدول 

Table 1- Beta of the stock relative to the index. 

 

 

 

 

 

 

محاسبه    سبدهابه کمک میانگین بازده سهام موجود در    سبدها. بازده روزانه  اندشده در جدول بالا ضرایب بتای مربوط به سهام انتخابی نمایش داده  
 و سبد   تشکیلی بتا بالا و بتا پایین   یسبدهااز اطلاعات آماری میانگین بازده سالانه، انحراف معیار و نسبت شارپ برای    یاخلاصه شده است و  

 در جدول زیر بیان شده است.  تفاضلی

 شارپ. نوسانات و نسبت  بازده سالانه،    - 2 جدول 
Table 2- Annual returns, volatility and Sharpe ratio . 

 
 

 
 

 

 

و نسبت شارپ برای سبد بتا پایین و سبد بتا بالا و همچنین این مقادیر برای سبد تفاضلی )که مقدار   سالانه   اریمع در جدول بالا بازده سالانه، انحراف  
سبد بتا پایین بازدهی   هاسال در بسیاری از   ،شودی مکه مشاهده    طورهماننمایش داده شده است که    2023تا    2015  یهاسال تفاوت دو سبد( در  

 با ریسک بهتر برای این سبد است. شدهل یتعدد بتا بالا دارد که بیانگر بازده بالاتر و نسبت شارپ بیشتر نسبت به سب

 . مستقل استفاده شده است tآماری  از آزمونبتا پایین و بتا بالا،  یسبدهابرای بررسی معناداری آماری تفاوت میانگین بازده روزانه 

 . سبدها تفاوت میانگین بازده    بررسی معناداری   - 3 جدول 

Table 3- Examining the significance of the difference in average returns of the portfolios . 

 

  
بین دو سبد مشاهده    یتوجه قابل ، اختلاف  2جدول  در    باوجودآنکه بازده سالانه و نسبت شارپ  نتایج در  شودیمدر میانگین  نشان    3جدول  ، 

ناشی از نوسانات روزانه یا حجم محدود    تواند یمنیست که این عدم معناداری    معنادار روزانه، از نظر آماری    یهابازده که این تفاوت در سطح    دهدیم
را برای    سبدها، بازده سالانه  2جدول    اگرچهنیست. لازم به ذکر است که    بلندمدتلاف واقعی در عملکرد  باشد و لزوما به معنای نبود اخت   سبدها

تفاوت در    ،بنابراین؛  است   شده  انجام روزانه کل دوره    یهابازده بر اساس    t، آزمون آماری  دهدی ممختلف نشان    یهاسال بررسی ثبات عملکرد در  
 باشد. هاداده ناشی از تفاوت سطح تجمیع   تواندیمسطوح معناداری آماری 

Stock Beta 

WEC (Wisconsin Energy Corp 0.448 

SFM (Sprouts Farmers Market Inc) 0.448 

ATO (Atmos Energy Corp) 0.542 

ERIE (Erie Indemnity Company) 0.595 

C (Citigroup Inc) 1.247 

HCA (Hca Holdings Inc. Common Stock) 1.321 

HAL (Halliburton Company)  1.357 

AVT (Avent lnc)  1.053 

Year Return 

(Low) 

Std Dev 

(Low) 

Sharpe 

(Low) 

Return 

(High) 

Std Dev 

(High) 

Sharpe 

(High) 

Return 

(LMH) 

Std Dev 

(LMH) 

Sharpe 

(LMH) 

2015 0.0114 0.1463 0.0781 -0.0247 0.2468 -0.1003 0.0362 0.2625 0.1378 

2016 0.0232 0.1417 0.1639 0.2731 0.257 1.0629 -0.2499 0.2745 -0.9102 

2017 0.1407 0.112 1.2559 -0.0419 0.1531 -0.2733 0.1825 0.1786 1.0222 

2018 0.0353 0.1466 0.2405 -0.4235 0.2218 -1.9096 0.4588 0.2327 1.9715 

2019 0.1333 0.1251 1.0659 0.1114 0.2693 0.4138 0.0218 0.2892 0.0756 

2020 0.0581 0.3402 0.1708 -0.2403 0.7346 -0.3271 0.2984 0.6573 0.4539 

2021 0.0845 0.1585 0.5331 0.1279 0.3026 0.4228 -0.0435 0.3332 -0.1304 

2022 0.1055 0.2228 0.4735 0.1977 0.3427 0.5768 -0.0922 0.3308 -0.2787 

2023 0.1411 0.1571 0.8979 0.0468 0.2448 0.1912 0.0942 0.2563 0.3677 

T-Statistic P-Value 

0.6017 0.5474 
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 اطلاعات رگرسیون خطی بازده لگاریتمی سبد سهام بتا پایین و بتا بالا بر تغییرات تنوع بازار در جدول زیر بیان شده است. 

 . نتایج رگرسیون   - 4 جدول 

Table 4- Regression results . 

  
  

شده است. ضریب بتا برای بازار در این رگرسیون   رایهبازده مازاد سبد بتا پایین نسبت به سبد بتا بالا بر بازده روزانه بازار    در این جدول، نتایج رگرسیون
بودن این ضریب،   از نظر آماری معنادار است. منفی  پایین در چارچوب نظریه سبد   یسبدهاماهیت خاص    دهندهبازتابمقدار منفی دارد و  بتا 

نه ارتباط مستقیم با    گرددیمت نسبی حاصل  بتا پایین، از نوسانا  یسبدهاکلاسیک، عملکرد بهتر    یهامدل  برخلاف تصادفی است. در این نظریه  
بازار.   پایین  حالن یبااروند  این مدل نشان    R2، مقدار  توضیح    دهدی مدر  را  مازاد  بازده  تغییرات  تنها بخش محدودی از  که مدل رگرسیون خطی 

از مدل رگرسیون صدکی استفاده شده است که   ده،و بازار در سطوح مختلف توزیع باز  LMHرابطه بین بازده    ترق ی دقبنابراین، برای تحلیل  ؛  دهدیم
 . شودی مدر ادامه بیان 

 صدکی. نتایج رگرسیون    - 5 جدول 

Table 5- Results of percentile regression . 

  
  
  

 

ها منفی و معنادار است، همچنین افزایش قدر مطلق بتا در که ضریب بتا بازار در تمام صدک   دهدیمنتایج رگرسیون صدکی در جدول فوق نشان  
 هاافتهی. این  شودی مکه در شرایطی که بازده بازار زیاد است، عملکرد نسبی سبد بتا پایین نسبت به سبد بتا بالا تشدید    دهدی مهای بالاتر نشان  صدک

بازدهی سبد   ینمودارهاحال    .دهندیم  رایه از رفتار بازده    یترق یدقو نسبت به مدل خطی ساده، تحلیل    کندیم ناهنجاری بتا پایین را تایید    یخوببه 
 : زیر است صورتبه  سبدهاو رشد تجمعی   سهام بتا پایین و بتا بالا

 . ها ریتمی سبد بازده تجمعی لگا   - 1شکل 

Figure 1- Logarithmic cumulative returns of portfolios . 

طبق نمودار،    وضوحبه ، بیانگر بازدهی سبد سهام بتا بالا بوده که  قرمزرنگ ، بیانگر بازدهی سبد سهام بتا کوچک و نمودار  رنگ یآب که در آن نمودار  
 . دهدیماین تفاوت بازدهی را نشان  رنگ یمشکسبد سهام بتا پایین عملکرد بالاتری نسبت به سبد سهام بتا بالا دارد و نمودار  

Intercept (α) Beta (Market)  R-squared  P-value (Beta) 

0.000629 -0.7421 0.1676 0.00000 

 Quantile Intercept (α) Market Beta (β) P-value 

0.10 0.000407 -0.562300 0.001400 

0.25 0.000524 -0.633200 0.000600 

0.50 0.000611 -0.721100 0.000000 

0.75 0.000680 -0.788500 0.000000 

0.90 0.000792 -0.853700 0.000000 
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 : زیر نمایش داده شده است صورتبه و  شدهمحاسبه از ابتدای دوره  شدهانباشته  صورتبه تا پایین و بتا بالا  ب یسبدهانوسان تجمعی  نمودار 

 . سبدها   نوسان تجمعی   - 2شکل 
Figure 2- Cumulative volatility of baskets. 

بتا پایین باقی مانده است که تایید محکمی بر چارچوب    از سبدمعناداری    طوربه در تمام طول دوره، نوسان سبد بتا بالا    شودی مکه مشاهده    طور همان
 . دیآی م حساببه نظری مقاله  

 گیری بحث و نتیجه   - 6

به بررسی ناهنجاری    ،2023تا    2013در بازه زمانی    آمریکاهای بازار سهام  صدکی بر روی داده   در این پژوهش قصد داشتیم به کمک رگرسیون خطی و
ناهنجاری بتا پایین در    یخوببه در سبد سهام بتا پایین نسبت به سبد سهام بتا بالا بپردازیم. این نتایج    بلندمدتبتا پایین و نرخ رشد مازاد بالاتر در  

دارایی، دستیابی   یسبدهادر    یگذارهیسرماهدف از    یکلطوربه .  کند یمفرضیه پژوهش را تایید    یخوببه چارچوب نظریه سبد تصادفی را نشان داده و  
 بوده که در این پژوهش به این مهم دست یافتیم. بلندمدتدریافت بازده بالاتر در  برای یاستراتژبه 

 تشکر و قدردانی 

ارزشمند ایشان در بهبود کیفیت مقاله نقش بسزایی داشته    دیدگاه  شک یبدارند،  نویسندگان مقاله مراتب قدردانی خود را از داوران محترم اعلام می
 . است

 تعارض با منافع 

تضمین    اند. نویسندگانتایید کرده  شده را مشاهده و وجود ندارد و همه نویسندگان، نسخه نهایی ارسال   هیچ تضادی در منافع در مورد انتشار این نسخه
 ل حاضر تحت انتشار نیست.چاپ نشده و در حا نیازاشیپها بوده و کنند که مقاله اثر اصلی آنمی

 منابع مالی 

دریافت   یرانتفاعیغگذار در بخش عمومی، خصوصی، تجاری یا  خاصی از هیچ موسسه، سرمایه  نهی هزکمک   گونهچیهدر طول انجام این پژوهش  
 نشده است. 

 



 Regression analysis of low beta anomaly in a stochastic portfolio with real market data 

 

256

 

 ها داده دسترسی به    

  رایهادر صورت است و  شدهی آورجمع   INVESTING.COM   از منابع شدهاستخراجکار رفته در این پژوهش، مبتنی بر اطلاعات واقعی های به داده
 . از سوی نویسنده مسئول فراهم خواهد بود هاداده درخواست موجه از سوی پژوهشگران دیگر، امکان دسترسی به 

 منابع 

[1]  Fernholz, E. R. (2002). Stochastic portfolio theory. In Stochastic portfolio theory (pp. 1–24). Springer. 

https://doi.org/10.1007/978-1-4757-3699-1_1 

[2]  Agapova, A., Ferguson, R., & Leistikow, D. (2019). Stochastic portfolio theory and the low beta anomaly. The european 

journal of finance, 25(5), 415–434. https://doi.org/10.1080/1351847X.2018.1531901 

[3]  Sharpe, W. F. (1964). Capital asset prices: A theory of market equilibrium under conditions of risk. The journal of finance, 

19(3), 425–442. https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.1964.tb02865.x 

[4]  Black, F., Jensen, M. C., Scholes, M., & Others. (1972). The capital asset pricing model: Some empirical tests. 

https://www.efalken.com/LowVolClassics/blackjensenscholes.pdf 

[5]  Baker, M., Bradley, B., & Wurgler, J. (2011). Benchmarks as limits to arbitrage: Understanding the low-volatility anomaly. 

Financial analysts journal, 67(1), 40–54. https://doi.org/10.2469/faj.v67.n1.4 

[6]  Frazzini, A., & Pedersen, L. H. (2014). Betting against beta. Journal of financial economics, 111(1), 1–25. 

https://doi.org/10.1016/j.jfineco.2013.10.005 

[7]  Li, X., & Sullivan, R. N. (2014). Investing in the asset growth anomaly across the globe. Journal of investment management, 

13(4), 87–107. https://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=2434561 

[8]  Brennan, M. J. (1993). Agency and asset pricing. https://escholarship.org/uc/item/53k014sd 

[9]  Ang, A., Hodrick, R. J., Xing, Y., & Zhang, X. (2006). The cross-section of volatility and expected returns. The journal of 

finance, 61(1), 259–299. https://doi.org/10.1111/j.1540-6261.2006.00836.x 

[10]  Ang, A., Hodrick, R. J., Xing, Y., & Zhang, X. (2009). High idiosyncratic volatility and low returns: International and further 

US evidence. Journal of financial economics, 91(1), 1–23. https://doi.org/10.1016/j.jfineco.2007.12.005 

[11]  Blitz, D., & Van Vliet, P. (2007). The volatility effect: Lower risk without lower return. Journal of portfolio management, 

34(1). https://doi.org/10.3905/jpm.2007.698039 

[12]  Clarke, R. G., De Silva, H., & Thorley, S. (2010). Know your VMS exposure. The journal of portfolio management, 36(2), 

52–59. https://www.researchgate.net/profile/Roger-Clarke-

2/publication/247906317_Know_your_VMS_exposure/links/550b41e20cf2855640970458/Know-your-VMS-exposure.pdf 

[13]  Oderda, G., Berrada, T., Messikh, R. J., & Pictet, O. (2015). Beta-arbitrage strategies: When do they work, and why? 

Quantitative finance, 15(2), 185–203. https://doi.org/10.1080/14697688.2014.938446 

[14]  Schneider, P., Wagner, C., & Zechner, J. (2020). Low-risk anomalies? The journal of finance, 75(5), 2673–2718. 

https://doi.org/10.1111/jofi.12910 

[15]  Perras, P. J., Reberger, A., & Wagner, N. (2020). The low-volatility anomaly revisited. Credit and capital markets--kredit 

und kapital, 53(2), 221–244. https://elibrary.duncker-humblot.com/article/58171/the-low-volatility-anomaly-revisited 

[16]  Grobys, K., Hartikainen, E., & Äijö, J. (2025). Low-risk anomalies: Evidence from the Nordic equity markets. Applied 

economics, 1–20. https://doi.org/10.1080/00036846.2025.2497563 

[17]  Blitz, D., Howard, C., Huang, D., & Jansen, M. (2024). Low-risk alpha without low beta. 

https://doi.org/10.3905/jpm.2024.1.657 

[18]  El-Morsy, S. (2023). Stock portfolio optimization using pythagorean fuzzy numbers. Journal of operational and strategic 

analytics, 1(1), 8–13. https://doi.org/10.56578/josa010102 

 

 الف   پیوست 

,𝜋𝑖(𝑡)قراردادن مقدار   گیرند، باها وزن یکسان می از آنجایی که در سبد سهام هم وزن، تمامی سهام 𝜋𝑗(𝑡) =  
1

𝑛
 :خواهیم داشت (5) رابطهدر  

 

 و در نهایت با فاکتور گیری خواهیم داشت: 

 شود. مراجعه [1]ه به صورت دقیق تر بجهت بررسی اثبات  

 𝛾𝜋
∗(𝑡) =

1

2
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 پیوست ب     

 : در رابطه زیر جایگذاری می کنیم (5رابطه )

 : و به عبارت زیر می رسیم 

 

 

 
,𝜋𝑖(𝑡)    حال با توجه به اینکه سبد مورد نظر دارای وزن یکسان است، قرار می دهیم 𝜋𝑗(𝑡) =  

1

𝑛
 و به مقدار زیر می رسیم: 

 

 

𝛾𝜋  قسمت اول عبارت بالا همان رابطه
∗(𝑡)  گیری به رابطه زیر می رسیم: است و با انتگرال (5)رابطه در 

 

 شود. مراجعه [1] تر بهجهت بررسی اثبات به صورت دقیق 
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