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Abstract 

Purpose: This study aims to determine the optimal model within the family of queueing models, where interarrival times 

follow an exponential distribution and service times follow an Erlang distribution, under a finite stopping time TTT. The 

significance of this research lies in its application to optimizing the performance of service systems using queueing theory. 

Methodology: To select the optimal model, a cost function and a performance metric, namely the average customer 

satisfaction level, are first defined. Subsequently, a new index, named ORS, is introduced based on the cost function, average 

customer satisfaction, and the system's stability probability. The optimal model is identified as the one with the highest 

ORS value. Numerical analysis is employed to demonstrate the procedure for determining the optimal model. 

Findings: The numerical results indicate that the ORS index is an effective criterion for evaluating and comparing different 

queueing models, enabling optimal model selection by incorporating multiple performance aspects. 

Originality/Value: The main contribution of this research is the introduction of the ORS index as a novel and 

comprehensive measure for optimal model selection in queueing systems. This approach can enhance service system design 

and improve customer satisfaction levels in practical applications. 
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 مقدمه   - 1

  ی متعدد سندگانی نو توسط هامدل گونهنیا  در  یمختلف  یپارامترها و گرفته  قرار مختلف سندگانی نو  موردتوجه  ارلانگ  عی توز یدارا یهامدل خانواده
𝑀  مدل   در  هاآن   یاضیر  خواص   ی بررس   و   پارامترها   برآورد .  است  شده  برآورد   یآمار  یهاروش   به  𝐸𝑘⁄   انتظار   زمان   برآورد   و  [1]  گوپتا  توسط  1/

𝐸𝑟  یبند صف ستمیس  در انیمتقاض ∕ 𝑀 ∕ 𝐸𝑟  یهامدل یپارامترها یزیب لیتحل. است  گرفته صورت [2] سچریف توسط  1 ∕ 𝑀 ∕ 𝐸𝑟 و 1 ∕ 𝑀 ∕ 𝑐 

𝑀 یهامدل یپارامترها یزیب لیتحل ،[3] پری و توسط ⁄ 𝐸𝑘 𝑀  و 1/  ⁄ 𝐻𝑘 /1 مدل ک یتراف شدت پارامتر برآورد  و [4] همکاران و نسوایا توسط 𝑀 ⁄

   تی فی ک  تیر یمد و یمهندس    

       www.pqprc.ir  

 271-280، ( 2025) ، ( 3)  ، شماره15 دوره                

 پژوهشی   نوع مقاله: 

𝐌}  بندی ی صف ها مدل   خانواده جهت ارتقا کیفیت    در   ی ساز نه ی به  𝐄𝐫⁄ 𝟏⁄ , 𝐫 ∈ 𝐍}   اساس   بر  

 توقف   زمان   ک ی   تحت   ی مشتر   ت ی رضا   و   ستم ی س   یی ا ی پا   احتمال   و   نه ی هز   تابع 

 ،* 1، ایمان مخدوم 1امراله جعفری ،  1زاده شهرستانی شهرام یعقوب 
 .روه آمار، دانشگاه پیام نور، تهران، ایرانگ1

 

 
 

 

 

 

 کیده چ

برای خانواده مدل   هدف:  بهینه  مدل  تعیین  با هدف  مطالعه  𝑀}  بندیهای صف این  𝐸𝑟⁄ /1, 𝑟 ∈ 𝑁}  زمان زمانبا  و  نمایی  ورود  بین  های  های 
این پژوهش در کاربردهای عملی مدل TTTسرویس ارلانگ، تحت زمان توقف   انجام شده است. اهمیت  بهینه ،  سازی عملکرد  های صف در 

 .های خدماتی نهفته استسیستم 

های  برای خانواده مدل   "متوسط درجه رضایت مشتری"  برای انتخاب مدل بهینه، ابتدا تابع هزینه و معیاری تحت عنوان  شناسی پژوهش: روش 
بر حسب تابع هزینه، متوسط درجه رضایت مشتری و احتمال پایایی سیستم معرفی   ORS شود. سپس شاخصی جدید به نام  مذکور تعریف می 

شود. در ادامه، از  دل مطلوب انتخاب می باشد، به عنوان م ORS تری از شاخص منظور تعیین مدل بهینه، مدلی که دارای مقدار بزرگ گردد. به می
 . تحلیل عددی برای تبیین نحوه انتخاب مدل بهینه استفاده شده است

های مختلف صف باشد و انتخاب  تواند معیاری مناسب برای ارزیابی و مقایسه مدل می  ORS نتایج تحلیل عددی نشان داد که شاخص  ها: یافته
 .معیارهای چندگانه تسهیل نمایدمدل بهینه را با توجه به 

های اصلی این  های صف از نوآوریبه عنوان معیاری نوین در انتخاب مدل بهینه در سیستم  ORS معرفی شاخص افزوده علمی: اصالت/ارزش 
 . باشد  موثرهای خدماتی و ارتقای رضایت مشتریان تواند در طراحی کارآمدتر سیستم پژوهش است که می 

𝑀}مدل خانواد ، ، متوسط درجه رضایت مشتری ، تابع هزینه توزیع ارلانگ ها:کلیدواژه  𝐸𝑟⁄ /1, 𝑟 ∈ 𝑁} ،احتمال پایایی . 

http://www.pqprc.ir/
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  𝐸𝑘 /1  مدل  در  تیف یک   کنترل  نهیزم  در  هم  یق یتحق   .شد  انجام  [5]  سوبارائو   و چاندراشی هار   توسط  𝑀 ⁄ 𝐸𝑘 /1   صورت   [6]  ی انیده  و نیجا توسط  
𝑀  مدل در  پارامترها یزیب برآورد  .شد گرفته 𝐸𝑟⁄   و  جوس  توسط یبندصف یهامدل انواع  در  پارامترها یزیب برآورد  ،[7] یتیم و  یهورچاد   توسط 1/

𝑀   مدل  در  پارامترها  برآورد   ،[8]  مانوهاران 𝐸𝑟⁄   یزیب  برآورد   و   [9]  چاندراساخار  و  اناتانیدیوا  توسط  یزیب  و  ممیماکس  ییدرستنما  یهاروش   به 1/
برآورد    [11]شهرستانی   به تازگی مخدوم و یعقوب زاده.  شد  آورده  دستبه   [10]  جوس   و  یپچی د  توسط  ره یمتغ  دو   ن یشیپ  عی توز  از  استفاده  با  پارامترها

بندی های صفکیفیت سیستماند.  دست آوردههای فازی به اساس داده شده نوع دوم بر  های سانسور را تحت داده   M/M/1بندی  بیزی در مدل صف
𝑀 𝑀 𝑚 𝐾⁄⁄     بندی یک برآورد آماری بهینه برای پارامتر شدت ترافیک در مدل صف  .[12]  بررسی شد  تمتابع هزینه سیس  یسازنهی به با استفاده از  

M/M/1/K   شد.  ارایه [13] معیارهای فازی و غیر فازی توسط مخدوم  بر اساس 

𝑀  مدل  یبرا  مقاله   نیا  در 𝐸𝑟⁄   تابع   ستمیس   و  صف  در  موجود  یهایمشتر  تعداد  متوسط  اساس  بر  ،یمشتر  تیرضا  درجه   متوسط  نام   به  یاریمع   1/
  ی معرف     به    ستمیس   ییکارا  نرخ  نام  به  دیجد  یشاخص  ،ستمیس   ییایپا  احتمال  و  یمشتر  تیرضا  درجه  متوسط  و   نهی هز  تابع  اساس  بر  سپس  و  نهی هز

𝑀  یبندصف  ستمیس   و  ارلانگ   عی توز  ،دوم   بخش  در.  است  صورت   نیا  به   مقاله  ساختار.  گردد  نییتع   نهیبه   مدل  آن  اساس  بر  تا  شوندیم 𝐸𝑟⁄ /1   
 یسازنهیبه   نحوه   و  یمعرف  ORS  شاخص  و  نهی هز  تابع  یکل  فرم   ،سوم   بخش  در   .شد  ارایه  هاستمیس   نیا  یابی ارز  یارهایمع   از  یبعض  و  یمعرف

𝑀  یهاستمیس  𝐸𝑟⁄ 𝑀}  یهامدل   خانواده  یبرا  نهیبه   مدل  ، یعدد   لیتحل  از  استفاده  با  چهارم   بخش  در.  شد  داده  حیتوض    1/ 𝐸𝑟⁄ /1, 𝑟 ∈ 𝑁}   ن یی تع  
 . شد

 مفاهیم اولیه   - 2

𝑀بندی صف  در این بخش توزیع ارلانگ و مدل  𝐸𝑟⁄  . شودمی ارایهدر مقاله   ازیموردنو سایر مطالب  طور مختصر معرفی به 1/

 توزیع ارلانگ   - 2-1

، تحلیل  بودن این متغیر تصادفی  حافظهی باند. خاصیت  هایی هستند که بر اساس متغیر تصادفی نمایی ساخته شدهبندی آنهای صفمدل  ترینساده
ها در این  اما همه آن؛  شوندبندی میهای نمایی فرمول بندی در چارچوب مدل صف   مسایلبیشتر    ، نیبنابرا؛  سازد های نمایی را بسیار آسان میمدل

های متنوعی بندی از توزیع های صفها در سیستم سرویس و یا زمان بین دو ورود مشتری  زمانمدت مانند    یتصادفشود. متغیرهای  قالب جا داده نمی
 . هاستترین آنکنند که توزیع ارلانگ یکی از معروف پیروی می

یف   صورت به دارای تابع چگالی احتمال   𝑋اگر متغیر تصادفی  -1تعر

 
,𝐸𝑟(𝑟  در این مقاله با نماد  فوقتوزیع ارلانگ به فرم   𝜆)   میانگین این متغیر تصادفی شود.  نشان داده می𝑟

𝜆
𝑟و واریانس آن    

𝜆2    است. در حالت خاص اگر
𝑟 =   1شکل آید که در دست می، توابع مختلفی بهدر صورت ثابت ماندن میانگین  𝑟شود. با تغییر ، توزیع ارلانگ به توزیع نمایی تبدیل میباشد 1

به   با توجه  بسیار متنوع هستند و داده مشاهده می  1شکل  نشان داده شده است.  های آماری بسیاری از متغیرهای شود که مجموعه توابع ارلانگ 
سرویس )خدمت( در یک سیستم    زمانمدتهای آماری متغیر تصادفی  اگر داده  مثالعنوانبهشود.  تصادفی با یکی از توابع این مجموعه منطبق می

، امکان  شود. با توجه به متنوع بودن توزیع ارلانگ ها میانگین و واریانس این متغیر تصادفی تخمین زده میبه کمک این داده   بندی در اختیار باشدفص
یرهای تصادفی با آن تطبیق کند. یکی از محاسن توزیع ارلانگ همین خاصیت تنوع آن است که بسیاری از متغ   موردنظرهای  زیادی وجود دارد که داده 

 . شوددر قالب آن جای داده می 

 𝑓(𝑥) =
𝜆𝑟

𝛤(𝑟)
𝑥𝑟−1𝑒−𝜆𝑥  𝑥 > 0, 𝜆 > 0, 𝑟 ∈ 𝑁. 
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 . متفاوت با فرض ثابت ماندن میانگین   𝐫𝐬نمودار توزیع ارلانگ با    - 1 شکل 

Figure 1- Erlang distribution diagram with different r assuming the mean remains constant . 

تر است  ، اما در مقایسه با سایر متغیرهای تصادفی به متغیر تصادفی نمایی نزدیک نیست از نظر محاسباتی در حد توزیع نمایی اگرچه توزیع ارلانگ 
از سهولت محاسباتی خاصیت   نمایی  متغیرهای تصادفی  به  آن  تبدیل  با  آناستفاده می  ی حافظگ  یبو در مواردی  برای  از خاصیت  کند.  بتوان  که 

متغیر تصادفی ارلانگ   مثالعنوانبهتوان متغیر تصادفی ارلانگ را به چند متغیر تصادفی نمایی تجزیه کرد.  ، میتوزیع نمایی استفاده کرد   یحافظگیب
𝑟با  = های تصادفی شود. مزیت عمده آن نسبت به توزیع نمایی این است که در عمل پدیده مجموع دو متغیر تصادفی نمایی نوشته می   صورتبه  2

 شود.یآن بیان م برحسببسیاری  

𝐌بندی  مدل صف   - 2-2 ∕ 𝐄𝐫 ∕ 𝟏 

𝑈𝑘}  زمان بین ورودها یعنی  شوند کهوارد می  𝜆ها با آهنگ  در این سیستم مشتری , 𝑘 ≥ متغیرهای تصادفی مستقل و دارای توزیع نمایی ای از  دنباله   {1
𝑉𝑘}یعنی های سرویس و زمان    𝜆پارامتر  با  , 𝑘 ≥ ,𝐸𝑟(𝑟متغیرهای تصادفی مستقل و دارای توزیع  از ای دنباله  {1 𝑟𝜇) و با تابع چگالی احتمال  

,𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑣1توزیع    𝜆توزیع پیشین    [14]  و همکاران  روگریاساس  شوند. اگر بر  نظر گرفته میپارامترهای نامعلوم در  𝑟و   𝜆  ،  𝜇بخش    هستند. در این 𝑎) 
𝑣1با   ∈ 𝑁   و𝑎 > ,𝜇)و توزیع پیشین توام   0 𝑟)  ی با تابع چگالی   توزیع 

,𝜃 کهیطوربه فرض شوند  𝑏 > 𝑣2و   0 ∈ 𝑁  های معلوم و ثابت𝜃 (
𝑣2

𝑏
)

𝑣2

<    صورتبه  𝑟تابع احتمال   آنگاهباشند،  1

𝑣2(. با فرض [3] شود )ویپردست آورده میبه  = 𝜃و   1 < 𝑏   توزیع𝑟  1، هندسی با پارامتر −
𝜃

𝑏
 شود. نظر گرفته میاست که در این مقاله در  

𝑀بندی  سیستم صفدر   ∕ 𝐸𝑟 ∕ 1  ،𝜌 =
𝜆

𝜇
𝜌نام دارد که تحت شرط  پارامتر شدت ترافیک سیستم     <  که ییازآنجا.  ([4]  )اینسوا وهمکارانپایا است    1

𝜌تحت شرط  𝜌اطلاع داشتن مقدار متوسط  ،نیبنابرا، بندی هست، ویژگی مهم هر سیستم صفحالت پایایی <      از رابطه  ضروری است که  1

 𝑓(𝑣, 𝜇, 𝑟) =
(𝑟𝜇)𝑟

𝛤(𝑟)
𝑣𝑟−1𝑒−𝑟𝜇𝑣 . 𝑣 > 0, 𝜇 > 0, 𝑟 ∈ 𝑁, 

 𝑓(𝜇, 𝑟) ∝
𝜃𝑟−1𝑟(𝑟𝜇)𝑟𝑣2−1𝑒−𝑟𝑏𝜇

𝛤(𝑟)𝑣2
, 𝜇 > 0, 𝑟 ∈ 𝑁, 

 (𝑟) ∝
𝛤(𝑟𝑣2)

𝛤(𝑟)𝑣2
(

𝜃

𝑏𝑣2
)

𝑟−1

, 𝑟 = 1,2, …. 

 𝑃(𝑟) = (1 −
𝜃

𝑏
) (

𝜃

𝑏
)

𝑟−1

, 𝑟 = 1,2, …. 

(1 ) 𝐸(𝜌|𝜌 < 1) =
𝑏𝑣1

𝑎𝑣2𝑃𝜌

∑ 𝑃(𝑟) (1 −
1

𝑟𝑣2

)
−1

[1 − ∑ (
𝑟𝑣2 + 𝑖 − 2

𝑖
) 𝑃𝑟

𝑟𝑣2−1(1 − 𝑃𝑟)𝑖

𝑣1

𝑖=0

]

∞

𝑟−1

. 
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𝑃𝑟 که ، طوری[15] شودمیدست آورده به    =
𝑟𝑏

𝑎+𝑟𝑏
 و    

 البته 

 عبارت است از [15] پایا با توجه به آلندر حالت  ستمیدر س همچنین توزیع تعداد مشتریان موجود  

𝜏که در آن    = 𝜌/(𝜌 + 𝑟)  .است 

 کنیم. زیر عمل می صورتبه  (𝐿𝑠)و در سیستم   (𝐿𝑞)های موجود در صف  اکنون برای محاسبه متوسط تعداد مشتری

  jth های وارد شده به سیستم تا سرویستعداد مشتری 𝑋𝑗که  باشند، طوری  عی هم توزیک دنباله از متغیرهای تصادفی مستقل و  ،.... 𝑋1 ،𝑋2  ،... ،𝑋𝑗 اگر
 صورت به  𝑋𝑗𝑠تابع احتمال   [16] استفاده سرینیواس و همکارانبا   آنگاهباشد، 

𝑝که با فرض    است =
𝑟𝜇

𝜆+𝑟𝜇
,𝑁𝐵(𝑟ای منفی  دارای توزیع دوجمله    𝑝)  مانند متوسط بندی  اکنون بعضی از معیارهای ارزیابی این سیستم صف  شود.می

 با کمی محاسبات جبری شود.دست آورده میانتظار در سیستم و صف متقاضیان به  زمانمدتتعداد متقاضیان در سیستم و صف و متوسط 

 صورتبه انتظار در صف و سیستم هر مشتری  زمانمدتهای لیتل متوسط شوند. همچنین با استفاده از فرمولمحاسبه می

 آیند. به دست می 

های  تعداد مشتری  عنوانبه  𝐴(𝑇)با فرض  شود.  یعنی تا زمانی که سیستم فعال است، درنظر گرفته می  𝑇همچنین در این مقاله زمان توقف سیستم  
چهار    [17]  ، سینگ و اچاریا𝑇تا زمان    دهندهسی سرو  شدهیسپرکل اوقات    𝛾(𝑇)شده و  های سرویستعداد مشتری  𝐵(𝑇)به سیستم و    واردشده

 از اندعبارتنظر گرفته که در  𝑇حالت برای 

𝑇فعال باشد، واضح است که   𝑡اگر سیستم تا زمان مشخص   .1 = 𝑡. 
𝐵(𝑇)متقاضی سرویس شود یعنی  𝑑اگر سیستم تا موقعی کار کند که   .2 = 𝑑 در این حالت ، 

𝐴(𝑇)مشتری به سیستم وارد شده باشند یعنی   𝑚اگر سیستم تا موقعی کار کند که  .3 = 𝑚 در این حالت ، 

 𝑃𝜌 = 𝑃(𝜌 < 1) = 1 − ∑ 𝑃(𝑟) ∑ (
𝑟𝑣2 + 𝑖 − 1

𝑖
) 𝑃𝑟

𝑟𝑣2(1 − 𝑃𝑟)𝑖 .

𝑣1−1

𝑖=1

∞

𝑟=1

 

(2 ) 𝑃𝜌|𝑟 = 𝑃(𝜌 < 1|𝑟) = 1 − ∑ (
𝑟𝑣2 + 𝑖 − 1

𝑖
) 𝑃𝑟

𝑟𝑣2(1 − 𝑃𝑟)𝑖

𝑣1−1

𝑖=1

. 

(3 ) 𝑃𝑛 = (1 − 𝜌) ∑(−1)𝑛−𝑖
𝜏𝑛−𝑖−1

(1 − 𝜏)𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

 [(
𝑟𝑖

𝑛 − 𝑖
) 𝜏 + (

𝑟𝑖

𝑛 − 𝑖 − 1
)] , 𝑛 ≥ 0, 

 𝑃(𝑋 = 𝑥) = (
𝑥 + 𝑟 − 1

𝑟
) (

𝜆

𝜆 + 𝑟𝜇
)

𝑥

(
𝑟𝜇

𝜆 + 𝑟𝜇
)

𝑟

, 𝑥 = 0,1,2, …, 

(4 ) 𝐿𝑠 =
𝜆

𝜇
, 𝐿𝑞 =

𝑟𝑟 − (1 − 𝜌)(𝑟 + 𝜌)𝑟

(𝑟 + 𝜌)𝑟
, 

(5 ) 𝑊𝑞 =
𝑟𝑟 − (1 − 𝜌)(𝑟 + 𝜌)𝑟

𝜆(𝑟 + 𝜌)𝑟
, 𝑊𝑠 =

1

𝜇
, 

 𝑇 = 𝛾(𝑇) + ∑ 𝑉𝑖

𝑑

𝑖=1

. 
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𝐴(𝑇)مشتری در سیستم باشد یعنی  𝑛اگر سیستم تا موقعی کار کند که  .4 + 𝐵(𝑇) = 𝑛  در این ،𝑇 یک متغیر تصادفی هست . 

 مفاهیم اساسی   - 3

ارزیابی عملکرد سیستم ) تابع هزینه، متوسط درجه رضایت مشتری، شاخص  این بخش  بهینه  (ORSدر  نحوه  و  های سازی خانواده مدل معرفی 
{𝑀 𝐸𝑟⁄ 1⁄ , 𝑟 ∈ 𝑁} شودضیح داده می تو . 

 تابع هزینه   - 3-1

اقتصادی -وقت مشتری از نظر اجتماعی و افزایش رضایت مشتری است.متقاضی  ، هدف کاهش طول صف و زمان انتظار بندیدر هر سیستم صف 
ها در واحد زمان معیاری برای ارزیابی  بندی امید ریاضی کل هزینهدر یک سیستم صف  یطورکلبهشود.  ارزش دارد و اتلاف آن هزینه محسوب می

 صورت به ، تابع هزینه ها بستگی به نوع و ماهیت آن دارد. در این مقاله به دلیل مهم بودن زمان انتظار مشتری سیستم هست که هزینه

 شود که در آنپیشنهاد می 

1. 𝐶1𝐿𝑞  شود که میانگین کل این هزینه برابر با هزینه اتلاف وقت هر مشتری در صفتعریف می  در صفها  مشتری، هزینه اتلاف وقت 𝐶1   در
 . ستا 𝐿𝑞ها در صف یعنی متوسط تعداد مشتری

2. 𝐶2(𝐿𝑆 − 𝐿𝑞)،  شود که میانگین کل این هزینه برابر با هزینه اتلاف وقت هر ها در هنگام دریافت خدمت تعریف میهزینه اتلاف وقت مشتری
𝐶2(𝐿𝑠  یعنی  ها در حال دریافت خدمتدر متوسط تعداد مشتری   𝐶2  مشتری در حال دریافت خدمت − 𝐿𝑞)   رابطه  با توجه به    نیبنابرا .است

 صورت به  (6رابطه ) و( 4)

 شود. نوشته می 

 متوسط درجه رضایت مشتری -3-2

شد. اگر مشتری در لحظه    ارایهورود به سیستم   لحظه رضایت مشتری با مشاهده طول صف در    سبه درجه برای محا [18]  روشی توسط پرادو و لفانته 
𝑎1)  خواهد بود   (𝑎3)و پایین    (𝑎2)متوسط    (𝑎1)  ، درجه رضایت آن به ترتیب بالا ، متوسط و بلند روبرو شود های کوتاه طول   ورودش با صف با  ≥

𝑎2 ≥ 𝑎3). های فازی مجموعه  صورتبه ها  ، متوسط و بلند توسط آنبه دلیل نسبی بودن اصطلاحات کوتاه  شدهاشاره های صف𝐴̃ )صف کوتاه(  ،𝐵̃  
 های)صف بلند( به صورت 𝐶̃)صف متوسط( و 

 [19] دابویس د. با توجه به هستن 𝐶̃و   𝐵̃و   𝐴̃های به ترتیب مجموعه فازی  𝜇𝐶و   𝜇𝐴 ،𝜇𝐵̃نظر گرفته شدند که در

 دهد.  مشتری در صف است را نشان می  𝑖 کهیوقت 𝐴̃  درجه عضویت مجموعه فازی   𝜇𝐴(𝑖)همچنین البته 

 𝑇 = 𝛾(𝑇) + ∑ 𝑈𝑖

𝑚

𝑖=1

. 

(6 ) 𝐶(𝑟) = 𝐶1𝐿𝑞 + 𝐶2(𝐿𝑠 − 𝐿𝑞). 

(7 ) 𝐶(𝑟) =
(𝐶1 − 𝐶2)𝑟𝑟 + (𝐶1𝜌 + 𝐶2 − 𝐶1)(𝑟 + 𝜌)𝑟

(𝑟 + 𝜌)𝑟
. 

 

𝐴̃ = {(0, 𝜇𝐴(0)), (1, 𝜇𝐴(1)), … , (𝑛, 𝜇𝐴(𝑛))}. 

𝐵̃ = {(0, 𝜇𝐵̃(0)), (1, 𝜇𝐵̃(1)), … , (𝑛, 𝜇𝐵̃(𝑛))}. 

𝐶̃ = {(0, 𝜇𝐶(0)), (1, 𝜇𝐶(1)), … , (𝑛, 𝜇𝐶(𝑛))}. 

 𝜇𝐴(𝑖) + 𝜇𝐵̃(𝑖) + 𝜇𝐶(𝑖) = 1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 
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,𝛺)اگر     𝐹, 𝑃)    کهی طوربه یک فضای احتمال باشد  𝛺   فضای نمونه  ،𝐹  جبر روی    یک سیگما𝛺    و𝑃   آنگاه ،  نظر گرفته شوندنیز یک اندازه احتمال در  
 شود. پیشامد فازی نامیده مییک  Ωدر   𝐴̃ مجموعه فازی  

یف  𝜔  اگر به ازای هر -([20]) 2 تعر ∈ 𝛺 ،𝜇𝐴(𝜔)   تابع عضویت پیشامد فازی𝐴̃  ،تابع احتمال   آنگاهباشد𝐴̃  صورت به 

 شود. تعریف می

یف  با توجه به  ،نیبنابرا  صورتبه ، متوسط و بلند های کوتاه احتمال روبرو شدن یک مشتری در حال وارد شدن به سیستم با صف به طول ، 2 تعر

 صورت به  1 متوسط درجه رضایت مشتری ،نیبنابرا ؛هستند 

 شود. تعریف می

𝐌}های  سازی در خانواده مدل بهینه   - 3-3 𝐄𝐫⁄ 𝟏⁄ , 𝐫 ∈ 𝐍} 

شود شرایطی فراهم گردد تا سیستم در وضعیت پایا قرار گیرد. از طرفی در  بندی حالت پایایی ویژگی مهمی است که تلاش میدر هر سیستم صف
از    عنوانبه دنیای امروز هزینه   به شمار میعوامل تصمیم   نی ترمهمیکی  آن نقش مهمی در عملکرد مطلوب سیستم گیری  بهینه کردن  که  های آید 

است که هزینه آن کمترین    مدنظرسیستمی    ،نیبنابرا؛  اهمیت است   حایزنیز بسیار    از طرفی افزایش میزان رضایت مشتری از سیستمندی دارد.  بصف
 ، بیشترین مقدار را داشته باشد. مقدار و احتمال پایایی آن و میزان رضایت مشتری

𝐸(𝜌|𝜌مقدار   (1)رابطه برای رسیدن به این مهم ابتدا از  ،نیبنابرا < شود. با استفاده از  نظر گرفته میدر 𝜌مقداری برای   عنوانبه محاسبه شده و  (1
سازی درجه رضایت مشتری محاسبه و سپس این مقادیر نرمال  متوسطاحتمال پایایی سیستم و   مقادیر تابع هزینه و مختلف    𝑟𝑠به ازای   𝜌دار  این مق 

، سازی احتمال پایایی و متوسط درجه رضایت مشتری هریک از مقادیر آن و برای نرمال   بر  نهی هزترین مقدار  ، کوچک سازی هزینهشوند. برای نرمال می
و    𝑃𝑁شده احتمال پایایی با نماد  مقادیر نرمال  ،𝐶𝑁مال شده هزینه با نماد  شوند. مقادیر نرتقسیم می  مقدارشان  نی تربزرگها بر  هریک از مقادیر آن

نظر گرفتن هر سه معیار هزینه سیستم  ، با در شود. برای تعیین سیستم بهینه نشان داده می  𝐴𝑁  مشتری با نماد   تیرضاشده متوسط درجه  مقادیر نرمال
   صورتبه  1 سیستم کارایی نرخ  عنوانبه ، شاخصی جدید متوسط درجه رضایت مشتری نرمال شده، احتمال پایایی نرمال شده و نرمال شده

رضایت مشتری نرمال شده  ، احتمال پایایی نرمال شده و متوسط درجه  به ترتیب وزن معیارهای هزینه نرمال شده   𝑤3و    𝑤1  ،𝑤2کهشود  پیشنهاد می
تر و احتمال هزینه سیستم پایین  هرچقدرکه    صورتنیبد،  شده فوق ارتباط مستقیم دارد هر سه معیار نرمال  با  ORS  گیریهستند. شاخص تصمیم

را دارد    ORSکه بالاترین مقدار      𝑟  مقداری از  ،نیبنابرا  ؛شودمقدار بالاتری می  ORS،  ضایت مشتری بالاتر باشدرپایایی سیستم و متوسط درجه  
 شود انتخاب شده و سیستم مربوط به آن سیستم بهینه نامیده می  𝑟𝑂𝑝𝑡 عنوانبه 

 عددی   لی وتحل ه ی تجز   - 4

𝑀}های در این بخش برای خانواده مدل  𝐸𝑟⁄ 1⁄ , 𝑟 ∈ 𝑁} شود. برای رسیدن به این هدف مراحل زیر طی می ،نیبنابرا ؛شودمدل بهینه تعیین می 

 𝑃(𝐴̃) = ∑ 𝜇𝐴(𝜔)𝑃𝜔

𝜔∈𝛺

, 𝜇𝐴(𝜔): 𝛺 → [0,1], 

(8 ) 𝜋(𝐴̃) = ∑ 𝜇𝐴(𝑖)𝑃𝑖

𝑛

𝑖=0

, 𝜋(𝐵̃) = ∑ 𝜇𝐵̃(𝑖)𝑃𝑖

𝑛

𝑖=0

, 𝜋(𝐶̃) = ∑ 𝜇𝐶(𝑖)𝑃𝑖

𝑛

𝑖=0

,  

(9 ) 𝐴𝐷𝐶𝑆 = 𝑎1𝜋(𝐴̃) + 𝑎2𝜋(𝐵̃) + 𝑎3𝜋(𝐶̃),   

(10 ) 𝑂𝑅𝑆 = 𝑤1𝐶𝑁 + 𝑤2𝑃𝑁 + 𝑤3𝐴𝑁 , 𝑤1 + 𝑤2 + 𝑤3 = 1, 
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𝑣1و به ازای  ( 1رابطه ) ستفاده از با ا .1 = 12 ،𝑣2 = 1  ،𝑎 = 4 ،𝑏 = 𝜃و  7 = 𝐸(𝜌|𝜌مقدار  5 < 1) = شود که به عنوان مقدار دست آورده می به 0.498

𝜌 شود. نظر گرفته می در 
به ازای   ،نیبنابرا ؛  است، سیستم فعال باشد  10های موجود در سیستم  تعداد مشتری   کهی وقتشود تا  خللی وارد شود فرض می  مسالهکه به کلیت  بدن آن  .2

𝜌 = 𝑛های موجود در سیستم به ازای  احتمال تعداد مشتری   ( 3رابطه )  ازمختلف، با استفاده    𝑟𝑠و به ازای    0.498 = 0,1, … شود  دست آورده میبه  10,
 ثبت شده است.  1جدول که در 

 با فرض 

ثبت شده    2جدول  مختلف محاسبه شده که در    𝑟𝑠به ازای    𝐶̃و   𝐵̃و     𝐴̃های فازی ، احتمال مجموعه 1جدول  و با استفاده از    (8رابطه )با استفاده از  
 است. 

𝜌به ازای   .3 = 0.498  ،𝐶1 = 350  ،𝐶2 = 𝑎1احتمال پایایی، با فرض    (2رابطه ) مقدار تابع هزینه، با استفاده از    ( 7رابطه ) و با استفاده از    300 = 1 ،
𝑎2 = 𝑎3و   0.65 = 𝑤1متوسط درجه رضایت مشتری و با فرض   (9رابطه ) و  2جدول ، با استفاده از 0.45 = 0.6  ،𝑤2 = 0.3  ،𝑤3 = و به کمک   0.1

 . اندشدهثبت  3جدول  مختلف محاسبه شده و در 𝑟𝑠به ازای   ORSشاخص   ( 10رابطه  ) 

𝐧ای موجود در سیستم تا  ه احتمال تعداد مشتری   - 1جدول   =   مختلف.   𝐫𝐬به ازای    𝟏𝟎
Table 1- Probability of the number of customers in the system up to n=10 for different r . 

 

 

 

 

 

 . مختلف   𝐫𝐬برای    𝐂̃و    𝐁̃و    𝐀̃های فازی  احتمال مجموعه   - 2 جدول 

Table 2- Probability of fuzzy sets A ̃, B ̃, and C ̃ for different r . 
 

 

 

 
 

𝐌}های  معیارهای مربوط به تعیین مدل بهینه برای خانواده مدل مقادیر    - 3 جدول  𝐄𝐫⁄ 𝟏⁄ , 𝐫 ∈ 𝐍} . 

Table 3- Values of criteria related to determining the optimal model for the family of models {𝐌 𝐄𝐫⁄ 𝟏⁄ , 𝐫 ∈ 𝐍} . 
 

 

 

 

 

𝐴̃ = {(0,0.6), (1,0.5), (2,0.7), (3,0.8), (4,0.9), (5,0.2), (6,0), (7,0.4) 

, (8,0.8), (9,0.4), (10,0), 
𝐵̃ = {(0,0.3), (1,0.3), (2,0.2), (3,0.1), (4,0.1), (5,0.1), (6,1), (7,0.5) 

, (8,0.1), (9,0.5), (10,0.2), 
𝐶̃ = {(0,0.1), (1,0.2), (2,0.1), (3,0.1), (4,0.1), (5,0.1), (6,0), (7,0.1) 

, (8,0.1), (9,0.1), (10,0.8), 

𝐫 = 𝟖 𝐫 = 𝟕 𝐫 = 𝟔 𝐫 = 𝟓 𝐫 = 𝟒 𝐫 = 𝟑 𝐫 = 𝟐 𝐫 = 𝟏 𝐧 

0.5020 0.5020 0.5020 0.5020 0.5020 0.5020 0.5020 0.5020 0 

0.8138 0.8121 0.8099 0.8070 0.8027 0.7958 0.7831 0.7519 1 

0.1239 0.1242 0.1245 0.1248 0.1253 0.1258 0.1263 0.1245 2 

0.0422 0.0429 0.0436 0.0448 0.0464 0.0489 0.0533 0.1036 3 

0.0137 0.0141 0.0146 0.0154 0.0166 0.0184 0.0199 0.0129 4 

0.0044 0.0046 0.0048 0.0052 0.0058 0.0069 0.0111 0.0084 5 

0.0014 0.0015 0.0016 0.0017 0.0021 0.0025 0.0036 0.0034 6 

0.00044 0.00047 0.0005 0.0006 0.0007 0.0009 0.0014 0.0029 4 

0.00014 0.00015 0.00017 0.0002 0.0003 0.0004 0.0006 0.0022 8 

0.0000450 0.000049 0.000057 0.00006 0.00008 0.0001 0.0002 0.0012 9 

0.000014 0.000016 0.000018 0.00002 0.00003 0.00004 0.00009 0.0010 10 

𝛑(. ) 𝐫 = 𝟏 𝐫 = 𝟐 𝐫 = 𝟑 𝐫 = 𝟒 𝐫 = 𝟓 𝒓 = 𝟔 𝐫 = 𝟕 𝐫 = 𝟖 
π(Ã) 0.8631 0.8451 0.8449 0.8440 0.8432 0.8428 0.8424 0.8421 
π(B̃) 0.4229 0.4284 0.4273 0.4277 0.4278 0.4281 0.4284 0.4285 
π(C̃) 0.2269 0.2282 0.2295 0.2230 0.2307 0.2310 0.2313 0.2315 

𝐫 𝐂(𝐫) 𝐏𝛒|𝐫 ADCS 𝐂𝐍 𝐏𝐍 𝐀𝐍 ORS 
1 157.7 0.3403 1.2400 0.9994 0.34030 1 0.8019 
2 156.4 0.2751 1.2233 0.9949 0.27510 0.9865 0.7748 
3 155.8 0.6821 1.2229 0.9987 0.68211 0.9862 0.8974 
4 155.6 0.9245 1.2224 1 0.92451 0.9858 0.9703 
5 165.4 0.9886 1.2251 0.9407 0.99861 0.9880 0.9877 
6 171.3 0.9988 1.2250 0.9084 0.99881 0.9879 0.9753 
7 179.2 0.99991 1.2249 0.8683 0.99992 0.9858 0.9665 
8 186.1 0.99999 1.2248 0.8361 1 0.9877 0.9611 
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𝑀شود که مدل  نتیجه گرفته می  3جدول  در    ORSبا توجه به مقادیر     𝐸5⁄ ∕ 𝑀}های  در خانواده مدل  1 𝐸𝑟⁄ 1⁄ , 𝑟 ∈ 𝑁}  .البته به ازای  مدل بهینه است
𝑤1   و𝑤2   و𝑤3  نظر گرفتن دست آید. اکنون با در مختلف،  نتایج متفاوت به𝑤3 =    صورتبه  (10رابطه  )و بازنویسی  0.1

)  𝑤1  برحسب  ORSنمودار   نشان  2شکل  رسم شده است  که  0  کهیوقت  دهدیم(  < 𝑤1 ≤ 𝑀است، مدل    0.9 𝐸5⁄ ∕ با    1 که    جهینتبهتر است 
 .یکسان است 3جدول در  شدهگرفته

𝐰𝟑به ازای    𝐰𝟏  برحسب   ORSشاخص   نمودار   - 2 شکل  = 𝟎. 𝟏 . 
Figure 2- ORS index graph in terms of w1 for w3=0.1 . 

 . رسم شده است 𝑤1 برحسب  ORSمتفاوت نمودار  𝑤3𝑡ℎاکنون به ازای 

𝐰𝟑به ازای    𝐰𝟏  حسب بر   ORSنمودارهای شاخص   - 3شکل   = 𝟎. 𝟐, 𝟎. 𝟑, 𝟎. 𝟒, 𝟎. 𝟓 . 

Figure 3- ORS index graphs in terms of w1 for w3=0.2, 0.3, 0.4, 0.5 . 

 𝑂𝑅𝑆 = 𝑤1𝐶𝑁 + (1 − 𝑤1 − 𝑤3)𝑃𝑁 + 𝑤3𝐴𝑁 . 
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نمودارهای    - 4 شکل  ORS به ازای     𝐰𝟏  برحسب    𝐰𝟑 = 𝟎. 𝟔, 𝟎. 𝟕, 𝟎. 𝟖, 𝟎. 𝟗 . 

Figure 4- ORS plots in terms of w1 for w3=0.6, 0.7, 0.8 ,0.9 . 

 . شده است ارایه 3جدول نتایج برای انتخاب مدل بهینه در  𝑤1 و تحت شرط روی 4 تا 2 یهاشکل موجود در   با توجه به نمودارهای

 مختلف.   𝐰𝟑𝐭𝐡  نتایج انتخاب مدل بهینه به ازای  - 4جدول 

Table 4- Results of selecting the optimal model for different w3 . 

 

 گیری بحث و نتیجه   - 5

𝑀}های  در این مقاله برای خانواده مدل  𝐸𝑟⁄ 1⁄ , 𝑟 ∈ 𝑁} های سرویس دارای توزیع ارلانگ، تابع  های بین ورود دارای توزیع نمایی و با زمان با زمان
برحسب تابع هزینه، احتمال پایایی و متوسط    ORSوزنی به نام شاخص     هزینه و معیاری به نام متوسط درجه رضایت مشتری تعریف و شاخصی

مختلف   𝑟𝑠شود. مدل بهینه، مدلی است که به ازای  د، تا به کمک آن مدل بهینه تعیین درجه رضایت مشتری برای ارزیابی عملکرد سیستم معرفی ش 
، مدل بهینه تعیین گردید که  ORSشاخص   یهاوزن نیز به کمک تحلیل عددی به ازای مقادیر مختلف  ان یدر پاتری باشد. بزرگ  ORSدارای شاخص 

 یسازهیشبخاص نیز هم از روش نموداری و هم از روش  یهاوزن شد. همچنین برای یک مجموعه   استفادهاز روش نموداری برای تعیین مدل بهینه 
𝑀شد و مدل  استفاده کارلومونت ∕ 𝐸5 ∕  .مدل بهینه تعیین شد عنوانبه  1

w3 = 0به ازای   0.1 < w1 ≤ M   مدل  0.9 E5⁄ ∕ 0.9و به ازای    1 < w1 < Mمدل  1 E1⁄ ∕ 1 
w3 = 0به ازای   0.2 < 𝑤1 ≤ M   مدل  0.9 E5⁄ ∕ 0.9و به ازای    1 < 𝑤1 < Mمدل  1 E1⁄ ∕ 1 
w3 = 0به ازای   0.3 < w1 ≤ M   مدل  0.4 E5⁄ ∕ 0.4و به ازای    1 < w1 ≤ Mمدل  0.7 E4⁄ ∕ 0.7و به ازای   1 < w1 < Mمدل  1 E1⁄ ∕ 1 
w3 = 0به ازای   0.4 < w1 ≤ M   مدل  0.3 E5⁄ ∕ 0.3و به ازای    1 < w1 ≤ Mمدل  0.7 E4⁄ ∕ 0.7و به ازای   1 < w1 < Mمدل  1 E2⁄ ∕ 1 
w3 = 0به ازای   0.5 < w1 ≤ M   مدل  0.1 E5⁄ ∕ 0.1و به ازای    1 < w1 ≤ Mمدل  0.5 E4⁄ ∕ 0.5و به ازای   1 < w1 < Mمدل  1 E2⁄ ∕ 1 
w3 = 0به ازای   0.6 < w1 ≤ M   مدل  0.4 E4⁄ ∕ 0.4و به ازای    1 < w1 < Mمدل  1 E2⁄ ∕ 1 
w3 = 0به ازای   0.7 < w1 ≤ M   مدل  0.3 E4⁄ ∕ 0.3و به ازای    1 < w1 < Mمدل  1 E2⁄ ∕ 1 
w3 = 0به ازای   0.8 < w1 ≤ M   مدل  0.2 E4⁄ ∕ 0.2و به ازای    1 < w1 < Mمدل  1 E2⁄ ∕ 1 
w3 = 0به ازای   0.9 < w1 ≤ M   مدل  0.1 E4⁄ ∕ 0.1و به ازای    1 < w1 < Mمدل  1 E2⁄ ∕ 1 
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