
 تخمين نقطه تغيير در ميانگين يك فرآيند دو مشخصه وصفي با توزيع بينم

و مديريت كيفيت جلد نشريه 19-69صفحات1شماره2مهندسي

ن فرقطه تغيير در تخمين  دو مشخصه وصفي با توزيع بينميندآميانگين يك
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bنياكي سيد تقي اخوان

 استاد، دانشكده مهندسي صنايع دانشگاه صنعتي شريف

ميآفر تغييرات نمودارهاي كنترل ابزار قدرتمندي هستند كه به منظور پايش چكيده در كنترل فرآيند.گيرنديند مورد استفاده قرار
ميبهوصفي در محصول يا فرآيند، كه مشخصه هاي كيفي موارد بسيار زيادي وجود داردآماري،  رچهاگ.شوندصورت همزمان پايش

در دريافت اخطار در نمودارهاي كنترل بيانگر تشخيص زمان دقيق.نيستاست ولي اغلب زمان شروع تغيير مشخص فرآيندوجود تغيير
به فرآيندشروع تغيير به مهندسين  و همچنين مي فرآيندبود در شناسايي علل تغيير  فرآينددر اين مقاله تكنيك هاي كنترل. كندكمك

مييآماري براي فرآيند و بررسي قرار ب/ گيرد كه مشخصه هاي كيفي وصفي از نوع منطبقمورد مطالعه ه صورت دو متغيره اندازه نامنطبق
تبرآورد شوند، همچنين با استفاده از روش بيشترين درستنمايي تخمين زننده اي براي گيري مي ها فرآيندر در اين غييزمان شروع

بردر اين مقاله. كنيمپيشنهاد مي نتايج. يك محصول داراي همبستگي هستنددركيفي وصفي مختلفيدو مشخصهكه اين است فرض
.برخوردار است خوبيعملكرد از شبيه سازي نشان داده است كه روش پيشنهادي براي شناسايي زمان تغيير در بردار ميانگين فرآيند 

 نقطه تغيير، كنترل فرايند آماري، نمودار كنترل دو مشخصه وصفي بينم، برآورد بيشترين درستنمايي كليديكلمات

 مقدمه-1

به)SPC(1كنترل فرايند آماري عنوان يكي از شاخه هاي اصلي،
از)SQC(2كنترل كيفيت آماري و توانا ، مجموعه اي قدرتمند

و بهبود كارايي ابزار حل مسئله است كه در ايجاد ثبات در فرآيند
ميآن از طري نمودارهاي. شودق كاهش تغيير پذيري مفيد واقع

، روش SPCكنترل، از جمله پركاربردترين ابزار هفت گانه 
ي براي كنترل فرآيند در حين توليد است كه امكان پي مناسب

خصه هاي بردن سريع به وجود انحرافات با دليل يا تغيير در مش
سازد تا پيش از آنكه تعداد زيادي كيفي فرآيند را فراهم مي

و  محصول معيوب توليد شود علل ايجاد چنين انحرافاتي بررسي
ودر].1[اقدامات اصلاحي مناسب انجام شود  اغلب محصولات

فرآيندها، نمي توان ويژگي هاي كيفي را به سادگي اندازه گيري 
در اينگونه موارد، هر محصول بازرسي شده را به دو گروه. كرد

و يا شمارش تعداد نقص ها يا عيب هاي  و نامنطبق، منطبق
 واحد بازرسي مشخص تقسيم بندي مشاهده شده در يك

ميهاي كيفي كه ويژگي. كنندمي شوند را بدين طريق بازرسي
ه ميمشخصه npوpنمودارهاي كنترل. نامنداي كيفي وصفي

و يا تعداد اقلام نامنطبق در يك نمونه از براي كنترل نسبت
محصولات با فرض تقريب پذيري توزيع احتمالي گسسته بينم با 

پايش مشخصه هاي كيفي تكي رايبيك توزيع احتمالي نرمال 
در. شوندبه كار برده مي ولي با در نظر گرفتن واقعيات موجود،

بسياري از مواقع دو يا چند مشخصه وصفي از يك فرآيند بايد به 
.طور همزمان پايش شوند

كه صنعت، امروزه در يا نظارتآندر موارد زيادي وجود دارد
 كيفي وابسته در فرآيند ويژگي چنديادو همزمان كنترل
مي مستقل طوربه كيفي هاي ويژگي اين پايشو است ضروري

 چند فرآيند كنترل هاي تكنيك.. كننده باشد گمراه بسيار تواند
مورد3براي اولين بار توسط هتلينگ 1947 سالدر متغيره

است، كه در آن روش هاي كنترل فرآيند چند مطالعه قرار گرفته
شدمتغيره براي  ].2[مساله تعيين زاويه بمب بكار گرفته

 نمودارهاي كنترل توانايي كشف تغيير را با يك تاخير زماني از
از آنجايي كه براي شناسايي علل. لحظه وقوع تغيير دارا هستند

انحرافات بادليل نياز به داشتن زمان واقعي تغيير داريم، يكي از 
 تحقيقات بسياري.موثرترين راهكارها تخمين نقطه تغيير است

در اين زمينه صورت گرفته است، كه از آن جمله مي توان به
و ساليوان:موارد زير اشاره كرد از) 1996(4وودال با استفاده

آزمون نسبت درستنمايي نمودار كنترلي طراحي كردند كه آماره 
و  و براي كشف تغيير در ميانگين آن مشاهدات انفرادي بوده

].3[استفاده قرار مي گيردردواريانس فرآيند مو
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با استفاده از روش برآورد بيشترين) 1998(6و ساموئل5پيگناتيلو
Xبيشترين درستنمايي بر روي نمودارهاي  ,S ,C ،شوهارت

فر برايتخمين زننده اي  يندآزمان واقعي تغيير در پارامتر
بر روي 2001همچنين در سال].6[،]5[،]4[ بدست آوردند

بيشترينيبرآورد كنندهنيزnpوpنمودار كنترل 
 2001در سال].7[نقطه تغيير را بكار بردند درستنمايي

و ساموئل، تخمين زننده نقطه تغيير توسط راMLE7پيگناتيلو
بر رويEWMA9و 8CUSUMبا تخمين زننده هاي دو روش 

و.]8[ با يكديگر مقايسه كردند��نمودار  پري، پيگناتيلو
در 2006سيمسون در سال  با فرض وجود تغيير روند خطي

و با استفاده از روش  تخمين زننده ديگري را براي MLEفرآيند
].9[تعيين نقطه تغيير در يك فرآيند پوآسان بدست آوردند 

به طور كلي تحقيقات انجام گرفته در زمينه تخمين نقطه تغيير
تخمين زننده بيشترين درستنمايي، به سه روش فرآيند

)MLE(نمودار كنترل جمع تجمعي ،)CUSUM ( و نمودار
مي) EWMA(ميانگين متحرك موزون نمايي .شودتقسيم

و مقالات پيشگفته اگر چه در كتب مرجع كنترل كيفيت آماري
روشهاي مختلفي براي تخمين نقطه تغيير فرآيندهاي تك 

و همچنين چند متغيره با گيري مشخصه هاي قابل اندازه متغيره
ميكه از يك  كنند ارائه شده توزيع نرمال چند متغيره پيروي

هايي با مشخصه فرآينداست اما موضوع تخمين نقطه تغيير در 
. هاي كيفي وصفي تنها در حالت تك متغيره بررسي شده است
ي وصفي تعداد بر اين اساس ما از يك نمودار كنترل دو مشخصه

و از حدود كنترل اين نمودار به اقلام نامن طبق در يك نمونه
و تخمين نقطه تغيير فرآيندپايش برايعنوان حدود مبنا 

 نقطه بنابراين در اين مقاله، براي اولين بار. كنيماستفاده مي
،بينم توزيعبا وصفي مشخصهدو فرآينديك ميانگيندر تغيير

.تخمين زده مي شود MLEتوسط برآورد كننده

 نمودار كنترل دو مشخصه وصفي بر مبناي-2
 توزيع بينم

برخلاف مقالات متعدد منتشر شده در زمينه نمودارهاي كنترل
چند متغيره، در مبحث نمودارهاي كنترل چند مشخصه وصفي 
كه در فرآيندهاي توليدي بسيار حائز اهميت است، تحقيقات 

ها در فرآيندهاي چند بسياري از روش. است اندكي صورت گرفته
انجام) هتلينگ(T2متغيره مثل روشهاي كنترل مبني بر آماره 

هاي لازم به ذكر است در فرآيندهايي كه پايش مشخصه. اند شده
گيرد ممكن است بين وصفـي به صورت همزمان مدنظر قـرار مي

به. هاي وصفي همبستگي وجود داشته باشد مشخصه بنابراين
و  منظور افزايش كارايي در پايش توام چند مشخصه وصفي

ه ها، نمودار كنترل چند درنظر گرفتن همبستگي بين مشخص
مي]10[و همكاران10مشخصه وصفي لو .گيردمورد بررسي قرار

دوچون  در اين مقاله قصد تخمين نقطه تغيير در نمودار كنترل
شر وصفي مشخصه ح مختصري از اين روش لو را داريم، در ادامه

.كنيمرا ارائه مي

 كنترل نموداركه اند داده نشان)1995( مونتگـومريو لاوري
تك كنترل نمودارهايبه نسبت بهتري حساسيت متغيره چند

در امر اين.دارد متغيره چند كيفي فرآيندهاي بررسيدر متغيره
) MRC( متغيـره چند كيفيت كنترلدر اخيـر بهبودهاي نتيجه
 كنترل نمودارهايو جمعيت جمع كنترل نمودارهاي مانند

و متحرك موزون ميانگين و هتلينگT2 نمودارهاي نمايي
از خارج سيگنال علت شناسايي برايها تكنيك اين مؤثر بـردركا

.]10[است كنترل

شوهـارت،، با استفاده از روش نمودار كنترل]10[و همكاران لو
براي پايش فرآيندي با چند مشخصه وصفـي، كه از شيوه اي 

در اين. اندكرده پيشنهاد،توزيع بينم چند متغيره پيروي مي كند
، بصورت مجموع موزون اقلام نامنطبق درZآماره كنترل،روش 

ميتnهر نمونه .شودايي از محصولات فرآيند محاسبه
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بين دو مشخصه نماينده ميزان ضريب همبستگيijρطوريكه
وiكيفي  مي، كه توسطام استjام .شودرابطه زير محاسبه

)4(

( ) ( ) ( )jijiij CVarCVarCCCov ,=ρ

( )( ) ( )( )[ ] ( )ijjii VarCVarCECCECE −−=

همچنين روش برآورد پارامترهاي نمودار كنترل شامل مقدار
و مقدار ضريب  نسبت اقلام معيوب مشخصه هاي وصفي

و همبستگي بين آنها بر اساس مشاهدات يك طرح  مبنا توسط لو
 ايشيحدود كنترل آزم بنابراين. ارائه شده است]10[همكاران 

.د بودنفرآيند قابل محاسبه خواه

فر-2-1  يندآمدل احتمالي

آن فرآيندي را در نظر بگيريد دو مشخصه كيفي مجزا در كه در
،ي فرآيندنداردهابا استا از جهت مطابقت،هر محصول توليدي
ميبطور همزمان مورد ترتيب هر بدين. گيردبازرسي قرار

و هر يك از دو مشخصه با در نظر گرفتن محصول پس از بازرسي
و يا منطيدر دو دسته،بررسي به طور جداگانه مورد بق

از. نامنطبق جاي مي گيرد به عبارت ديگر هر محصول پس
،)0,0(عمليات ارزيابي كيفي در قالب يكي از چهار گروه 

وريكهط،قابل دسته بندي است)1,1(و يا)0,1(،)1,0(
بيانگر انطباق يا عدم به ترتيب دوم از اين زوج مرتب/مولفه اول

. هستنددوم/ژگي كيفي اولانطباق محصول با توجه به وي
محصول ازnيك نمونه شامل،براي پايش فرآيند همچنين اگر

11nو00n،01n،10nفرآيند مورد ارزيابي قرار گيرد، 
در هر يك از به ترتيبكه شاندهنده تعداد محصولاتي هستندن

اند، طوريكه مقدار احتمال پيشگفته دسته بندي شده چهار گروه
،00p،01pبا نمادهاير با هر يك از چهار گروه بالامتناظ

10p11وpاگر.شوندنشان داده ميXنشاندهنده تعداد
تايي از محصولات بر حسبnاقلام نامنطبق در يك نمونه 

و بر نيزYمشخصه كيفي اول، بيانگر تعداد اقلام نامنطبق نمونه
دو داراي توزيع بينمYوXحسب مشخصه كيفي دوم باشد،

XXهاي با ميانگين به ترتيب متغيره np=µوYY np=µ
همچنين ميزان ضريب همبستگي بين دو مشخصه. خواهند بود

:به صورت زير قابل محاسبه است كيفي

)5(
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pp-p Y11ρ

احتمال وقوع هر حالت برابر است با طوريكهب

1110 pppX 1101و=+ pppY مي.=+ همچنين
:توان نوشت
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1110 nnX +=  
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:عبارتست ازYوXتابع احتمال توام متغيرهاي تصادفي
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طوريكه نماد جمع در دامنه مقادير
),min(),0max( 11 yxnnyx محاسبه مي+−≥≥

.]11[شود

برآورد نقطه تغيير براي نمودار كنترل دو مشخصه-3
 MLEبا استفاده از روش وصفي با توزيع بينم

دو مشخصه كيفي وصفي با توزيع بينمYوXدر نظر بگيريد
و پس از زمان نامعلوم  هاي هر دو يا يكي از ميانگينτبوده

و تا��به مقدار نامعلوم��فرآيند از مقدار  تغيير كرده است،
و رفع نشدهزما اند فرآيند در سطح ني كه علل تغيير مشخص

.ماندباقي مي��جديد 

,��(��با فرض اينكه �	, … , ��, ����,… , اولين)��
و خطاي  شاملزيرگروهي است كه از حدود كنترل خارج شده

ميτو نيستآن  زمان واقعي تغيير در ميانگين فرآيند است،
,��توان نوشت  �	, … , و�� از فرآيند تحت كنترل
����,… , .برندخارج از كنترل به سر مي��

 تخمين پارامترهاي مدل-3-1
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 بصورت�و� دو مشخصه كيفيچنانچه مقدار كواريانس
��� � ��� � داده شود، در اين صورت تابع نشان����

به� درستنمايي براي نمونه اي شامل زير صورتواحد محصول
:بدست مي آيد

)8(
),,;,(),,(

1
XYYX

n

i
XYYX ppyxgppL σσ ∏

=

=

:پس از محاسبه به شكل زير نوشته مي شود كه

)9(),,( ∝XYYX ppL σ

1011 )()( n
YXXYX

n
YXXY ppppp −−+ σσ

0001 )1()( n
XYYXYX

n
YXXYY ppppppp σσ ++−−−−

براي محاسبه برآورد پارامترهاي اين مدل، مقدار سه
و ��σ پارامتر �� , لگاريتم طوري تعيين مي شود كه��

بدين ترتيب دستگاه معادلاتي زير. بيشينه شودتابع درستنمايي 
مي سه معادله شامل :شودحاصل

)10(
0)log(

0)log(
0)log(

=∂∂
=∂∂
=∂∂

XY

Y

X

L
pL
pL

σ

كه در واقع برآورد فوق جواب دستگاه معادلات در نهايت
ح اصل مي سازد به صورت زير بيشترين درستنمايي مدل را

:]11[آيد بدست مي

10

01

ˆ

ˆ

X

Y

np
n

np
n

=

=

)11(00 11 01 10
2

( )
ˆXY

n n n n
n

σ
−

=

τزمان تغيير با توجه به محاسبه تابع درستنمايي در اين روش،
در نمودار كنترل دو مشخصه وصفي با توزيع بينم، نقطه اي است
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 زننده بيشترينعملكرد تخمين ررسيب-3-2
درستنمايي در نمودار كنترل دو مشخصه وصفي با

 توزيع بينم

 بيشترين زنندهدر اين قسمت براي ارزيابي عملكرد تخمين
 براي اين منظور. ايمسازي استفاده كردهاز شبيه درستنمايي

ثابت در نظر0027/0ل در سطح مقدار احتمال خطاي نوع او
در.شودگرفته مي  فرض. قرار داردτ=50 نقطه تغيير فرآيند

در وضعيت تحتi=1،2،...،50هايبراي زيرگروهكنيم مي
0.1نظر برابر با قدار ميانگين دو ويژگي كيفي موردم،كنترل

=0Xp0=0.25وYp)XX np=µوYY np=µ
بيانگر ميانگين هر يك از دو مشخصه،

)p(np XXX −= 12σو)p(np YYY −= 12σ
و n)(نشاندهنده واريانس آنها X Y11 pp-pنشاندهنده

با)مقدار كواريانس اين دو متغير است n=25، اندازه نمونه برابر
در.است0ρ=0.5و مقدار همبستگي بين اين دو برابر با

00p،0.16=01p،0.01=0.74از بردار وضعيت تحت كنترل
=10p11=0.09وpهاي تصادفي فرآيند براي توليد داده

چنانچه وقوع يك انحراف با دليل موجب تغيير.شوداستفاده مي
شود بطوريكه مقدار همبستگي آنها ثابت فرآيندبردار ميانگين در 

و عملكرد نمودار كنترل1باقي بماند، جدول  دو متغيره بينم
نقطه تغيير در فرآيند در شناساييرا MLE پيشنهادي روش

مي پيشگفته در.دهدبراي چهار حالت مختلف نشان همانطور كه
كه ميانگين زماني1ملاحظه مي شود، در سطر1جدول 

كنترل يابد، زمان مشاهده نقطه خارج از مشخصه اول افزايش مي
م5332/83ودارـدر نم و زمــتوساست دررـين تغييـان تخمـط

يعـعي تغييــاست كه به زمان واق1319/50ميانگين 50نيـر

و خطاي استاندارد نقطه تغيير:1جدول نتايج شبيه سازي ميانگين
� � �� نمودار كنترل دو مشخصه وصفي با توزيع بينم دو متغيره 

���� رديف�� !���"#���!

10.2 0.25 83.5332 50.1319 0.0158 

20.1 0.15 172.2225 49.8837 0.0246 

30.2 0.35 59.2628 50.0317 0.0208 

40.2 0.15 156.3582 50.0142 0.0057 



 تخمين نقطه تغيير در ميانگين يك فرآيند دو مشخصه وصفي با توزيع بينم

و مديريت كيفيت جلد نشريه 113-69صفحات1شماره2مهندسي

دو زماني كه ميانگين3همچنين در سطر. بسيار نزديك است
مي مشخصه كنند زمان دريافت كيفي در يك جهت تغيير
و متوسط زمان تخمين تغيير در فرآيند2628/59 سيگنال  بوده
 در قسمت آخر هنگامي كه ميانگين دو مشخصه.است0317/50

كنند نيز متوسط زمان موردنظر در جهت عكس هم تغيير مي
به0142/50تغييرتخمين  $50 است كه .استبسيار نزديك�

ت2جدول غيير بردار نتايج شبيه سازي را به ازاي مقادير مختلف
كه ميانگين زماني)2(مطابق جدول.داردميانگين فرايند در بر

مواقع برآورد نقطه تغيير%58يابد، در مشخصه اول افزايش مي
ميه و در مان زمان واقعي تغيير را نشان با%82دهد، مواقع

ا مواقع به اندازه%98ندازه يك زيرگروه، در زمان واقعي تغيير به
در4 و .زيرگروه فاصله دارد5مواقع به اندازه%99زيرگروه

 وصفي با توزيع بينم دو متغيره در نمودار كنترل دو مشخصه براي مقادير متفاوت تغيير در بردارهاي ميانگين نتايج شبيه سازي:2جدول

0.2 0.2 0.1 0.2 %&
0.15 0.35 0.15 0.25 %'

0.8238 0.5036 0.4603 0.5827 ()��� � �!
0.964 0.7504 0.7151 0.8190 ()�|�� � �| + ,!
0.989 0.8601 0.8341 0.9104 ()�|�� � �| + -!
0.997 0.9147 0.8948 0.9538 ()�|�� � �| + .!

0.9995 0.9442 0.9316 0.9756 ()�|�� � �| + /!
0.9999 0.9650 0.9559 0.9860 ()�|�� � �| + �!

10.9783 0.9703 0.9922 ()�|�� � �| + 0!
10.9854 0.9787 0.9957 ()�|�� � �| + 1!
10.9918 0.9845 0.9973 ()�|�� � �| + 2!
10.9941 0.9883 0.9982 ()�|�� � �| + 3!
10.9957 0.9916 0.9987 ()�|�� � �| + ,�!
10.9996 0.9987 0.9996 ()�|�� � �| + ,�!

ميهمچنين زما %46يابد، در ني كه ميانگين مشخصه دوم كاهش
مواقع برآورد نقطه تغيير در واقع همان زمان واقعي تغيير را نشان مي

در2مواقع با زمان واقعي تغيير به اندازه%83درو،دهد و زيرگروه
در4مواقع به اندازه93% و زيرگروه6به اندازه مواقع%97زيرگروه

كه. فاصله دارد مي هنگامي دو مشخصه كيفي در جهت عكس تغيير
مي%82، در كنند موارد زمان واقعي تغيير به درستي نشان داده

و  يكمواق%96در شود، و در زيرگروهع با زمان واقعي تغيير به اندازه
.زيرگروه فاصله دارد2مواقع به اندازه99%

و جمع بندي-4  نتيجه

و افزايش كارايي از طريق هدف از كنترل فرآيند آماري بهبود فرآيند
هاي دستيابي به اين هدف، يكي از راه. استكاهش تغييرپذيري 

برآورد اين نقطه، بينش. تعيين زمان واقعي تغيير در فرآيند است
عميقتري را براي مهندسين فرآيند در پيدا كردن علل انحرافات 

زننده در اين مقاله روش پيشنهادي تخمين.كندبادليل فراهم مي

براي تعيين نقطه تغيير در فرآيند دو ) MLE(بيشترين درستنمايي 
ا ز مشخصه وصفي ارائه شد؛ كه در آن ويژگي هاي كيفي محصول

با. كنندتوزيع بينم دو متغيره پيروي مي عملكرد روش پيشنهادي
و شبيه سازي مورد  . بررسي قرار گرفتاستفاده از يك نمونه كاربردي

نتايج مقايسه نشان داد كه در فرآيند بينم دو متغيره، روش
پيشنهادي در شناسايي زمان واقعي تغيير از توانايي بالايي برخوردار 
و برآورد نقطه تغيير به زمان واقعي تغيير بسيار نزديك است . بوده
لازم به ذكر است كه بمنظور شبيه سازي وضعيت خارج از كنترل

ها تغييراتي در نظر گرفته شد كه منجر به تغيير در بردار ميانگين تن
فر يكي يا هر يند شده اما ميزان همبستگي بين مشخصهآدو متغير

.هاي كيفي ثابت باقي بماند
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