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Abstract 

Purpose: The study aims to develop a new Bayesian estimation approach, termed the E2-Bayesian method, for 

estimating the traffic intensity parameter in the multi-server M M⁄ / c ∞⁄  queueing system. Given the crucial role of 

accurate efficiency estimation in optimizing service systems, this research addresses the need for more reliable 

inference under uncertainty. 

Methodology: The M M⁄ / c ∞⁄  queueing model, characterized by c servers, exponential interarrival times with rate 

parameter λ, and exponential service times with rate parameter μ, is considered. The traffic intensity parameter is 

estimated using Bayesian, E-Bayesian, and the newly proposed E2-Bayesian methods under the general entropy loss 

function. The performance of the proposed estimator is assessed through Monte Carlo simulation and validated using 

a real dataset. 

Findings: Simulation results and empirical analysis demonstrate that the proposed E2-Bayesian estimator 

outperforms the traditional Bayesian and E-Bayesian estimators in terms of efficiency and accuracy. The estimator 

that minimizes the mean waiting time of customers in the queue is identified as the optimal choice. 

Originality/Value: This research introduces a novel E2-Bayesian estimation approach that enhances the precision 

of parameter estimation in queueing models under uncertainty. The integration of the general entropy loss function 

provides a flexible and robust framework, contributing to the advancement of Bayesian inference in stochastic 

systems.   

Keywords: E2-Bayesian estimation, General entropy loss function, M M⁄ / c ∞ ⁄ queueing model, Mean waiting 
time. 
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 مقدمه   - 1

ها عبارتند از:  گرفته شد که بعضی از آن بندی مورد توجه بسیاری از پژوهشگران قرارنظریه صف های درستنمایی ماکسیمم و بیز در برآورد به روش 
𝑀بندی  برآورد پارامترهای مدل صف ∕ 𝑀 ∕ نرخ ورود و نرخ سرویس   ، برآورد [1]  توسط  کلارکدرستنمایی ماکسیمم   روش  به تحت حالت پایا  1

𝑀بندی  های صف ها در مدلمشتری ∕ 𝑀 ∕ Mو    1 / M 𝑀بندی  های صف پارامترهای مدل  ، برآورد بیز تجربی[2]موداپور  توسط    / ∕ 𝑀 ∕ 1  
Mو   / M /    آ مجانبی  بررسی خواص  باسوا ها  نو  و  تیرووایارو  مدل   ،[3]  توسط  ترافیک  پارامتر شدت  بیز  و  ماکسیمم  درستنمایی  برآوردهای 

𝑀بندی  صف ∕ 𝑀 ∕ موخرجی   1 و  چاودوری  مدل  برآورد ،  [4]  توسط  در  سرویس  زمان  توزیع  صفناپارامتری  زمانهای  توسط  گسسته  -بندی 

        تی فی ک تی ر یمد و یمهندس       
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 1-14، ( 1405) ، ( 1)  ، شماره16 دوره                

   پژوهشی   نوع مقاله: 

 ای با ظرفیت نامتناهی باجه بندی چند دهی سیستم صف بیز پارامتر بهره     - 2Eجدید   برآورد 
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 کیده چ

بندی  برای برآورد پارامتر شدت ترافیک در سیستم صف بیز  𝐸2−یک رویکرد جدید برآورد بیزی با عنوان روش   این پژوهش با هدف توسعه  هدف: 
𝑀 ایچندباجه 𝑀⁄ / 𝑐 ∞⁄ تحقیق به نیاز  های خدماتی، این سازی سیستم دهی در بهینهبهره پارامتر انجام شده است. با توجه به اهمیت برآورد دقیق  

 .پردازد قطعیت می های قابل اعتمادتر در شرایط عدم موجود برای استنتاج 

𝑀 بندیمدل صف  شناسی پژوهش: روش  𝑀⁄ / 𝑐 ∞⁄ نظر گرفته شد. فواصل زمانی بین ورود مشتریان دهنده است، درباجه خدمت c که شامل   
بیز  -Eهای بیز، . پارامتر شدت ترافیک با استفاده از روش است𝜇 و فواصل زمانی خدمت دارای توزیع نمایی با پارامتر 𝜆 دارای توزیع نمایی با پارامتر 

  کارلو و یکسازی مونتبرآوردگر پیشنهادی با استفاده از شبیهبیز تحت تابع زیان آنتروپی عمومی برآورد شد. عملکرد 𝐸2−و روش پیشنهادی جدید 
 .گردید داده واقعی ارزیابیمجموعه

بیز عملکرد -E بیز از نظر کارایی و دقت نسبت به برآوردگرهای بیز و𝐸2−سازی و تحلیل تجربی نشان داد که برآوردگر پیشنهادی نتایج شبیه  ها: یافته
 .شد انتخاب بهینه برآوردگر عنوانبه  کند،زمان انتظار مشتریان در صف را حداقل میبرآوردگری که میانگین مدت بهتری دارد. 

بندی  های صفکند که دقت برآورد پارامترها را در مدل بیز را معرفی می 𝐸2−این پژوهش یک رویکرد نوین برآورد   افزوده علمی: اصالت/ارزش 
ثر در پیشبرد  و کند و گامی مپذیر و مقاوم فراهم میکارگیری تابع زیان آنتروپی عمومی چارچوبی انعطاف بخشد. بهبهبود می قطعیت  تحت شرایط عدم 

 . آیدشمار می های تصادفی به استنتاج بیزی در سیستم 

𝑀بندی بیز، تابع زیان آنتروپی عمومی، مدل صف 𝐸2−برآورد  ها:کلیدواژه  𝑀⁄ / 𝑐  . زمان انتظار، متوسط مدت⁄ ∞
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An improved E2-Bayesian estimator for the efficiency parameter of ... 2

  توسط چاندراسخار و همکاران   𝑀/𝐷/1بندی  درستنمایی ماکسیمم و بیز پارامتر شدت ترافیک مدل صف   ، برآوردهای[5]هوس  سچویر و ویچل 
 بندیهای صفسیستم  ، بهبود کیفیت[7]زاده  یعقوبتوسط    𝑀/𝑀/𝑐بندی  شدت ترافیک و احتمال پایایی سیستم مدل صف   ، برآورد پارامتر[6]

𝑀 𝑀⁄ 𝑚⁄ 𝐾⁄ یک  برآورد آماری بهینه از پارامتر شدت    ارایه ،[8]زاده شهرستانی  توسط مخدوم و یعقوبسازی تابع هزینه سیستم  با استفاده از بهینه   
𝑀 بندی ترافیک برای مدل صف ∕ 𝑚 ∕ 1 ∕ 𝐾بندی ه برآورد بیز در مدل صف یرا، ا[9] وسط مخدوم فازی تبر اساس معیارهای فازی و غیر𝑀 ∕ 𝑀 ∕

زاده شهرستانی یعقوب اخیرا  و  [10]  زاده شهرستانیفازی توسط مخدوم و یعقوباساس معیارهای فازی و غیر  بر  2های سانسورشده نوع  تحت داده   1
𝑀}بندی  های صفمدلسازی ارتقا کیفیت خانواده  بهینه  خصوص ای را درمطالعه   [11]و همکاران   ∕ 𝐸𝑟 ∕ 1, 𝑟 ∈ 𝑁}  و   بر اساس یک تابع هزینه

جوی یک حل تحلیلی دقیق برای یک  وبه جست   [12]جد  ا ما  اخیرا  اند.  احتمال پایایی سیستم و رضایت مشتری تحت یک زمان توقف انجام داده 
پرداخته ست،  غیرایستا یا متغیر با زمان ا   𝑀/𝐷/1دهنده تعداد مشتریان در یک سیستم صف معادله دیفرانسیل مرتبه اول وابسته به زمان که نشان 

𝑀 برآورد بیزی و بیز تجربی پارامتر شدت ترافیک در مدل صف [13] پوردرویش و حسینی  است. ∕ 𝑀 ∕   بر و  نامتقارن  و متقارن زیان توابع تحت1
همکاران.  دهند می   قرار  بررسیمورد را    بتا  و  بخشناآگاهی  مختلف  پیشین  دو  اساس و  مس   [14]بولحسنی  برای  چندهدفه  ریاضی  مدل  له  ایک 
به    [15]  د و بچرولاجما    .شده استتقاضای کشسان و سیستم صف نیز لحاظ    آن  در  که  کردند  هیارا  خطرناک   مواد  موجودی–مسیریابی–یابیمکان

های خیر بسیار پایین پرداخته و کاربرد آن را در سامانه ا با ت  𝐺𝐼/𝑀/1 PSFFA و مدل 𝐷/𝑀/1 بررسی پایداری و رفتار تصادفی مدل صف غیرایستای
وابسته به زمان  های صف غیردر این مطالعه چارچوبی مبتنی بر هندسه اطلاعات برای تحلیل سیستم [16] داجما  .اندرانندگی خودکار تحلیل کرده

پویایی[17]   د اجم  ا  .ه کرده استیارا این مطالعه، تحلیل هندسه اطلاعاتی  ارا∞/𝑀/𝑀   های موقت مدل صف در  پور و  خلیل   .ه کرده استیرا 
به مدلسازی    [18]عطاری  نژاد  یوسفی و از  او حل مس بندی  صف در این مطالعه  له تصادفی پوشش حداکثری تسهیلات پیشگیرانه متعدد پرداخته 

بر نظریه صف برای    [19]خواه  خلیلی و مصدق  .اندکردهحل بهینه استفاده  کاری برای یافتن راههای فراابتالگوریتم یک مدل ریاضی جدید مبتنی 
ا یک تحلیل  گیری از نظریه آلف بهره   با  [20]  و همکاران  فیورینی  .نمودنده کردند و برای حل آن از الگوریتم ژنتیک استفاده  یریزی ظرفیت هتل ارابرنامه 

 .ه کردندیدم ارابا ترافیک سنگین GI/G/1 هایخیر در صف اکمی از ت

𝑀بندی  بیز، برآوردی جدید برای پارامتر شدت ترافیک مدل صف-Eله بر اساس برآورد ادر این مق  𝑀⁄ / 𝑐  . شود معرفی می ⁄∞

های  ، روش برآورد بیز مبتنی بر توزیعهااست. یکی از این روش شده    هیهای آماری اراهای مختلفی برای برآورد پارامترهای توزیعاز دیرباز روش 
بودن حوزه  ها روی فضای پارامتر، نقش مهمی در کاهش خطای برآوردگر پسین بیزی دارد. گاهی اوقات وسیعپیشین است که انتخاب معقول آن

بنابراین تعریف توزیع پیشین مناسب روی فضای    ؛شوده میشدن معیارهای مقایستغییرات پارامتر روی فضای پارامتر باعث افزایش خطا و بزرگ 
مراتبی  و بیز سلسله  بیز-E، نقش مهمی در کاهش معیارهای مقایسه دارد. برآوردهای  پارامترهای توزیع پیشین پارامتر و اعمال شرایطی خاص روی ابر

قرار    بررسی بیشتریمورد   [22]سپس توسط هان  و    معرفی شد  [21]یت  توسط لیندلی و اسممراتبی ابتدا  از این نوع هستند. توزیع پیشین بیز سلسله
مراتبی برای برآورد پارامتر توزیع نمایی و برای برآورد  بیز و بیز سلسله-Eهای  مراتبی معرفی شدند. اخیرا از روش بیز و بیز سلسله -E  هایگرفت و روش 

و تابع قابلیت اعتماد توزیع بور نوع    برای برآورد   [24]،  [23]توسط هان  ای  پارامتر نسبت توزیع دوجمله  های سانسور  ، بر اساس نمونه12پارامتر 
ر قرا  مورداستفاده  [27]زاده  و یوسف  [26]همکاران  توسط وانگ و  پارامتر توزیع پاسکال    و برای برآورد [25] توسط جاهین و اکاشا  فزاینده نوع دوم  

  رفته شد.گ

بکیفیت یک سیستم صف این  وسیله یک مجموعه عوامل مشخص می هبندی  که  دارد. لازم است  نام  ارزیابی عملکرد سیستم  که معیارهای  شود 
بنابراین    ؛فیک نقش مهمی دارد امعیارها، پارامتر شدت تربندی نظر داد. در محاسبه این معیارها محاسبه شود تا بتوان درباره کیفیت یک سیستم صف

های روش   دنبالهای موجود باید به روش بر  شود تا بتوان به بهترین برآوردگر رسید. از طرفی علاوه های مختلف آماری توصیه میبرآورد آن به روش 
 رآورد جدید برای پارامتر شدت ترافیک آن معرفی شد. های برآورد موجود بود. به همین دلیل روش بجدید برآورد و مقایسه آن با روش 

ه شده است. در یها که در این مقاله مورد نیاز است ارادر بخش دوم مفاهیم اولیه آماری و ساختار ریاضی آن   ساختار مقاله به این صورت است که
دست آورده شود در دو فرم به بیز نامیده می-2Eجدید پارامتر شدت ترافیک که در این مقاله برآورد  بیز و در بخش چهارم برآورد   -Eبخش سوم برآورد 

های واقعی برتری برآوردگر جدید در مقایسه با برآوردگرهای  کارلو و یک مجموعه داده سازی مونتشود. در بخش پنجم با استفاده از روش شبیهمی
 شود. بیز نشان داده می -Eبیز و 
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   مفاهیم اولیه   - 2-1

شود.  مشتری به سیستم وارد می   𝜆طور متوسط  ه را نرخ ورود مشتریان به آن گویند یعنی فرض می شود در هر واحد زمانی ب  𝜆بندی  در هر سیستم صف
 𝑀/𝑀/𝑐بندی  مشتری سرویس می شود. در مدل صف 𝜇طور متوسط ه شود که در هر واحد زمانی ب نرخ سرویس گویند یعنی فرض می 𝜇همچنین 

𝜌پارامتر شدت ترافیک  =
𝜆

𝑐𝜇
 است.  

مقاله  این  k{Uدر  ,k 1} ورود زمان بین  به های  و  دنبالهها  همعنوان  و  مستقل  تصادفی  متغیرهای  از  باای  fچگالی   توزیع  (u,λ)    وk{V ,k 1}

به ترتیب  μو  λکه طوریشوند بهنظر گرفته میدرg(v,μ)توزیع با چگالی ای از متغیرهای تصادفی مستقل و هم دنباله عنوان های سرویس و به مانز
 . شوند شوند و هر دو پارامتر نامعلوم فرض میمینظر گرفته پارامترهای نرخ ورود و نرخ سرویس در

شود  شود. همچنین فرض میشود اولین متقاضی در زمان صفر وارد سیستم شده و سرویس نیز بعد از اولین ورود شروع میدر این مقاله فرض می 
شده از  و تعداد متقاضیان سرویس  Tعنوان تعداد متقاضیان واردشده به سیستم تا زمان  به ترتیب به   B(T)و    A(T)فعال هست و  T سبستم تا زمان  

 شوند. نظر گرفته میدر  Tستم تا زمان سی

 : رفته شده استگنظر در  Tحالت برای  چهار  [28]چاریا اساس سینگ و آبر 

 متغیرهای تصادفی هستند.  B(T)و  A(T)و  T=tشد واضح است که فعال با tمشخص   گر سیستم تا زمان: ا1حالت 

. در این حالت  B(T)=dمتقاضی سرویس شود یعنی    dکند که    اگر سیستم تا موقعی کار  :2حالت  
d

i
i 1

T γ(T ) V
=

= +  وA(T متغیرهای تصادفی (
 هستند. 

که   :3حالت   کند  کار  تا موقعی  یعنی mاگر سیستم  باشند  وارد شده  به سیستم  A(Tمتقاضی  ) m=.  این حالت در 
m

i
i 1

T γ(T ) U
=

= +   وB(T ) 
 متغیرهای تصادفی هستند. 

A(Tمتقاضی در سیستم باشد یعنی nاگر سیستم تا موقعی کار کند که  :4حالت   ) B(T ) n+ A(Tو Tدر این حالت   .= B(Tو( متغیرهای تصادفی (
 هستند. 

 گرفتن نمونه بنابراین با درنظر 

 . شودزیر می  صورتتابع درستنمایی به ، [28]چاریا آنگ و سیاساس بر   Tتحت هر یک از چهار حالت 

صورت تابعی بر  تابع زیان به   ،های کاربردی در نظریه برآوردهای بیزیدر بسیاری از موقعیتشود.  در ادامه تابع زیان آنتروپی عمومی معرفی می

θ̂حسب  
θ

  صورتبه نام تابع زیان آنتروپی عمومی به   تابع زیانی  [29]  کالابریا و پولسینیشود.  میبیان    
pˆ ˆθ θˆL(θ ,θ) pln 1, p 0

θ θ

   
 − −       
   

(1 ) λu μvf (u,λ) λe ,u 0,λ 0, g(v , μ) μe , μ 0,v 0.− −=   =   

(2 ) 1 A(T ) 1 B(T )X {A(T),B(T),U ,...,U ,V ,...,V }.= 

(3 ) 
A( T ) B( T )

i i
i 1 i 1

A(T ) B(T ) ( λ u μ v )
A(T ) B(T )

T i i
i 1 i 1

L (λ, μ) f (u ,λ) g(v , μ) λ μ e .= =

− +

= =

 
= =  
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θ̂کردند که مینیمم آن در نقطه   معرفی θ= دهد. به ازای رخ میp  توسط دی و همکارانشود که این تابع زیان تعمیمی از تابع زیان آنتروپی می =1

θ̂اگر فرض شود  .معرفی شد  [30] ˆln( ) θ θ
θ

= p(θˆصورت آنگاه تابع زیان نمایی خطی به   − θ ) ˆe p(θ θ) 1− − − سط زلنر شود که تودست آورده میبه   −

صورت به  [29]  کالابریا و پولسینیتوسط ها دادهبه شرط θبرآورد بیز پارامتر ی شد.معرف  [31]
1

p p
GBθ̂ E(θ | data)

−
− =    آورده شد. دست به 

 شوند. های زیر تعریف میصورتمراتبی به سلسله برآوردهای بیز و بیز [22]هان به اکنون با توجه  

یف   1و   θپارامترهایی در توزیع پیشین ابر  2bو   1bفرض کنید   -1تعر 2π(b ,b 1و توزیع پیشین توام ( 2(b ,b Bو  ( 1 2θ̂ (b ,b باشند، آنگاه    θبرآورد بیز  (
نماد    θبیز   -Eبرآورد   با  مینش   EBθ̂که  داده  به ان  صورتشود 

1 2

EB B 1 2 B 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2
Λ Λ

ˆ ˆ ˆθ E[θ (b ,b )] θ (b ,b )π(b ,b )db db , b Λ ,b Λ= =     دست به

 . آیدمی

 بیز  - Eبرآورد   - 3

به توزیع  با توجه  و  آنتروپی  تابع زیان  پارامتر شدت ترافیک تحت  ابتدا برآورد بیز  پیشین انتخابی به در این بخش  شود. سپس  دست آورده می های 
یف  کمک این برآوردگر و با استفاده از  به  بیز نقش بسیار مهمی -Eشود که این برآوردگر  دست آورده میفیک به ابیز پارامتر شدت تر-E، برآورد  1تعر

 در تولید برآوردگر جدید که هدف اصلی مقاله است، دارد. 

 های پیشین به ترتیب  ی مستقل از هم و با توزیع پارامترها μو λدر این بخش

با فرض  . شونددرنظر گرفته می
A(T )

1 i
i 1

T U
=

=    و
B(T )

2 i
i 1

T V
=

=   توزیع پسین   (5) رابطهتا  (3) ابطهر و 

𝑀بندی  شود. بنابراین برآورد بیز پارامتر شدت ترافیک مدل صفدست آورده میبه  𝑀⁄ / 𝑐 λصورت  که به   ⁄∞
ρ

cμ
رابطه  شود با توجه به  تعریف می=

 : و تحت تابع زیان آنتروپی عمومی عبارت است از( 3)

1که در آن  2

1 2

Γ(a A(T ) p)Γ(a B(T ) p)
Γ(a A(T ))Γ(a B(T ))
+ − + +

+ +
= است . 

توجه   که طوری درنظر گرفته می1bو   1a،(4ه )رابطر  ، د[22]به هان  با  1شود  1 1π (λ | a ,b به   ( رابطه    λنسبت  به  توجه  با  بنابراین  باشد،  کاهشی 
1 1 1a a 2 b λ

1 1 1 1
1 1

1

dπ ( λ | a ,b ) b λ e
((a 1) b λ)

dλ Γ(a )

− −

= − 1bباید− 0    10و a 1   برگرباشد بز  [32]  .  که  داد  می   1bشدن رگ نشان  کارایی  ُ باعث  شود، 

1صورتدار شده و به باید از بالا کران  1bپارامتربنابراین ابر   ؛کاهش یابد  λبرآوردگر بیز 10 b c     1کهc   عددی ثابت است درنظر گرفته شود درنتیجه

c,0)1صورت یک متغیر تصادفی با توزیع یکنواخت پیوسته در بازه به   1b،[22]به هان  با توجه   3یعنی ( 1
1

1
π (b )

c
1و    = 10 b c   شود.  درنظر گرفته می

10شرط  همچنین با توجه به  a 1 1کنیمله فرض میایت مسدادن کلدست، بدون ازa تبدیل  (8رابطه ) به  (4)رابطه صورت  باشد که در این =1
 شود. می

(4 ) 
1

1 1

a
a 1 b λ1

1 1 1 1 1
1

b
π ( λ | a ,b ) λ e ,λ 0 ,a 0 ,b 0 ,and

Γ(a )
− −=    

(5 ) 
2

2 2

a
a 1 b μ2

2 2 2 2 2
2

b
π ( μ | a ,b ) μ e , μ 0 ,a 0 ,b 0

Γ(a )
− −=    

(6 ) 
1 2

1 2 1 1 2 2

a A(T ) a B(T )
a A(T ) 1 a B(T ) 1 λ(b T ) μ( b T )1 1 2 2

1 2

(b T ) (b T )
π( λ, μ | X) λ μ e

Γ(a A(T ))Γ(a B(T ))

+ +
+ − + − − + − ++ +

=
+ +

 

(7 ) 
1

11
p pp

B
2

1
G

21
ρ̂ E(

c
b T

X)
b

ρ |
T

( )
−−

− +
  ==  +

 
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2b4، توزیع (5رابطه )در  2bو   2aبا استدلالی مشابه استدلال فوق درباره 2π (b c,0)2توزیع یکنواخت پیوسته در بازه   ( عددی ثابت است  2cکه (
2aشود و با انتخاب درنظر گرفته می    شود.تبدیل می (9رابطه ) به  (5رابطه )، =1

یف با توجه به   . شوددست آورده میصورت زیر به به  ρبیز پارامتر-Eبرآورد  (9)رابطه تا  (7) ابطهر و با استفاده از  1تعر

 بیز –  2Eبرآورد   - 4

iصورتبه   2b  و  1bابرپارامتر  3در بخش   i0 b c   درنظر گرفته شده است. در تمام مقالاتic   ثابت درنظر گرفته شده است. اما در این مقاله
icبودن، حالت متغیر تصادفی بودن بر ثابت علاوه  s   شوند. صورت قضیه بیان میشود و هر حالت به میدرنظر گرفته گسسته  ودر دو حالت پیوسته 

توزیع با توزیع نمایی با تابع چگالی احتمال  متغیرهای تصادفی پیوسته و مستقل و هم   2cو    1cاگر   -1قضیه  
i

t
c(i 1,2) f (t ) e ,t 0−= =   ،باشند

1تحت شرط  آنگاه 1c T،  2برآوردE- بیزρعبارت است از : 

که در آن 
1T

i 1 t
1

0

Γ(i,T ) t e dt− −=   .است 

یف از  الگوبرداریبا برهان:   . شوددست آورده میصورت زیر تعریف و به به  ρبیز برای پارامتر-2E، برآوردی جدید به نام 1تعر

1لورن کمک بسط مک به 

1

c
log(1 )

T
+،2E B

ρ̂  آید دست میصورت زیر به به  (11رابطه )از . 

 

هم   2cو   1cاگر  -2قضیه   و  مثبت  و  صحیح  مقادیر  با  و  مستقل  و  گسسته  تصادفی  هندسیمتغیرهای  توزیع  با  احتمال    توزیع  تابع  با 

i

t 1
cf (t) (1 θ)θ ,t 1,2,3,... i 1,2 0 θ 1−= − = =   2هستند. برآوردE-بیز پارامترρ 1تحت شرط 1c T  :عبارت است از 

(8 ) 1b λ
1 1 1 1π ( λ | b ) b e ,λ 0,b 0.−=   

(9 ) 2b μ
2 2 2 2π ( μ | b ) b e , μ 0,b 0.−=   

(10 ) 2 1c c

EB 1 2 B 1 2 1 2 2

1
p

2 2 1 1
1

0 10 1

(c T ) c T
log .ˆ

6
b

c
ˆρ (c ,c ) ρ (b ,b )π(b ,b )db

c T
d

−

 + +
=  

 
=   

 
2

1

1

1
p

c 12
1 1

c
E B

1

ˆ
)(1 2(1 θ)T

θ Φ(c ,T )
6

ρ
c

−


−

=

+ −
= 


, 

(11 ) 
2 EB 1 2 1 2 1 2E B

0 0

ˆ ˆρ ρ (c ,c )π(c ,c )dc dc .
 

=   

 

1

1 2
2

1
T i 1 i 1p

( c c )1
2 2 2 1iE B

i 1 10 0

1
i 1p

2
1i

i 1 1

( 1) c
ρ̂ (c T ) e dc dc

6 iT

(1 2T ) ( 1)
Γ(i,T ).

i6 Tc

−   + −
− +

=

−
 +

=

 −
= +  

 

+
=

−





 

 
2

1

1

1
p

c 12
1 1

c
E B

1

ˆ
)(1 2(1 θ)T

θ Φ(c ,T )
6

ρ
c

−


−

=

+ −
= 
 



An improved E2-Bayesian estimator for the efficiency parameter of ... 6

که در آن 
1[T ] i 1 i 1

1
1 1 i

i 1 1

( 1) c
Φ(c ,T )

iT

+ −

=

−
=است . 

یف با توجه به   برهان:  . شودمی صورت زیر تعریفبیز در این مقاله به -2E، برآورد 1تعر

1لورن کمک بسط مک به 

1

c
log(1 )

T
+،2E B

ρ̂  آید دست میصورت زیر به به  (12)رابطه از . 

 تحلیل عددی   - 5

شود تا بیز مقایسه می -Eبیز با برآوردهای بیز و  -2Eهای واقعی برآورد  کارلو و یک مجموعه دادهسازی مونتدر این بخش با استفاده از روش شبیه
  زمان در صفبنابراین کاهش این مدت  ؛که وقت هر مشتری بسیار ارزشمند استجاییبرآوردگر مطلوب پارامتر شدت ترافیک تعیین شود. از آن

زمان در صف متقاضی را مینیمم  ین علت، برآوردگر مطلوب آن برآوردگری است که بتواند مدته ابندی است. بهای هر سیستم صفانتظار از دغدغه
Tشود زمان توقف سیستم همچنین در این بخش فرض می  کند. s= .باشد 

 سازی مطالعه شبیه   - 5-1

سازی عبارت شود که مراحل شبیهکارلو برای یافتن برآوردگر مطلوب پارامتر شدت ترافیک استفاده میسازی مونتروش شبیهدر این زیربخش از  
 است از: 

A(s)یک نمونه تصادفی  -1گام  λاز توزیع نمایی با پارامترتایی =25 تولید شده و سپس =2
A(s)

1 i
i 1

T u
=

= شود. محاسبه می 

B(s)یک نمونه تصادفی   -2گام  μتایی از توزیع نمایی با پارامتر=30 تولید شده و  =3
B(s)

2 i
i 1

T v
=

= شود.محاسبه می 

1cبا فرض  -3گام  2cو  =3 c,0)1های یکنواخت در بازه از توزیع  =2 c,0)2و یکنواخت در بازه (  2bو   1bعددی به تصادف تولید شده و به ترتیب(
cنامگذاری شده و سپس به ازای   قضیه بیز و با استفاده از  -Eبه ترتیب برآوردهای بیز و    (10)و    (7)  هایابطهر کمک  و به   مختلف  ps و  =3,4,5

 شود. دست آورده میهای پیوسته و گسسته به بیز در حالت -2Eبه ترتیب برآوردهای  (2قضیه )و  (1)

دست بار به   10000های پیوسته و گسسته در این  بیز در حالت -2Eبیز،  -Eبار تکرار شده و میانگین مقادیربرآوردهای بیز،    10000  ،3گام  تا    1  گام 
BˆAV(ρکه به ترتیب با نمادهای   3جدول  تا    1  جدول آورده شده و در   ) ،EBˆAV(ρ )،2

1
E B

ˆAV( ρ 2و(
2
E B

ˆAV( ρ   شود، ثبت شده است. نشان داده می(
𝑀 بندی  در مدل صف 𝑀⁄ / 𝑐 رت است  عبا [33]اساس آلن  زمان انتظار در صف بر  متوسط مدت  μ و  λهای ورود و سرویس به ترتیب با نرخ ⁄∞

   از:

(12 ) 2

1 2

EB 1 2 1 2E B
c 1 c 1

ˆ ˆρ ρ (c ,c )π(c ,c ).
 

= =

= 

 

11

2 1 1

2 1

1

1

2

1
c[T ]p

c 1 c 1 T
2 2

c 1 c 1

1
p

c 12
1 1

c 1

E B
(c 2T )(1 θ)θ (1 θ)θ e

6c

(1 2(1 θ)T )
θ Φ(c ,T ).

ˆ

6c

ρ

−
 −

− −

= =

−


−

=

  
+ − −   

  

+ −
=

=  



 

(13 ) 
1c 1c 1 c n c

q 2
n 0

c ρ (cρ) (cρ)
W .

c ! μ(1 ρ) n! c !(1 ρ)

−
−−

=

 
= + 

− − 
 
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بیز در حالت گسسته که به ترتیب با نمادهای  -2Eبیز در حالت پیوسته و    -2Eبیز،    -Eتحت برآوردهای بیز،  qW، مقادیر3جدول  تا    1  جدولبر اساس  
q . BŴ،EBŴ ،2

1
E B

Ŵ   2و
2
E B

Ŵ   ثبت شده است. با توجه به    6جدول  تا    4  جدولدست آورده شده و در  به  (13رابطه )کمک  شود بهنشان داده می
𝑀بندی  ترین برآورد پارامتر شدت ترافیک مدل صفشود که مناسبنتیجه گرفته می  6جدول  تا    4  جدول 𝑀⁄ / 𝑐 بیز در حالت    -2E، برآورد  ⁄∞

بیز بهتر است.    -Eبیز در حالت پیوسته بهتر نباشد، اما از برآوردهای بیز و    -2Eبیز در حالت گسسته ممکن است از برآورد  -2Eپیوسته است. برآورد  
ر مطلوب به این صورت است. بیز بهتر است. نحوه انتخاب برآوردگ-Eبیز از برآوردهای بیز و  -2Eشود که برآورد طور کلی نتیجه گرفته میه بنابراین ب

ه خدمات مطلوب به  یزمان در صف انتطار و ارابندی کاهش این مدتچون وقت مشتری بسیار ارزشمند است و یکی از اهداف هر سیستم صف
عنوان برآوردگر گر به زمان انتظار در صف مستری را مینیمم کند آن برآورد بنابراین برآوردگری بتواند متوسط مدت  ؛باشدمشتری و کسب رضایت آن می

cبه ازای  6جدول  شود. به عنوان مثال با توجه به  مطلوب اتنخاب می pو =5 زمان انتظار در صف مشتری برای برآوردهای بیز، متوسط مدت  ،=4
E- ،2بیزE- 2بیز در حالت پیوسته وE-دست آمده است. همانطور  به  00858/0و   00797/0 ،01138/0، 01026/0 بیز در حالت گسسته به ترتیب

از عدد    بیز در حالت پیوسته از سایرین بهتر است. از طرفی بعد-2Eکمترین مقدار در بین مقادیر است. یعنی برآورد  00797/0شود که مشاهده می
بیز در حالت    -2Eبرآوردگر    است از ممکنبیز در حالت گسسته    -2Eاز دو عدد دیگر کوچکتر است. بنابراین برآورد    00858/0، عدد  00797/0

شده به    گرفتهدرنظر   ps  تمام، این وضعیت برای  6جدول  تا    4  جدولبته با توجه به  ل ا  بیز بهتر است.-Eپیوسته بهتر نباشد، اما از برآوردهای بیز و  
c=ازای 3 ،c cو  =4 𝑀بندی ترین برآورد پارامتر شدت ترافیک مدل صف شود که مناسببنابراین نتیجه گرفته می  ؛برقرار است=5 𝑀⁄ / 𝑐 ، در ⁄∞

بیز در حالت  -2Eبیز در حالت پیوسته نسبت به برآوردگر -2Eبودن برآوردگر بیز است. همچنین برتر-2Eبیز برآوردگر -2Eبیز و -Eبین برآوردهای بیز، 
مشخص در مقابل    ps  یازابه  qWمتغیرهای تصادفی پیوسته درنظر گرفته شود. همچنین نمودار   2cو   1cکه بهتر است دهد  گسسته، این نتیجه را می 

c    سازی است، بلکه بیانگر این حقیقت است که به ازای هر  کننده نتایج شبیهتایید که  این بر  علاوه   3شکل  تا    1  شکل درc    2برآوردهایE-  بیز در
بیز پارامتر شدت ترافیک بهترین عملکرد را دارد و بعد از  -2Eها واضح است که برآورد  بیز بهتر هستند. با مشاهده شکل-Eمقایسه با برآوردهای بیز و  

های پیوسته و گسسته پارامتر شدت ترافیک به بیزهای در حالت-2Eبیز، - Eها برآوردهای بیز، بیز در حالت گسسته است. در این شکل-2Eآن برآورد 
 . نشان داده شده است  TIP.EEB2و  TIP.B ،TIP.EB  ،TIP.EEB1ترتیب با نمادهای 

cهای مختلف و به ازای  به روش ρبرآوردهای مختلف   - 1 جدول  3= . 
.c 3=by different methods and forρ ofDifferent estimates  -Table 1   

 

 

 

 

cهای مختلف و به ازای  به روش   ρبرآوردهای مختلف   - 2 جدول  4= . 
 .c 4=by different methods and for ρofDifferent estimates  -Table 2  

 

 

 

 

2
2
E B
ˆAV(ρ ) 2

1
E B
ˆAV(ρ ) EBˆAV(ρ ) BˆAV(ρ ) p 

0.2581 0.2544 0.2818 0.2519 -2.5 

0.2583 0.2548 0.2816 0.2512 -2 

0.2488 0.2453 0.2715 0.2480 -1.5 

0.2305 0.2271 0.2521 0.2285 -0.5 

0.2205 0.2173 0.2408 0.2173 0.5 

0.2016 0.1985 0.2208 0.1968 1.5 

0.2054 0.2024 0.2246 0.1995 2 

0.2008 0.1979 0.2192 0.1962 2.5 

0.2049 0.2022 0.2235 0.1952 3 

0.1808 0.1780 0.1978 0.1763 4 

2
2
E B
ˆAV(ρ ) 2

1
E B
ˆAV(ρ ) EBˆAV(ρ ) BˆAV(ρ ) p  

0.2419 0.2327 0.2659 0.2582 -2.5 

0.2460 0.2406 0.2694 0.2575 -2 
0.2301 0.2248 0.2529 0.2424 -1.5 

0.2179 0.2127 0.2401 0.2286 -0.5 
0.2130 0.2079 0.2345 0.2206 0.5 

0.2069 0.2021 0.2274 0.2182 1.5 

0.2039 0.1992 0.2239 0.2150 2 

0.1965 0.1917 0.2168 0.2082 2.5 
0.1940 0.1894 0.2135 0.2029 3 
0.1895 0.1851 0.2085 0.1993 4 
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 . ρو برآوردهای متفاوت     مختلف   csازای به    qWنمودار    - 1 شکل 

.ρand different  cfor different  diagramqW-Figure 1 

 

cهای مختلف و به ازای به روش   ρبرآوردهای مختلف   - 3 دول ج  5= . 
.c 5= by different methods and forρof  Different estimates -Table 3    

 

 

 

 

 

 . ρمتفاوت   و برآوردهای   مختلف  csازای به    qWنمودار    - 2 شکل 
.ρs and different estimates of c's diagram for different qW-Figure 2 

 

cو به ازای   ρهای برآورد مختلف تحت روش  qWمقادیر    - 4 جدول  3= . 

.c 3=estimation methods and forρunder differentvalues qW -Table 4    

 

 

 

 

 

2
2
E B
ˆAV(ρ ) 2

1
E B
ˆAV(ρ ) EBˆAV(ρ ) BˆAV(ρ ) p  

0.2339 0.2278 0.2582 0.2464 -2.5 

0.2332 0.2274 0.2571 0.2494 -2 

0.2300 0.2242 0.2535 0.2421 -1.5 

0.2219 0.2164 0.2438 0.2352 -0.5 

0.2114 0.2060 0.2229 0.2274 0.5 

0.2045 0.1994 0.2249 0.2167 1.5 

0.2047 0.1997 0.2251 0.2165 2 

0.1979 0.1929 0.2182 0.2071 2.5 
0.2032 0.1983 0.2231 0.2149 3 

0.1879 0.1832 0.2072 0.1999 4 

2
2
E B
ˆAV(ρ )  2

1
E B
ˆAV(ρ )  EBˆAV(ρ )  BˆAV(ρ )  p  

0.2151 0.02004 0.02777 0.02189 -2.5 

0.02072 -0.01988 0.02772 0.02158 -2 

0.020198 0.01916 0.02482 0.02187 -1.5 

0.01511 0.01484 0.02009 0.01549 -0.5 
0.01324 0.01306 0.01759 0.01752 0.5 

0.01005 0.00991 0.01368 0.01051 1.5 

0.01063 0.01019 0.01437 0.01109 2 

0.00996 0.00971 0.01334 0.01039 2.5 
0.01060 0.00958 0.01417 0.01102 3 

0.00733 0.00713 0.00995 0.00767 4 
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 . ρو برآوردهای متفاوت     مختلف   csبه ازای   qWنمودار   - 3 شکل 

.estimatesρs and differentcdiagram for different qW-Figure 3 

 

cو به ازای   ρهای برآورد مختلف تحت روش  qWمقادیر    - 5 جدول  4= . 

 Table 5- qW values under different ρ estimation methods and per c 4=  . 

 

 

 

 

 

 

 . ρو برآوردهای متفاوت تلف  مخ   spازای به  qWنمودار   - 4 شکل 

Figure 4- qW diagram for different ps and different ρ estimates . 
 

 

 

 

 

 

 

2
2
E B
ˆAV(ρ )  2

1
E B
ˆAV(ρ )  EBˆAV(ρ )  BˆAV(ρ )  p  

0.01782 0.01592 0.02345 0.02153 -2.5 

0.01871 0.01754 0.02436 0.02136 -2 
0.01542 0.01441 0.02028 0.01792 -1.5 

0.01317 0.01228 0.01744 0.01513 -0.5 
0.01233 0.01149 0.01435 0.01364 0.5 

0.01113 0.01059 0.01402 0.01332 1.5 

0.01065 0.01016 0.01424 0.01267 2 

0.00976 0.00908 0.01298 0.01154 2.5 

0.00941 0.00878 0.01241 0.01071 3 
0.00879 0.00821 0.01151 0.01016 4 
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 . ρو برآوردهای متفاوت   مختلف   psبه ازای qWنمودار   - 5 شکل 

Figure 5- qW diagram for different ps and different ρ estimates . 

 

 مثال عددی   - 5-2

ای با ظرفیت نامتناهی مربوط به یک بانک در شهر رشت )استان گیلان( که دارای سه دستگاه خودپرداز چندباجه بندی  در این بخش، یک سیستم صف
های متوالی )پایان های مربوط به فواصل زمانی بین ورودهای متوالی مشتریان و فواصل زمانی بین سرویس مطالعه قرار گرفته است. دادهاست، مورد 

 . گزارش گردیده است 8 و 7 هایول جدیک روز کاری ثبت شده و در (T=11)  صبح  11تا  8ساعت  ه خدمت( در بازه زمانییارا

 . مربوطه ذکر شده است  هایول ها نیز در جد اندازه نمونه  .است دقیقه برحسب هازمانی تمامی داده  واحد

، مقدار برآورد درستنمایی 7جدول  های  فرض شده است، با استفاده از داده  𝜆نمایی با پارامتر    ها از نوع بین ورود که در این مقاله، توزیع فواصل  جااز آن
جدول های  ، از دادهμ\muμهای متوالی با پارامتر  شدهبودن فواصل زمانی بین سرویسهمچنین با فرض نمایی  .دست آمدبه  09/2 برابر با  𝜆  ماکسیمم

 محاسبه شد.  64/1 برابر با  𝜇̂  مقدار برآورد درستنمایی ماکسیمم  8

 : شد زیر استفاده هاییه با فرض  (K-S) اسمیرنوف –برای آزمون برازش، از آزمون کولموگوروف 

1. H0:  شدهها از توزیع نمایی با پارامتر برآورد داده 𝜆̂ یا  𝜇̂  کنند پیروی می. 

2. :H1  کنندها از این توزیع پیروی نمیداده. 

 :دست آمدزیر به  صورتبه ( 7جدول ها )بین ورودفواصل برای  K-S نتایج آزمون

   است. 1297/0 برابر K-S آماره  .1

 . p-value= 0.6466 مقدار .2

 .ستا 09/2برابر با  𝜆̂بودن توزیع نمایی با پارامتر که بیانگر عدم رد فرضیه صفر و در نتیجه مناسب

 :صورت زیر بودبه  K-S نیز نتایج آزمون( 8جدول ها )برای فواصل زمانی سرویس

 است.   1110/0 برابر K-S آماره  .1

 . p-value = 0.7261 مقدار .2

 کند. پیروی می  64/1برابر با   𝜇̂ها از توزیع نمایی با پارامتر بنابراین، در این حالت نیز فرضیه صفر رد نشده و داده 
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تلف خم   ps ازایبه    ρبیز در حالت گسسته برای -2Eبیز در حالت پیوسته و  -2Eبیز،  -E، مقادیر برآوردهای بیز،  8و    7های  جدول های  کمک دادهبه 
مختلف محاسبه   psو  ρsمختلفبه ازای برآوردهای  qW، مقدار9جدول  قرار داده شده است. همچنین با توجه به    9جدول  دست آورده شده و در  به 

بیز در حالت پیوسته از بقیه برآوردگرهای پارامتر -2Eواضح است که برآورد    10جدول  قرار داده شده است. با توجه به نتایج    10جدول  شد که در  
صف مشتری به ازای برآوردگرهای زمان انتظار درمتوسط مدتشدن شدت ترافیک بهتر است. معیار انتخاب برآوردگر مطلوب در این مقاله، مینیمم 

 مفصل توضیح داده شده است.  1-5دست آمده است که در زیربخش به 

مدل شده است. هرچند در واقعیت صف مشتریان دارای   با ظرفیت نامتناهی   𝑀/𝑀/3صورت، سیستم خودپردازهای بانک به مثال عددیدر این  
گاه به حد اشباع نرسید. بنابراین، فرض ظرفیت نامتناهی به عنوان تقریب مناسبی  برداری طول صف هیچر بازه زمانی نمونه ظرفیت محدود است، اما د

دهد که مدل تحلیلی  استفاده شده است. این توضیح نشان می (Wq) هایی مانند متوسط زمان انتظاربرای تحلیل عملکرد سیستم و محاسبه شاخص 
 . سازی کندخوبی شبیهرغم سادگی، قادر است رفتار سیستم واقعی را به علیبا ظرفیت نامتناهی، 

cو به ازای    ρهای برآورد مختلف تحت روش  qWمقادیر   - 6 جدول  5= . 

 Table 6- qW values under different ρ estimation methods and per c 5=  . 

 

 

 

 

 

 فواصل زمانی بین ورودهای متوالی مشتریان مثال بانک.   - 7جدول 

 Table 7- Time intervals between consecutive customer arrivals, bank example . 

 

 

 . های متوالی مشتریان مثال بانک شده فواصل زمانی بین سرویس   - 8 جدول 

 Table 8- Time intervals between consecutive service of bank customers . 

 

  

cهای مثال بانک و به ازای برای داده   ρبرآوردهای مختلف   - 9 جدول  4= . 

Table 9- Different estimates of ρ  for the bank example data and for c 4=  . 

 

 

 

 

 

2
2
E B
ˆAV(ρ ) 2

1
E B
ˆAV(ρ ) EBˆAV(ρ ) BˆAV(ρ ) p  

0.01614 0.01497 0.02153 0.01879 -2.5 

0.01603 0.01489 0.02129 0.01947 -2 
0.01539 0.01429 0.02042 0.01786 -1.5 

0.01388 0.01291 0.01823 0.01643 -0.5 
0.01206 0.01119 0.01597 0.01430 0.5 

0.01096 0.01019 0.01443 0.01296 1.5 

0.01098 0.01023 0.01447 0.01292 2 

0.00996 0.00925 0.01322 0.01138 2.5 
0.01076 0.01002 0.01409 0.01265 3 
0.00858 0.00797 0.01138 0.01026 4 

1.65 2.08 0.98 0.57 0.9 1.40 2.14 2.39 
2.65 2.15 1.69 1.58 1.98 1.01 1.17 2.58 
1.52 1.39 1.35 2.73 1.20 3.36 0.64 2.34 
1.30 2.38 0.19 3.26 1.41 0.48   

0.42 1.00 0.42 0.21 1.00 1.00 0.14 0.34 
0.42 0.63 1 0.14 1 0.76 0.26 0.41 
1.10 1.62 1.92 0.21 0.15 0.34 1.10 0.36 
0.41 0.50 0.29 0.29 0.77 0.13   

2
2
E B

ρ̂  2
1
E B

ρ̂  EBρ̂  Bρ̂  p  

0.1165 0.1098 0.1206 0.1172 -2.5 

0.1154 0.1129 0.1194 0.1164 -2 
0.1149 0.1143 0.1236 0.1182 -1.5 

0.1127 0.1121 0.1159 0.1148 -0.5 

0.1106 0.1099 0.1142 0.1138 0.5 

0.1085 0.1079 0.1186 0.1168 1.5 

0.1075 0.1069 0.1163 0.1106 2 

0.1059 0.0987 0.1096 0.1065 2.5 

0.1057 0.1049 0.1086 0.1074 3 

0.1037 0.1031 0.1112 0.1067 4 
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cو به ازای   ρبرآوردهای مختلف   به ازای   qWمقادیر    - 10 جدول   . های مثال بانک برای داده   =4

 Table 10- qW values for different ρ estimates and for c 4=  for the bank example data . 

 

 

 

 

 

 گیری نتیجه   - 6

𝑀ای با ظرفیت نامتناهی به نام  بندی چندباجه در این مقاله مدل صف 𝑀⁄ / 𝑐 وسیله ه بندی بدرنظر گرفته شده است. کیفیت یک سیستم صف  ⁄∞
معیارها محاسبه شود تا بتوان درباره کیفیت شود که معیارهای ارزیابی عملکرد سیستم نام دارد. لازم است که این  یک مجموعه عوامل مشخص می 

های مختلف آماری توصیه  بنابراین برآورد آن به روش ؛  فیک نقش مهمی دارد اشدت تربندی نظر داد. در محاسبه این معیارها، پارامتر  یک سیستم صف
های برآورد  های جدید برآورد و مقایسه آن با روش ل روش دنباهای موجود باید به بر روش شود تا بتوان به بهترین برآوردگر رسید. از طرفی علاوه می

بر   .شودبیز نامیده می-2Eمعرفی شد. این برآوردگر جدید که برآوردگر  موجود بود. به همین دلیل  روش برآورد جدید برای پارامتر شدت ترافیک آن
بیز در حالت پیوسته و گسسته  -2Eامتر شدت ترافیک که به برآوردگر  بیزبرای پار-2Eدو نوع برآوردگر   شودبیز تعریف و محاسبه می-Eاساس برآوردگر  

های واقعی، برتری این روش برآورد جدید نسبت  ددی با دادهعکارلو و یک مثال  سازی مونتشد. سپس به روش شبیه  دست آوردهبه  هستد،  معروف 
بندی های مهم هر سیستم صفکاهش آن که یکی از دغدغهکه وقت مشتری بسیار ارزشمند و  جاییبیز نشان داد شد. از آن-Eبه برآوردهای بیز و  

بیز -2Eشود که برآوردگر  وردگر مطلوب انتخاب میآصف را مینیمم کند به آن بر  زمان انتظار دراگر برآوردگری بتواند متوسط مدتاین    بر  بنا  ؛است
نتیجه گرفته شد کران بالای ابرپارامترها بهتر است متغیرهای   یوسته بهتر از سایر برآوردها شد.بیز در حالت پ-2Eهمچنین چون برآورد    انتخاب شد.

تحت این تابع زیان تمام برآوردهای    تصادفی پیوسته درنظر گرفته شوند. تابع زیانی که در این مقاله استفاده شد تابع زیان آنتروپی عمومی نام دارد و
ظرفیت فیزیکی   ATM هایکار رفته است. هرچند صف واقعی دستگاه با ظرفیت نامتناهی به  𝑀/𝑀/3 مطالعه مدلدر این  دست آورده شد.بیزی به 

حال، این موضوع برداری طول صف هرگز به حد اشباع نرسید؛ بنابراین این فرض تقریب مناسبی است. بااینمحدودی دارد، اما در بازه زمانی نمونه 
 .تواند در تحقیقات آینده انجام شودمی (𝑀/𝑀/𝑐/𝐾) های دارای ظرفیت محدودهای مطالعه ذکر شده و بررسی مدلمحدودیتعنوان یکی از به 

 تشکر و قدردانی 

ه  ثری داشتوکه در بهبود کیفیت این مقاله نقش م  هاآننظر هیئت تحریریه و داوران ارجمند و از رهنمودهای ارزشمند  ت  نویسندگان صمیمانه از دق
 . نمایند است، سپاسگزاری می

 منابع مالی 

 گونه حمایت مالی برای این پژوهش دریافت نشده است.هیچ

 تعارض با منافع 

 .نسخه وجود ندارد  نیدر مورد انتشار ا یمنافع  عارض ت چیکه ه دارندمیاعلام  سندگانی نو

2
2
E B

ρ̂  2
1
E B

ρ̂  EBρ̂  Bρ̂  p  

0.00214 0.00180 0.00236 0.00217 -2.5 

0.00208 0.00195 0.00230 0.00213 -2 

0.00205 0.00202 0.00254 0.00223 -1.5 

0.00194 0.00191 0.00210 0.00205 -0.5 

0.00184 0.00180 0.00202 0.00200 0.5 

0.00174 0.00171 0.00225 0.00215 1.5 

0.00169 0.00166 0.00213 0.00184 2 

0.00162 0.00132 0.00179 0.00164 2.5 

0.00161 0.00157 0.00174 0.00168 3 

0.00152 0.00149 0.00187 0.00165 4 
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