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Abstract 

Purpose: This paper aims to compare and examine the statistical properties of four common estimators of process 

standard deviation for grouped data in statistical quality control. 

Methodology: To achieve the research objectives, the bias and the Mean Squared Error (MSE) of the estimators 

will first be presented. Then, the estimators will be compared based on their MSEs. 

Findings: It is shown that two estimators out of four estimators belong to two different classes of linear unbiased 

estimators with the minimum variance. Furthermore, numerical calculations show that the estimator based on the 

arithmetic mean of the group standard deviations is more efficient than the other estimators. 

Originality/Value: Based on the results obtained in this study, it is suggested that for estimating the standard 

deviation of the process in grouped data, an estimator based on the arithmetic mean of the standard deviations of 

the groups should be used instead of estimators that are based on the arithmetic mean of the ranges of the groups.  
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 مقدمه   - 1

  . شودآماری، استفاده می  ازلحاظ  فرآیند  بودنتحت کنترلشرایط  ارزیابی    منظوربه که    است  2آماری   فرآیندهفتگانه کنترل  از ابزارهای    مودار کنترل یکین
 3یک خط مرکز در این نظریه، نمودار کنترل شامل  . شد ارایه [1] 1920 توسط والتر شوهارت در دههبار عمومی نمودارهای کنترل برای اولین   نظریه

همچنین   .دهدفقط خطاهای تصادفی وجود دارند( نشان می  کهیوقت)  فرآیندکیفی را در حالت تحت کنترل بودن    است که مقدار متوسط مشخصه
 موردنظرکیفی    صهاگر فرض کنیم که مشخ  .شوندمی  نامیده  5و حد کنترل پایین   4نمودار کنترل دارای دو خط افقی دیگر است که حد کنترل بالا

 : آینددست میبه زیر ورت صکز و حدود کنترل بالا و پایین به خط مر  آنگاه ،شود می یریگاندازه  Wی آماره لهیوس به 

 

 

1 Mean Squared Error (MSE) 
2 Statistical Process Control (SPC) 
3 Center Line (CL) 

4 Upper Control Limit (UCL) 
5 Lower Control Limit (LCL) 

ت ی فی ک تی ر یمد و یمهندس         
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 447-433، ( 1404) ، ( 4)  ، شماره15 دوره                
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ها روش   در کنترل کیفیت آماری: بررسی و مقایسه   فرآیند برآورد انحراف معیار    
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 کیده چ

های گروهی در کنترل کیفیت آماری  برای داده  فرآیندهای آماری چهار برآوردگر رایج انحراف معیار  بررسی ویژگی  و  هدف این پژوهش، مقایسه  :هدف 
 . است

سپس برآوردگرها بر    .شودمی  ارایهبرآوردگرها    1و میانگین توان دوم خطای در راستای دستیابی به اهداف پژوهش، ابتدا اریبی    :شناسی پژوهشروش 
 . شوند مقایسه می باهم MSEاساس 

همچنین    .خطی دارای کمترین واریانس هستند  نا اریبشود که دو برآوردگر از چهار برآوردگر، در دو کلاس مختلف از برآوردگرهای  ثابت می  :ها یافته
داده می  محاسبات عددیبا   بر اساسشود که  نشان  انحراف معیار گروه   برآوردگری که  از سایر  میانگین حسابی  بیشتری  ها ساخته شده است، کارایی 

 . دارد برآوردگرها  

گروهی، از   هایدر داده  فرآیندانحراف معیار  شود برای برآورد  در این پژوهش، پیشنهاد می  آمده دستبهبا توجه به نتایج    :علمی افزوده  اصالت/ارزش 
انحراف معیار گروه  میانگین حسابی  بر اساس  میانگین حسابی دامنه  یجابهها ساخته شده است  برآوردگری که  بر اساس  ها  ی گروه برآوردگرهایی که 

 . اند، استفاده کرد ساخته شده

 . خطا، کارایی نسبی، برآوردگر، میانگین توان دوم فرآیندکنترل کیفیت آماری، انحراف معیار  ها:کلیدواژه 

http://www.pqprc.ir/
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  برحسب حدود کنترل بالا و پایین از خط مرکز    فاصله  دهندهنشاننیز    k  بوده و   W  آمارهترتیب برابر با میانگین و انحراف معیار  به   Wσو   Wμکه در آن 

 از  هاآن خط مرکز و حدود کنترل بالا و پایین  نمودارهای کنترلی که برای محاسبه .[2] شودی م انتخاب 3برابر با   معمولا است و واحد انحراف معیار 
 . شونداستفاده شود، نمودارهای کنترل شوهارت نامیده می (1) طهراب

ع  ی از توز  متغیر )مشخصه کیفی که از نوع پیوسته باشد، مثل طول، وزن و حجم(،  یف یک   مشخصه  شود کهمی  فرض   معمولا در کنترل کیفیت آماری  
عمل در    معمولا   .شوندمینامیده    فرآیندترتیب، میانگین و انحراف معیار  به σو  μپارامترهای   .ندکیم  یرویپ  σار یو انحراف مع μن یانگینرمال با م

  . برآورد کرد  ،انده شدهیته   فرآیندکه در زمان تحت کنترل بودن    یتصادف   یهاد با استفاده از نمونه یرا با  هاآنن،  یبنابرا.  نامعلوم هستند  σو   μر ی مقاد
  یکمستقل،    نمونه  mن  یاز ا  یک هر    .گرددخط تولید تهیه می  فرآیند، از  مشاهده است  nشامل    هرکدامکه  نمونه مستقل    m  تعداد  ن منظوریا  یبرا

 : شودی م ر برآورد ی ز آماره  لهیوس به  μ.شودزیرگروه نامیده می نمونه یا اندازه نیز اندازه  nنامیده شده و مقدار  گروه زیر

 
  با کمترین نا اریببرآوردگر  یک  X توان گفتهای آماری مطلوبی است؛ از جمله میاین آماره دارای ویژگی .است thiگروه ن یانگیم iXکه در آن 
 . است σو مهم، برآورد  یاصل  مساله یول ؛[2] است μی سازگار برا یز برآوردگریو ن مال کاملینیم بسنده  آماره یک و  1یکنواخت  طوربه واریانس 

که برای بررسی تحت    Xدر نمودار کنترل   مثالعنوانبه   .دارد   یبستگ  (σ)  فرآیندار  یانحراف مع   به  شوهارت  کنترل  ینمودارهااز    یاریحدود کنترل بس
 :از اندعبارتشود، خط مرکز و حدود کنترل بالا و پایین ( استفاده میμ) فرآیندکنترل بودن میانگین 

 
نیاز    هاآن  محاسبه  منظوربه( داشته و  σ)   فرآیندار  یانحراف مع ، بستگی به  Xکه حدود کنترل بالا و پایین نمودار دهد  نشان می  وضوحبه  (3رابطه )

 فرآیند که برای بررسی تحت کنترل بودن تغییرپذیری  Sو  Rمشابه، خط مرکز و حدود کنترل بالا و پایین نمودارهای کنترل  طوربه  .داریم σبه برآورد 
به برآورد انحراف  یاز  ز ن ین  2فرآیند   ییکارا  لیوتحله ی تجزمبحث  در    همچنین  .[2]  ( دارندσ)   فرآیندار  یانحراف مع شوند نیز، بستگی به  استفاده می

 فرآیندترل بودن  تحت کن  که در زمان  یتصادف  یهاد آن را با استفاده از نمونه یست و بایار معلوم نیدر عمل انحراف مع   یول  .[3]  داریم  یندفرآار  یمع 
 . برخوردار است  یت آماریف یدر مباحث کنترل ک  یاژه ی ت ویاز اهم فرآیندار یبرآورد انحراف مع  نابراینب؛ اند، برآورد کرد ه شدهیته 

 

 

1 Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator  
(UMVUE) 

2 Process Capability (PC) 
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با استفاده  (σ)  فرآیند اریمع  انحراف رایج و پرکاربرد در کنترل کیفیت آماری است که برای برآورد  برآوردگر چهار هدف این مقاله، بررسی و مقایسه  

  از  اندعبارتبرآوردگرها  این    .روندمی  کاربه ها  گروه زیر  از
2

R
d

،  
2

R
d 

 ،
( )

2
2

2

d
R

d
و 

4

S
c

نتیجه .  خواهیم کرد   استفاده  MSEبرآوردگرها از  این    برای مقایسه  .

بهبود کیفیت تواند برای پژوهشگران و همچنین کاربرانی که در صنایع مختلف از روش ای میاین بررسی مقایسه های کنترل کیفیت آماری برای 
 :ذیل خلاصه کرد  توان در چهار دستهاین پژوهش را میهای نوآوری .کنند، مفید واقع شوداستفاده میتولیدات خود 

برآوردگر کنیم ثابت می .1
2

R
d

 . تغییرات، کمترین واریانس را دارد  بر اساس دامنهσخطی برای  نا اریبدر کلاس برآوردگرهای  

، برآوردگر nو  mکنیم که به ازای هر ثابت می  .2
2

R
d 

 ،MSE  کمتری از برآوردگر
2

R
d

 .دارد  

برآوردگر کنیم ثابت می .3
4

S
c

 . بر اساس انحراف معیار، کمترین واریانس را دارد σخطی برای  نا اریبدر کلاس برآوردگرهای  

برآوردگرهای   MSEجامعی در مورد  نگارش این مقاله، تاکنون مقایسه تا زمان آمده عملبهبا توجه به بررسی   .4
2

R
d

  ،
2

R
d 

،
( )

2
2

2

d
R

d
و

4

S
c

صورت نگرفته   

مفید واقع شود؛ یکی از اهداف این پژوهش    فرآیندتواند در انتخاب برآوردگر مناسب برای برآورد انحراف معیار  این برآوردگرها که می  MSE  مقایسه  .است
 . است

  ، MSE  و  یبی ار  مثل  ،موردنظر  برآوردگر  چهار  یآمار  یهایژگ ی و  و  پژوهش  ینظر  یمبان  سپس  و  شده  ان یب  یقبل  مطالعات  نه یشی پ  ابتدا  ،2  بخش  در
  ن ی ترمناسب   تیدرنها  و  شده  سهی مقا  باهم  MSE  اریمع   اساس  بر  ،فرآیند  اریمع   انحراف   برآورد   در   برآوردگرها  نیا   ییکارا  ،3  بخش  در  .شوندی م  یبررس 

 مذکور   یبرآوردگرها  از  استفاده با  فرآیند اریمع   انحراف  برآورد   نحوه   مورد   در  بهتر  درک  یبرا  یواقع   مثال  ک ی  ،4  بخش  در  .شودیم  شنهادیپ  برآوردگر
 یهاقضیه   اثبات  به  .است  شده  ارایه  یآت  مطالعات  یبرا  ییشنهادهای پ  و  شده  مرور   خلاصه  صورتبه   پژوهش  یهاافته ی  زین  5  بخش  در  .است  شده  ارایه

 .افتی  دست وستیپ بخش  در توانی م زین مقاله نیا در شدهمطرح

 مرور ادبیات پژوهش   - 2

آماری کیفیت  کنترل  بدر  ذاتی    عنوانبه (  σ)  فرآیندانحراف معیار    رد رآو،  تغییرپذیری  از  برخوردار استفرآیندمعیاری  بنیادینی  از اهمیت  زیرا ؛  ، 
  . بستگی دارند  فرآیندار  یبه انحراف مع   Sو    X  ،Rمثل   شوهارت  کنترل  ی از نمودارها  یاریحدود کنترل بسکه در بخش مقدمه بیان شد،    طورهمان

شده را تعییناز قبل  بر اساس مشخصات    قبولقابل در تولید محصولات    فرآیندوانایی یک  ت  که  pkCو    pCنظیر    فرآیندهای قابلیت  همچنین شاخص
 یتصادف یهاد با استفاده از نمونه ین، آن را بایبنابرا مجهول است؛ σاردعمل مق در .[3] هستند فرآیند، وابسته به انحراف معیار دنکن گیری میاندازه

بودن   کنترل  تحت  زمان  در  شدهیته   فرآیندکه  کرد   ،انده  متداول  .برآورد  از  روش یکی  برآورد ترین  برای  داده  σها  از  استاستفاده  گروهی   . های 
از   یک هر  شد، به    اشاره  قبلاکه    طورهمان  .گردد خط تولید تهیه می  فرآیند، از  مشاهده است  nشامل    هرکدامکه  مستقل    نمونه  m  ، تعدادگر ی دعبارتبه 
 .شودنامیده می زیرگروه  یا اندازه  نمونه  نیز اندازه  nگویند و مقدار  گروه زیر یک مستقل،  نمونه  mن یا

 مطالعات قبلی   پیشینه   - 2-1

است، در زمان تحت کنترل بودن آن σتولیدی که بنا به فرض دارای توزیع نرمال با انحراف معیار   فرآینداز    n  اندازهبهیک  هر    زیرگروه   mفرض کنید  
  گر ی دعبارتبه  .شود تعریف می  ithزیرگروه    مشاهده  نی ترکوچک و    نی تربزرگ نشان داده و برابر با تفاضل     𝑅𝑖را با   ithزیرگروه    دامنه  .انتخاب شده باشد

i max,i min,iR X X= دامنه− حسابی  میانگین  با  .  نیز  را  می  𝑅̅ها  یعنی نشان  دهند، 
m

i
i 1

1
R R

m =

=   .که    داد   نشان   [4]  در  پیرسون𝐸(𝑅𝑖) = 𝑑2𝜎    و
𝑉𝑎𝑟(𝑅𝑖) = 𝑑3

2𝜎2  .𝑑2    و𝑑3    نمونه  اندازهبه بستگی    هاآنضرایبی هستند که مقدار  n    [5]  متون کنترل کیفیت آماری نظیر  در همه  تقریباداشته و ،  
 .را یافت هاآنهای مربوط به جدول توانیم
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و     حسابی  معیار  میانگین  با   thiزیرگروه  انحراف  ترتیب  به  و    iSو   ixرا  داده  صورت به نشان 
n

1
i ijn

j 1

x x
=

=     و( )
n

2

i ij i
j 1

1
S x x

n 1 =

= −
−
 تعریف

ها نیز با نماد نگین حسابی انحراف معیارهای زیرگروه میا .رگروه استزی  thiمشاهده از  thj دهندهنشان ijxکهیوقتد، شون می
m

i
i 1

1
S S

m =

=    نشان داده

iدانیم کهمی .شودمی 4E(S ) c σ= ،4کهیوقت

n
Γ

2 2c
n 1n 1 Γ
2

 
 
 =
−−  

 
 

 [6]. 

نشان داد که برآوردگر    nو    mمقادیر    عددی و به ازای برخی  صورتبه   [7]  در  لوکو
2

R
d 

،  MSE   کمتری از برآوردگر
2

R
d

  کهیوقتدارد،    
2

2 3
2 2

d
d d

m
 = +

برآوردگر   [8]  در  و مونتگومری وودال
( )

2
2

2

d
R

d

 σدر برآورد    MSEن ی کمتر  یدارا  ،c>0(  cR(شکل  به    ییبرآوردگرها  کلاس   دررا معرفی کردند که    

در    هاآن  .است کاهش  اثر    MSEدرصد  برآوردگر  کاربه در  بردن 
( )

2
2

2

d
R

d

  یجابه   
2

R
d 

ازای  σبرآورد برای     به  mرا  1,2,3,4,5,7 و   =10,15,20,

n 2, در حد متوسط است؛ ولی با افزایش   MSEدرصد کاهش در  هر دو کوچک باشند،    nو    mمقادیر  محاسبه کردند و نشان دادند که اگر    =10,

نشان دادند که برآوردگر  استفاده از محاسبات عددی با    [9]  در  محمود و همکاران  .شودنزولی می  MSEدرصد کاهش در  ،  nو    mمقادیر  
4

S
c

در    

4cمقایسه با برآوردگر S   ازMSE   عددی نشان دادند که    صورت به   هاآنهمچنین    .کمتری برخوردار استMSE   برآوردگر
4

S
c

برآوردگر   MSEکمتر از    

2

R
d

برآوردگرهای    MSEتا زمان نگارش این مقاله، تاکنون مقایسه جامعی در مورد    آمده عملبه با توجه به بررسی   .است  
2

R
d

،  
2

R
d 

 ،
( )

2
2

2

d
R

d
و 

4

S
c

 

 .صورت نگرفته است

 مبانی نظری تحقیق   - 2-2

های  ویژگی  .شوندشوند، معرفی می گسترده در کنترل کیفیت آماری استفاده می   طوربهکه    فرآینددر این بخش، چهار برآوردگر رایج انحراف معیار  
ی و  نا اریبمربوط به    ابتدا تعاریف  .شده است  ارایهنیز در بخش پیوست    هاقضیهاثبات  است.    قضیه بیان شدهقالب چهار  در    هاآن  MSEآماری و  

MSE کنیم.را مرور می 

یف  E(σ)ˆداشته باشیم  σنامند هرگاه به ازای هر مقدارσبرای  نا اریبرا σ̂برآوردگر  -1 تعر σ= . 

ی یک ویژگی مطلوب برای یک برآوردگر  نا اریببه همین دلیل    .برابر با صفر است  نا اریبی بدین معنی است که متوسط خطای برآوردگر  نا اریب
 .شودمحسوب می

یف  ˆ2صورتبه نشان داده شده و  MSE(σ)ˆ، با نمادσدر برآورد پارامتر مجهولσ̂برآوردگر  MSE -2تعر ˆMSE(σ) E(σ σ)=  . شود تعریف می −

MSEاز   .مقدار کمتری داشته باشد، نشانگر دقت بالای برآوردگر است  هرچقدرگیری میزان دقت یک برآوردگر بوده و  ، یک معیار رایج برای اندازه
 . برآوردگرهای مختلف استفاده کرد   توان برای مقایسهاین معیار می

 Rو Xنمودار  یگماین حدود کنترل سه س یی(، تع σ)  فرآیند یریرپذییبرآورد تغکنترل کیفیت آماری برای در  گسترده طوربهترین برآوردگری که رایج

1؛ برآوردگر  شودیم  کاربردهبه ،  فرآیند  یی کارا  یابی ارزو همچنین  
2

R
σ̂

d
  یدر کلاس برآوردگرها  ایم که این برآوردگرکرده  ثابت   1  قضیهدر    .است  =

 . شده است ارایه اثبات این قضیه در بخش پیوست  .را دارد  انسی ن واری ، کمترها(iRها )زیرگروه  اساس دامنهبر  یخط  نا اریب
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 1قضیه   

1برآوردگر   .1
2

R
σ̂

d
 .را دارد  انسین واریکمتر ،ها iR بر اساس σبرای   یخط نا اریب یدر کلاس برآوردگرها  =

2. ( ) ( )
2 2

3
1 1

2

d σ
ˆ ˆMSE σ Var σ

d m

 
= =  

 
) آنگاه m→و اگر   )1ˆMSE σ 0→ . 

2  صورتبه   هارگروه ی ز  دامنه   اساس  بر  برآوردگر  نیدوم
2

R
σ̂

d
  کهیوقت  است،  =

2
2 3

2 2

d
d d

m
 =   و  رش یپذ  یبرا  یریگنمونه   در  اغلب  برآوردگر  نیا.  +

  و  دقت  یابی ارز  و  تیف یک   کنترل  درزمینه  معمولا   R&R  .[7]  رودیم  کارهب   یریگاندازه  ابزار (R&R)  یریپذدیبازتول   و  یریتکرارپذ  به  مربوط   مطالعات
  دارد،  اشاره  کسانی  طیشرا  در   مشابه  جینتا  ارایه   در  ابزار  ک ی  ییتوانا  به  یریکرارپذت  .رندیگیم  قرار  مورداستفاده  یریگاندازه   یابزارها  اعتماد  تیقابل

  1-2  بخش  در  قبلا  طورهمان  .کندیم  اشاره  متفاوت  افراد  توسط  و  مختلف  طیشرا  در  مشابه  جینتا  ارایه  در  آن  ییتوانا  به  یریپذدیبازتول   کهیدرحال

2  برآوردگر که داد  نشان  n  و m ری مقاد یبرخ  یازا به و یعدد صورتبه  [7] در لوکو شد، اشاره
2

R
σ̂

d
=، MSE 1برآوردگر  از یکمتر

2

R
σ̂

d
  ما  .دارد  =

2  برآوردگر  ، n  و   m  از  مقدار  هر   یازا  به  ،میاکرده  ثابت   و   کرده  ان ی ب  را   2σ̂برآوردگر  یهایژگ ی و  2  هیقض  در
2

R
σ̂

d
=  MSE  1  برآوردگر  از  یکمتر

2

R
σ̂

d
= 

 .است شده ارایه وستیپ بخش  در ه یقض نی ا اثبات .است 1σ̂  از کاراتر یول ستین σیبرا   نا اریب 2σ̂که  دیباش  داشته توجه .دارد 

 2قضیه 

2برآوردگر  .1
2

R
σ̂

d
E(σˆ2دارای اریبی منفی است )یعنی  = ) σ  و اگر )m→ به مقدار صفر میل خواهد کرد اریبی آن  آنگاه . 

2برآوردگر  .2
2σ̂2برای  نا اریبσ است. 

3. 2 2
2

2

d
ˆMSE(σ ) 2σ 1

d 

 
= − 

 
) آنگاه m→اگر و   )2ˆMSE σ 0→ . 

4. 2σ̂ 1کاراتر ازσ̂ 2، بدین معنی که است 1ˆ ˆMSE(σ ) MSE(σ ) . 

بر اساس    یگری د  برآوردگر  [8]  در  یمونتگومر  و  وودال  ان تمام  یکه در م  ین معنینه است، بدیت به یخاص  یدادند که دارا  ارایه  هازیرگروه   دامنهرا 
صورتبهاین برآوردگر  .است  MSEن ی کمتر یدارا c>0( cR(شکل  به ییاهبرآوردگر

( )
2

3 2

2

d
σ̂ R

d
 و  شده انیب 3σ̂های ویژگی 3 قضیهدر  .است =

 .است  شده ارایه [8] مرجع در آن اثبات

 3قضیه 

، برآوردگرc>0( cR(شکل  به ییان تمام برآوردگرهایدر م  .1
( )

2
3 2

2

d
σ̂ R

d
 . است σدر برآورد  MSE نی کمتر  یدارا =

2. 
2

2 2
3

2

d
ˆMSE(σ ) σ 1

d

  
 = −  
   

) آنگاه m→اگر  و   )3ˆMSE σ 0→. 

برآوردگرتوان نشان داد که می یراحتبه 
( )

2
3 2

2

d
σ̂ R

d
E(σˆ3)یعنی دارای اریبی منفی است = ) σ )  و اگرm→ اریبی آن به مقدار صفر میل  آنگاه

ی بی ارتوان نشان داد که می همچنین .خواهد کرد 
( )

2
3 2

2

d
σ̂ R

d
2کمتر از =

2

R
σ̂

d
 . است =
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، فرآیند  ییکارا  یابی ارز  و S  و   Xنمودار   ی گماین حدود کنترل سه س یی، تع فرآیند  یریرپذییتغ در برآورد    گسترده طور به یکی دیگر از برآوردگرهایی که   

برآوردگر  شودی م  برده  کاربه  4؛ 
4

S
σ̂

c
کهیوقتاست؛    =

m

i
i 1

1
S S

m =

=    انحراف معیارهای زیرگروه میانگین حسابی  با  بودهبرابر    دهنده نشان  𝑆𝑖  و   ها 

4است و    thiانحراف معیار زیرگروه  

n
Γ

2 2c
n 1n 1 Γ
2

 
 
 =
−−  

 
 

بر    یخط  نا اریب  یدر کلاس برآوردگرها  ایم که این برآوردگرثابت کرده  4  قضیهدر    .

 .شده است ارایهاثبات این قضیه در بخش پیوست  .را دارد  انسی ن واری ، کمترها(iSها )زیرگروه اساس انحراف معیارهای 

 4قضیه 

4  برآوردگر .1
4

S
σ̂

c
 .را دارد  انس ین واری، کمترهاiSبر اساس  σبرای   یخط نا اریب یبرآوردگرها در کلاس =

2. ( ) ( )
( )2 2

4

4 4 2
4

σ 1 c
ˆ ˆMSE σ Var σ

mc

−
= ) آنگاه m→اگر  و = )4ˆMSE σ 0→. 

 . است شده ارایه هاآن  MSE و  نیانگیم با  همراه بخش نیا در شدهیمعرف برآوردگر  چهار خلاصه صورتبه  ،1 جدول در

 . ها آن   MSEمیانگین و  انحراف معیار به همراه  چهار برآوردگر    - 1جدول 
Table 1- Four standard deviation coefficients from their average and MSE. 

 

 

 

 

 

 

 ار ی مع   انحراف  ی برآوردگرها   قایسه م   - 3

توجه داشته باشد که هر   .خواهند شد مقایسه  MSEشدند، بر اساس معیار معرفی  2که در بخش  فرآینددر این بخش، چهار برآوردگر انحراف معیار 
برآوردگر   به   3σ̂و1σ̂،2σ̂سه  برآوردگرهایی  کلاس  به  طبق  ؛  هستند  c>0(  cR(شکل    متعلق  3  داریم  3  قضیهبنابراین  1ˆ ˆMSE(σ ) MSE(σ )  و

3 2ˆ ˆMSE(σ ) MSE(σ ). 

2داریم   2  قضیه  4از طرفی طبق قسمت    1ˆ ˆMSE(σ ) MSE(σ )  ،3گیریم که نتیجه می ،بنابراین 2 1ˆ ˆ ˆMSE(σ ) MSE(σ ) MSE(σ )   .ی کاف  جهیدرنت  
  صورتبه ها، از کارایی نسبی برآوردگرها که سهولت در انجام مقایسه  منظوربه   .سایر برآوردگرها مقایسه شود  MSEبا  4σ̂برآوردگر  MSEفقط    است

 . شود، استفاده خواهیم کرد زیر تعریف می 

یف  1را با   2Tنسبت به برآوردگر  1Tکارایی نسبی برآوردگر  -3تعر 2e(T ,T  : کنندزیر تعریف می صورتبه نشان داده و  (

( )ˆMSE σ ( )ˆE σ σ̂ 

2 2
3

2

d σ
d m

 
 
 
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d
2σ 1
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 
− 
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 
 
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  
 −  
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 
 
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1اگر   2e(T ,T ) 1 1 آنگاهT  2کاراتر ازT   1است و اگر 2e(T ,T ) 1 2 آنگاهT  1کاراتر ازT 1 کهیدرصورت .است 2e(T ,T ) باشد دو برآوردگر کارایی  =1

1 نسبی برآوردگر کارایی .یکسانی دارند
2

R
σ̂

d
4نسبت به برآوردگر=

4

S
σ̂

c
 :زیر است صورتبه  =

 
1  مقدار 4ˆ ˆe(σ ,σ که ملاحظه    طورهمان  .شده است   ارایه  2  جدول، در  25تا    2  این مقادیر به ازای اندازه نمونه  .دارد   n  نمونه  اندازهبه فقط بستگی    (

  nگیریم که به ازای هر می  نتیجه ،بنابراین؛  یابندمیشود تمام مقادیر کارایی نسبی کمتر از یک هستند و با افزایش اندازه نمونه، این مقادیر کاهش  می

4برآوردگر
4

S
σ̂

c
1برآوردگر  کاراتر از    =

2

R
σ̂

d
و با افزایش اندازه نمونه، کارایی    = با    .یابدافزایش می  1σ̂نسبت به    4σ̂است  به ذکر است که  لازم 

  یجابه   4σ̂تایی انتخاب کرده و از  25  ، اگر یک نمونهمثالعنوانبه  .را محاسبه کرد   MSEکاهش در    توان درصدمیاستفاده از مقادیر کارایی نسبی  
1σ̂   1)  آنگاهاستفاده کنیم،  فرآیندبرای برآورد انحراف معیار 0.657 ) 100 34.3−   .خواهیم داشت MSEدر  کاهش ،درصد =

1  مقادیر   - 2جدول  4ˆ ˆe(σ ,σ ) . 

Table 2- Values 1 4ˆ ˆe(σ ,σ ) . 

 

 

 

 

 

 

2 کارایی نسبی برآوردگر
2

R
σ̂

d
4نسبت به برآوردگر =

4

S
σ̂

c
 : زیر است صورتبه  =

 
2مقدار  4ˆ ˆe(σ ,σ   طورهمان  .شده است   ارایه  3جدول  ، در  25تا    2  اندازه نمونه و    20تا    1های  تعداد زیرگروه   مقادیر به ازایاین    .دارد   nو    mبستگی به    (

mچند مورد محدود مثل    رازیغبه   آنگاهباشد    4یا مساوی    تربزرگنمونه    اگر اندازه  شودیم  ملاحظه  که nو    =1,2   ی نسب  ییکارا  ری مقاد  تمام،  =5
یا   تربزرگ نمونه    اندازهگیریم که اگر  نتیجه می  ،بنابراین؛  ابندییم  کاهش  ری مقاد  نیا  نمونه،   اندازه  ها وتعداد زیرگروه   شیافزا  با  و  هستند  ک ی  از  کمتر

(4 ) 2
1 2

1

MSE(T )
e(T ,T ) .

MSE(T )
= 

(5 ) 

( )2 2
4

2 2
4 4 4

1 4 2 22
1 23 3

4
2 2

σ 1 c

ˆMSE(σ ) mc 1 c
ˆ ˆe(σ ,σ ) .

ˆMSE(σ ) d dσ
c

d m d

−

−
= = =

   
   
   

 

1 ( nاندازه نمونه )  4ˆ ˆe(σ ,σ 1 ( nنمونه )   اندازه  ( 4ˆ ˆe(σ ,σ ) 
2 0.998 14 0.798 

3 0.993 15 0.781 

4 0.975 16 0.766 

5 0.955 17 0.751 

6 0.933 18 0.738 

7 0.911 19 0.724 

8 0.889 20 0.711 

9 0.869 21 0.700 

10 0.850 22 0.689 

11 0.832 23 0.678 

12 0.814 24 0.667 

13 0.998 25 0.657 

(6 ) 
( )2 2

4

2 2
4 4 4

2 4
2 2 22 2

4
2 2

σ 1 c

ˆMSE(σ ) mc 1 c
ˆ ˆe(σ ,σ ) .

ˆMSE(σ ) d d
2σ 1 2mc 1

d d 

−

−
= = =

   
− −   

   
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4برآوردگر  آنگاهباشد    4مساوی    
4

S
σ̂

c
2کاراتر از برآوردگر    =

2

R
σ̂

d
نمونه،    اندازه  ها وتعداد زیرگروه چند حالت محدود( و با افزایش    جزبهاست )  =

 . یابدافزایش می 2σ̂نسبت به   4σ̂کارایی 
2مقادیر   - 3جدول  4ˆ ˆe(σ ,σ ) . 

Table 3- Values 2 4ˆ ˆe(σ ,σ ) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

کارایی نسبی برآوردگر 
( )

2
3 2

2

d
σ̂ R

d
4نسبت به برآوردگر  =

4

S
σ̂

c
 :زیر است صورتبه  =

m 
n 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 1.410 1.208 1.139 1.104 1.083 1.069 1.059 1.051 1.045 1.041 
3 1.194 1.095 1.061 1.044 1.034 1.027 1.022 1.019 1.016 1.014 
4 1.107 1.041 1.019 1.008 1.002 0.997 0.994 0.992 0.990 0.988 
5 1.053 1.004 0.988 0.980 0.975 0.971 0.969 0.967 0.966 0.965 
6 1.010 0.972 0.959 0.952 0.948 0.946 0.944 0.943 0.942 0.941 
7 0.976 0.944 0.933 0.928 0.924 0.922 0.921 0.920 0.919 0.918 
8 0.944 0.917 0.908 0.903 0.901 0.899 0.897 0.896 0.896 0.895 
9 0.917 0.893 0.885 0.881 0.879 0.877 0.876 0.875 0.874 0.874 

10 0.893 0.872 0.865 0.861 0.859 0.857 0.856 0.856 0.855 0.855 
11 0.870 0.851 0.845 0.842 0.840 0.838 0.837 0.837 0.836 0.836 
12 0.849 0.832 0.826 0.823 0.821 0.820 0.819 0.819 0.818 0.818 
13 0.829 0.814 0.808 0.806 0.804 0.803 0.802 0.802 0.801 0.801 
14 0.810 0.796 0.791 0.788 0.787 0.786 0.785 0.785 0.784 0.784 
15 0.793 0.780 0.775 0.773 0.772 0.771 0.770 0.770 0.769 0.769 
16 0.776 0.764 0.760 0.758 0.756 0.755 0.755 0.754 0.754 0.754 
17 0.761 0.750 0.746 0.744 0.743 0.742 0.741 0.741 0.740 0.740 
18 0.746 0.735 0.731 0.729 0.728 0.727 0.727 0.727 0.726 0.726 
19 0.732 0.722 0.718 0.716 0.715 0.715 0.714 0.714 0.713 0.713 
20 0.720 0.710 0.706 0.705 0.704 0.703 0.702 0.702 0.702 0.702 
21 0.708 0.699 0.695 0.694 0.693 0.692 0.692 0.691 0.691 0.691 
22 0.696 0.687 0.684 0.682 0.681 0.681 0.680 0.680 0.680 0.679 
23 0.684 0.676 0.673 0.671 0.671 0.670 0.670 0.669 0.669 0.669 
24 0.674 0.666 0.663 0.662 0.661 0.660 0.660 0.660 0.659 0.659 
25 0.665 0.657 0.654 0.653 0.652 0.651 0.651 0.651 0.651 0.650 
m 

n 
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

2 1.037 1.034 1.031 1.029 1.027 1.025 1.023 1.022 1.021 1.020 
3 1.012 1.010 1.009 1.008 1.007 1.006 1.005 1.005 1.004 1.003 
4 0.987 0.986 0.985 0.985 0.984 0.983 0.983 0.982 0.982 0.982 
5 0.964 0.963 0.963 0.962 0.962 0.961 0.961 0.960 0.960 0.960 
6 0.940 0.939 0.939 0.938 0.938 0.938 0.937 0.937 0.937 0.937 
7 0.917 0.917 0.916 0.916 0.916 0.915 0.915 0.915 0.915 0.915 
8 0.894 0.894 0.894 0.893 0.893 0.893 0.893 0.893 0.892 0.892 
9 0.873 0.873 0.873 0.873 0.872 0.872 0.872 0.872 0.872 0.872 

10 0.854 0.854 0.854 0.853 0.853 0.853 0.853 0.853 0.853 0.852 
11 0.835 0.835 0.835 0.835 0.835 0.834 0.834 0.834 0.834 0.834 
12 0.818 0.817 0.817 0.817 0.817 0.817 0.816 0.816 0.816 0.816 
13 0.801 0.800 0.800 0.800 0.800 0.800 0.800 0.799 0.799 0.799 
14 0.784 0.783 0.783 0.783 0.783 0.783 0.783 0.783 0.783 0.782 
15 0.769 0.769 0.768 0.768 0.768 0.768 0.768 0.768 0.768 0.768 
16 0.753 0.753 0.753 0.753 0.753 0.753 0.753 0.753 0.752 0.752 
17 0.740 0.740 0.740 0.739 0.739 0.739 0.739 0.739 0.739 0.739 
18 0.726 0.726 0.725 0.725 0.725 0.725 0.725 0.725 0.725 0.725 
19 0.713 0.713 0.713 0.713 0.713 0.712 0.712 0.712 0.712 0.712 
20 0.701 0.701 0.701 0.701 0.701 0.701 0.701 0.701 0.701 0.701 
21 0.691 0.691 0.690 0.690 0.690 0.690 0.690 0.690 0.690 0.690 
22 0.679 0.679 0.679 0.679 0.679 0.679 0.679 0.679 0.679 0.679 
23 0.669 0.669 0.668 0.668 0.668 0.668 0.668 0.668 0.668 0.668 
24 0.659 0.659 0.659 0.659 0.659 0.659 0.658 0.658 0.658 0.658 
25 0.650 0.650 0.650 0.650 0.650 0.650 0.650 0.650 0.650 0.650 

(7 ) 

( )2 2
4

2 2
4 4 4

3 4 2 2
3 2 22 2

4
2 2

σ 1 c

ˆMSE(σ ) mc 1 c
ˆ ˆe(σ ,σ ) .

ˆMSE(σ ) d d
σ 1 mc 1

d d 

−

−
= = =

      
− −      

         
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3مقدار    4ˆ ˆe(σ ,σ   طور همانشده است.    ارایه   4جدول  ، در  25تا    2  و اندازه نمونه   20تا    1های  هاین مقادیر به ازای تعداد زیرگرو  .دارد   nو    mبستگی به    (
mچند مورد محدود مثل    رازیغبه   آنگاهباشد    4یا مساوی    تربزرگنمونه    اگر اندازه  شودیم  ملاحظه  که nو    =1,2   ی نسب  ییکارا  ری مقاد  تمام،  =5

یا   تربزرگ گیریم که اگر اندازه نمونه  بنابراین نتیجه می؛  ابندییم  کاهش  ری مقاد  نیا  نمونه،  اندازه  ها وتعداد زیرگروه   شیافزا  با   و  هستند  ک ی   از  کمتر

4برآوردگر  آنگاهباشد    4مساوی  
4

S
σ̂

c
کاراتر از برآوردگر    =

( )
2

3 2

2

d
σ̂ R

d
  ها و اندازهچند حالت محدود( و با افزایش تعداد زیرگروه   جزبهاست )  =

کارایی   به    4σ̂نمونه،  نتایج  بنابراین  ؛  یابدافزایش می  3σ̂نسبت  به  توجه  که    توان می  آمده  دستبه با  برآوردگردرمجموع گفت   ،4
4

S
σ̂

c
از = کاراتر 

1برآوردگرهای 
2

R
σ̂

d
= ،2

2

R
σ̂

d
و  =

( )
2

3 2

2

d
σ̂ R

d
 . است =

3مقادیر   - 4جدول  4ˆ ˆe(σ ,σ ) . 
Table 4- Values 3 4ˆ ˆe(σ ,σ ) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

m 

n 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 1.569 1.284 1.188 1.141 1.112 1.093 1.080 1.070 1.062 1.055 
3 1.266 1.130 1.084 1.061 1.048 1.039 1.032 1.027 1.024 1.021 
4 1.153 1.064 1.034 1.020 1.011 1.005 1.000 0.997 0.995 0.993 
5 1.087 1.021 0.999 0.988 0.981 0.977 0.974 0.971 0.970 0.968 
6 1.037 0.985 0.968 0.959 0.954 0.950 0.948 0.946 0.944 0.943 
7 0.998 0.955 0.940 0.933 0.929 0.926 0.924 0.922 0.921 0.920 
8 0.963 0.926 0.914 0.908 0.904 0.902 0.900 0.899 0.898 0.897 
9 0.933 0.901 0.891 0.885 0.882 0.880 0.878 0.877 0.876 0.876 

10 0.907 0.879 0.869 0.865 0.862 0.860 0.858 0.857 0.857 0.856 
11 0.883 0.858 0.849 0.845 0.842 0.841 0.839 0.838 0.838 0.837 
12 0.861 0.838 0.830 0.826 0.824 0.822 0.821 0.820 0.820 0.819 
13 0.840 0.819 0.812 0.808 0.806 0.805 0.804 0.803 0.802 0.802 
14 0.820 0.801 0.794 0.791 0.789 0.788 0.787 0.786 0.785 0.785 
15 0.803 0.784 0.778 0.775 0.774 0.772 0.771 0.771 0.770 0.770 
16 0.785 0.768 0.762 0.760 0.758 0.757 0.756 0.755 0.755 0.755 
17 0.770 0.754 0.748 0.746 0.744 0.743 0.742 0.742 0.741 0.741 
18 0.754 0.739 0.734 0.731 0.730 0.729 0.728 0.727 0.727 0.727 
19 0.739 0.725 0.721 0.718 0.717 0.716 0.715 0.715 0.714 0.714 
20 0.726 0.713 0.709 0.706 0.705 0.704 0.703 0.703 0.703 0.702 
21 0.714 0.702 0.697 0.695 0.694 0.693 0.693 0.692 0.692 0.692 
22 0.702 0.690 0.686 0.684 0.682 0.682 0.681 0.681 0.680 0.680 
23 0.690 0.679 0.675 0.673 0.672 0.671 0.670 0.670 0.670 0.669 
24 0.679 0.668 0.665 0.663 0.662 0.661 0.661 0.660 0.660 0.660 
25 0.670 0.659 0.656 0.654 0.653 0.652 0.652 0.651 0.651 0.651 

m 
n 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

2 1.050 1.046 1.042 1.039 1.036 1.034 1.032 1.030 1.028 1.027 
3 1.018 1.016 1.014 1.013 1.011 1.010 1.009 1.008 1.008 1.007 
4 0.991 0.990 0.989 0.988 0.987 0.986 0.985 0.985 0.984 0.984 
5 0.967 0.966 0.965 0.964 0.964 0.963 0.963 0.962 0.962 0.962 
6 0.942 0.942 0.941 0.940 0.940 0.939 0.939 0.939 0.938 0.938 
7 0.919 0.919 0.918 0.918 0.917 0.917 0.917 0.916 0.916 0.916 
8 0.896 0.896 0.895 0.895 0.894 0.894 0.894 0.894 0.893 0.893 
9 0.875 0.874 0.874 0.874 0.873 0.873 0.873 0.873 0.872 0.872 

10 0.855 0.855 0.855 0.854 0.854 0.854 0.854 0.853 0.853 0.853 
11 0.837 0.836 0.836 0.836 0.835 0.835 0.835 0.835 0.835 0.835 
12 0.819 0.818 0.818 0.818 0.817 0.817 0.817 0.817 0.817 0.817 
13 0.802 0.801 0.801 0.801 0.801 0.800 0.800 0.800 0.800 0.800 
14 0.785 0.784 0.784 0.784 0.784 0.783 0.783 0.783 0.783 0.783 
15 0.770 0.769 0.769 0.769 0.769 0.769 0.768 0.768 0.768 0.768 
16 0.754 0.754 0.754 0.754 0.753 0.753 0.753 0.753 0.753 0.753 
17 0.741 0.740 0.740 0.740 0.740 0.740 0.740 0.740 0.739 0.739 
18 0.726 0.726 0.726 0.726 0.726 0.726 0.725 0.725 0.725 0.725 
19 0.714 0.713 0.713 0.713 0.713 0.713 0.713 0.713 0.713 0.713 
20 0.702 0.702 0.702 0.702 0.701 0.701 0.701 0.701 0.701 0.701 
21 0.691 0.691 0.691 0.691 0.691 0.691 0.691 0.690 0.690 0.690 
22 0.680 0.680 0.679 0.679 0.679 0.679 0.679 0.679 0.679 0.679 
23 0.669 0.669 0.669 0.669 0.669 0.669 0.669 0.668 0.668 0.668 
24 0.659 0.659 0.659 0.659 0.659 0.659 0.659 0.659 0.659 0.659 
25 0.651 0.651 0.650 0.650 0.650 0.650 0.650 0.650 0.650 0.650 
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 مثال واقعی   - 4  

های گروهی، از یک  با استفاده از داده  فرآیندبرای برآورد انحراف معیار    شدهیمعرف استفاده از چهار برآوردگر    درک بهتر نحوه   منظوربه در این بخش،  
این   .های دوم تا ششم(اند )ستوننشان داده شده  5  جدولاند، در  انتخاب شده  [2]  که از مرجعهای این مثال  داده  .مثال واقعی استفاده شده است 

 .اندجمع آوری شده تایی5 نمونه 20هستند که در قالب  یکارنیماش   فرآیندتوسط یک  دشدهیتول  گیری بعد بحرانی یک قطعهها حاصل اندازهداده

 . بعد بحرانی یک قطعه   - 5جدول 
Table 5- Critical dimension of a piece. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

m: در این مثال داریم 20=،n 5= ،2d 2.3259=،3d 0.8641= ،2d 2.333911 4cو    = دامنه و    یریکارگبه حال با استفاده از این مقادیر و    .=0.94
زیرگروه  معیار  ستونانحراف  در  ترتیب  به  که  هشتم  ها  و  هفتم  شده  5جدول  های  میدرج  برآورد  اند،  مقدار  معیار  توان  مقدار   فرآیندانحراف  و 

2MSE / σ4رود، برآوردگرطور که انتظار میهمان.  اندشده  ارایه  6  جدول  این مقادیر در  .محاسبه کرد   را
4

S
σ̂

c
2MSEدارای کمترین مقدار  = / σ 

 . دارد  یموردبررس بهترین عملکرد را در بین سایر برآوردگرهای  جهیدرنتاست و 

2MSEو   فرآیند انحراف معیار    مقادیر برآورد   - 6جدول  / σ . 

.
2MSE / σof process standard deviation andEstimated values  -Table 6 

 

 

  
 

 انحراف معیار  دامنه  ها ه مشاهد  شماره زیرگروه 
1 138.1 110.8 138.7 137.4 125.4 27.9 12.10 

2 149.3 142.1 105.0 134.0 92.30 57.0 24.66 

3 115.9 135.6 124.2 155.0 117.4 39.1 16.18 

4 118.5 116.5 130.2 122.6 100.2 30.0 11.05 

5 108.2 123.8 117.1 142.4 150.9 42.7 17.74 

6 102.8 112.0 135.0 135.0 145.8 43.0 17.95 

7 120.4 84.30 112.8 118.5 119.3 36.1 15.24 

8 132.7 151.1 124.0 123.9 105.1 46.0 16.66 

9 136.4 126.2 154.7 127.1 173.2 47.0 20.16 

10 135.0 115.4 149.1 138.3 130.4 33.7 12.31 

11 139.6 127.9 151.1 143.7 110.5 40.6 15.86 

12 125.3 160.2 130.4 152.4 165.1 39.8 17.87 

13 145.7 101.8 149.5 113.3 151.8 50.0 23.17 

14 138.6 139.0 131.9 140.2 141.1 9.2 3.64 

15 110.1 114.6 165.1 113.8 139.6 55.0 23.51 

16 145.2 101.0 154.6 120.2 117.3 53.6 21.84 

17 125.9 135.3 121.5 147.9 105.0 42.9 15.98 

18 129.7 97.30 130.5 109.0 150.5 53.2 20.69 

19 123.4 150.0 161.6 148.4 154.2 38.2 14.42 

20 144.8 138.3 119.6 151.8 142.7 32.2 12.11 

2MSE / σ   فرآیند برآورد انحراف معیار 
0.006900743 =1σ̂ 17.56739 

0.006865232 
2σ̂ 17.50709= 

0.006853449 
3σ̂ 17.447= 

0.006588424 
4σ̂ 17.72005= 
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 و پیشنهادها   گیرینتیجه   - 5    

ی گروه  یهاداده  ا استفاده ازب  فرآیند  اریمع   انحراف ی که برای برآورد  آمار  تیف یک   کنترل  در  جیرا  برآوردگر  چهار  سه یمقادر این پژوهش، به بررسی و  

1از  اندعبارتاین برآوردگرها  .پرداخته شد روند،به کار می
2

R
σ̂

d
= ،2

2

R
σ̂

d
= ،

( )
2

3 2

2

d
σ̂ R

d
4و =

4

S
σ̂

c
1ثابت کردیم که برآوردگر  .=

2

R
σ̂

d
در   =

4همچنین ثابت کردیم که برآوردگر  .را دارد   انسی ن واری ، کمترهازیرگروه   بر اساس دامنه   σبرای    ی خط  نا اریب   یکلاس برآوردگرها
4

S
σ̂

c
در کلاس  =

استفاده    MSEاز معیار    برآوردگر  چهار  سهیمقابرای    .را دارد   انسین واری ، کمترهابر اساس انحراف معیار زیرگروه   σبرای    یخط  نا اریب  یبرآوردگرها
که   دادیم  نشان  و  3شد  2 1ˆ ˆ ˆMSE(σ ) MSE(σ ) MSE(σ ) .    ادامه ازای  در  به  که  دادیم  نشان  عددی  محاسبات  )  هراندازهبا  داریم  nنمونه   )

4 1ˆ ˆMSE(σ ) MSE(σ )4نمونه، کارایی    و با افزایش اندازه
4

S
σ̂

c
1به    نسبت  =

2

R
σ̂

d
اگر  همچنین محاسبات عددی نشان دادند که    .یابدافزایش می  =

4  آنگاه باشد    4یا مساوی    تربزرگ نمونه    اندازه 2ˆ ˆMSE(σ ) MSE(σ )    4و 3ˆ ˆMSE(σ ) MSE(σ ) تعداد زیرگروه افزایش  با  اندازهmها )و  و  نمونه،   ( 

4کارایی  
4

S
σ̂

c
برآوردگرهای    = به  2نسبت 

2

R
σ̂

d
و    =

( )
2

3 2

2

d
σ̂ R

d
می  = نتایج    جهیدرنت  .یابدافزایش  به  توجه  که می  آمده  دستبه با  گفت  توان 

برآوردگردرمجموع   ،4
4

S
σ̂

c
برآوردگرهای    = 1کاراتر از 

2

R
σ̂

d
=  ،2

2

R
σ̂

d
و   =

( )
2

3 2

2

d
σ̂ R

d
برآورد انحراف  پیشنهاد میبنابراین  ؛  است   = شود برای 

4 برآوردگر های گروهی، ازدر داده فرآیندمعیار 
4

S
σ̂

c
 . سایر برآوردگرها استفاده شود یجابه  =

مذکور برآوردگرهای    ها و مقایسهبررسی ویژگی  .ها هستنددر این مقاله، متکی به فرض نرمال بودن داده  آمده  دستبهالبته باید یادآوری کنیم که نتایج  
پژوهش،    در داده  کهیوقتاین  بودن  نرمال  میفرض  نباشد،  درست  مساله ها  یک  پژوهش  تواند  برای  باشدکاربردی  آتی  مقایسه   .های  و    بررسی 

های آتی مدنظر تامل برای پژوهشیک موضوع قابل  عنوانبه توان  را نیز می  دورافتاده  هاه با مشاهددر مواجهه    فرآینداستوار انحراف معیار    برآوردگرهای
 .قرار داد

 تشکر و قدردانی 

داشته    بسزایی  نقش  مقاله  کیفیت  بهبود  در  ایشان  ارزشمند  دیدگاه  شک یب  دارند،می  اعلام  محترم   داوران  از  را  خود  قدردانی  مراتب  مقاله  نویسندگان
 . است
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 پیوست الف 

 ها اثبات قضیه

 .ها بسیار راهگشاستپردازیم که در اثبات برخی از قضیهابتدا به اثبات لمی می .خواهد شد  ارایهها در این پیوست، اثبات قضیه

∑اگر  -1لم  𝑎𝑖 = 𝑘𝑛
𝑖=1  (k   )عبارت  آنگاهداری است ثابت∑ 𝑎𝑖

2𝑛
𝑖=1   وقتی کمترین مقدار را دارد که𝑎𝑖 =

𝑘

𝑛
 . 

 اثبات: داریم

 
∑شرطبه ه  با توج  𝑎𝑖 = 𝑘 𝑛

𝑖=1    با توجه به اینکه  .فوق برابر با صفر است  رابطه ، عبارت آخر  k   و   n    مقادیر ثابتی هستند، عبارت∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1    زمانی کمترین
∑مقدار را دارد که عبارت   (𝑎𝑖 −

𝑘

𝑛
)

2
𝑛
𝑖=1   که  دهدامر زمانی رخ می باشد و اینکمترین مقدار را داشته𝑎𝑖 =

𝑘

𝑛
 . 

 . توان به روش ضرایب لاگرانژ نیز ثابت کرد را می 1لم 

 ∑ 𝑎𝑖
2 = ∑ (𝑎𝑖 −

𝑘

𝑛
+

𝑘

𝑛
)

2𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

 = ∑ (𝑎𝑖 −
𝑘

𝑛
)

2

+ ∑ (
𝑘

𝑛
)

2

−
2𝑘

𝑛
∑ (𝑎𝑖 −

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

 = ∑ (𝑎𝑖 −
𝑘

𝑛
)

2

+
𝑘2

𝑛

𝑛

𝑖=1

−
2𝑘

𝑛
(∑ 𝑎𝑖 − 𝑘

𝑛

𝑖=1

). 
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عنی ی؛  ها باشدiRاساس خطی بر  ی  برآوردگر  𝜎̂فرض کنید    :1اثبات قضیه    
m

i i
i 1

σ̂ a R
=

=  ضرایب .𝑎𝑖  کنیم که  را طوری تعیین می𝜎̂    نا اریب برآوردگری  

)با توجه به خاصیت خطی بودن امید ریاضی داریم    .باشد  انسی ن واری کمتربا   ) ( )
m m

i i 2 i
i 1 i 1

ˆE σ a E R d σ a
= =

= = .  کهنیا  یبرا  بنابراینσ̂  یبرآوردگر 

د در شرطیها باiaشود، نا اریب
m

i
i 1 2

1
a

d=

= صورت این در .صدق کنندMSE  خواهد بودزیر  صورتبه: 

 

𝑑3و   𝜎2با توجه به ثابت بودن مقادیر
)، برای کمینه کردن تابع  2 )ˆMSE σ  کافی است عبارت∑ 𝑎𝑖

2𝑛
𝑖=1   را تحت شرط

m

i
i 1 2

1
a

d=

= کمینه سازیم . 

iکمترین مقدار را دارد که  زمانی  این عبارت    1لم  بنابر  
2

1
a

md
1بنابراین    .=

2

R
σ̂

d
با    .است  σها برایiRبر اساس خطی    و  نا اریبی  برآوردگر  =

)ها درia یگذاریجا )ˆMSE σ م داشتی خواه: 

 
)  آنگاه m→واضح است که اگر  ( 3dو  2dثابت بودن مقادیر  جهیدرنت)و  n  با فرض ثابت بودن اندازه نمونه )1ˆMSE σ 0→. 

  با توجه به رابطه :2اثبات قضیه 
2

2 3
2 2

d
d d

m
 =  :م داشتیر را خواهی روابط ز +

𝐸(𝑅𝑖)چون   .1 = 𝑑2𝜎    داریم( ) ( ) 2
2

2 2

1 d
ˆE σ E R σ

d d 

 
= =  

 
𝐸(𝜎̂2)خواهیم داشت    ( 8)   رابطهبنابراین با استفاده از    . < 𝜎  .2جه یدرنتσ̂  ی برآوردگر 

)مقدار اریبی برابر است با    .است  σی ب برایار ) ( ) 2
2 2

2

d
ˆ ˆBias σ E σ σ σ 1 0

d 

 
= − = −  

 
اریبی   آنگاه   m→دهد که اگر نشان می   ( 9)   رابطه  .

 . کندبه سمت صفر میل می

𝐸(𝑅𝑖)چون  .2 = 𝑑2𝜎    و Var(Ri) = d3
2σ2 داریم : 

 ( ) ( ) ( )
= =

= = = 
m m

2 2 2 2
i i 3 i

i 1 i 1

ˆ ˆMSE σ Var σ a Var R d σ a . 

 ( ) ( )
2 2

3
1 1

2

d σ
ˆ ˆMSE σ Var σ ,

d m

 
= =  

 
 

(8 ) 
2d , >  2d

 

2  آنگاه  m→اگر   ( 9) 2d d → 

(10 ) 
2 2

32

2 2

dd 1
1 ,

d m d 

   
= −   

   
 

(11 ) 
2 2

32

2 2

dd 1
1 ,

d m d

   
= +   

   
 

 ( )
( )

( )
( )

( ) ( )2 2 2
2 2 2

2 2

1 1
ˆE σ E R Var R E R

d d 

 = = +  

 
( ) ( )

2 2 2
2 2 2 23 3
2 22 2

2 2

d σ d1 1
d σ d σ ,

m md d 

   
= + = +   

   
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حال با استفاده از رابطه  
2

2 3
2 2

d
d d

m
 = )خواهیم داشت + )2 2

2ˆE σ σ= . 2برآوردگر  گری دعبارتبه
2σ̂2برای  نا اریبσ است . 

)داریم  .3 )
( )

( )
2 2

3
2 2

22

1 d σ
ˆVar σ Var R

d md


 
= =  

 
 :گرفتن مقدار اریبی خواهیم داشت با درنظرو  

 

 
 :خواهیم داشت (10) رابطهحال با استفاده از 

2 2
2

2

d
ˆMSE(σ ) 2σ 1

d 

 
= − 

 
)آنگاه  m→، اگر (9) رابطه استفاده ازبا  جهیدرنت . )2ˆMSE σ 0→. 

 : استر ی ز صورتبه  2σ̂نسبت به  1σ̂ییکارا .4

 (11رابطه )بنابر 

 

 

 

2d >  2dدانیم که  می
 (بنابراین (8) رابطه )2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

d d d d d d 2d
d d d d

 

  

+ + +
  = 

2  جهیدرنت
22d<( )2 2 2d d d    <  1  ایو    +

( )

2
2

2 22

2d

d d d


 +
)  <  1  نی، بنابرا )1 2ˆ ˆe σ ,σ گری دعبارتبها  ی  ( ) ( )2 1ˆ ˆMSE σ MSE σ  2کهنیا   یعنی؛σ̂   کاراتر از

1σ̂ است . 

قضیه   اگر  می  :4اثبات  که  نمونه  Sدانیم  یک  معیار  جامعه  ییتا   nتصادفی    انحراف  معیاراز  انحراف  با  نرمال  4E(S)  آنگاهباشد    σای  c σ=    و

( )2 2
4Var( S) 1 c σ= 4 کهیوقت −

n
Γ

2 2c
n 1n 1 Γ
2

 
 
 =
−−  

 
 

عنی ی؛ باشد هاiSبر اساسخطی  برآوردگری 𝜎̂فرض کنید   .[6] 
m

i i
i 1

σ̂ a S
=

=.  ضرایب𝑎𝑖 

 : داریم با توجه به خاصیت خطی بودن امید ریاضی .باشد انس ی ن واری کمتربا   نا اریببرآوردگری  𝜎̂کنیم که  را طوری تعیین می

 ( ) ( ) ( )
2 22

2 23 2
2 2 2

2 2

d dσ
ˆ ˆ ˆMSE σ Var σ Bias σ σ 1

m d d 

   
= + = + −   

   
 

 
2 2

2 3 2 2

2 2 2

d d 2d1
σ 1 ,

m d d d  

    
 = + − +   
     

 

 ( )
( )

( )

2 2

2 2
1 2 22

1 3

2

d
2σ 1

ˆMSE σ d
ˆ ˆe σ ,σ

ˆMSE σ dσ
m d



 
− 

 
= =

 
 
 

 

 
( )

( )
( )( ) ( )



 

    

  −
−  − 

= = = =
− + +  −

− 
 

2 2 2
2 2
2 2 22 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 22 22

2
2 2

d d d2 1
d d dd d 2d

2 2 ,
d d d d d d d dd dd

1
d d
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د در شرطیها باiaشود،   نا اریب یبرآوردگر σ̂نکهیا یبرابنابراین  
m

i
i 1 4

1
a

c=

= در این صورت .صدق کنند،MSE  زیر خواهد بود صورتبه: 

 

2و  𝜎2با توجه به ثابت بودن مقادیر
41 c−  برای کمینه کردن تابع ،( )ˆMSE σ    کافی است عبارت∑ 𝑎𝑖

2𝑛
𝑖=1    را تحت شرط

m

i
i 1 4

1
a

c=

=  بنابر    .کمینه سازیم

که    1لم   دارد  را  مقدار  کمترین  زمانی  عبارت  iاین 
4

1
a

mc
4بنابراین    .=

4

S
σ̂

c
اریبی  برآوردگر  = اساسخطی    و  نا  برای iSبر  با   .است  σها 

iaی گذاریجا s  در( )ˆMSE σم داشتیخواه: ( ) ( )
( )2 2

4

4 4 2
4

σ 1 c
ˆ ˆMSE σ Var σ

mc

−
= )  آنگاه  m→واضح است که اگر   .= )4ˆMSE σ 0→.                                                         

 ( ) ( )
m m

i i 4 i
i 1 i 1

ˆE σ a E S c σ a ,
= =

= =  

 ( ) ( ) ( ) ( )
m m

2 2 2 2
i i 4 i

i 1 i 1

ˆ ˆMSE σ Var σ a Var S 1 c σ a .
= =

= = = −  


